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Aufgabe 1 (4+4=8 Punkte)

(a) Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Zeigen Sie: Jede nullstellenfreie,
holomorphe Funktion f auf G hat eine Wurzel, d.h. zu jedem f, welches nullstellen-
frei und holomorph ist, existiert eine holomorphe Funktion ¢ auf G mit f = g¢.

(b) Geben Sie ein Beispiel eines nicht einfach zusammenhéngenden Gebiets G und einer
nullstellenfreien, holomorphen Funktion f : G — C an, derart, dass f # ¢ fiir alle
holomorphen Funktionen g : G — C.

Aufgabe 2 (24+2+2+43=9 Punkte)
Wir definieren Funktionen ¢ : C — {—i} - Cund ¢ : C — {—1} — C durch

o(z) = 2o und  (z) ::i1+z

1—-=2
fir z € C — {—i} bzw. z € C — {1}. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) ¢ und ¢ sind holomorph und invers zueinander.

4Im z

(b) 1—lp(2)]* = PR fir z € C — {—i}.
(c) Tm(z) = |11‘_|z:z fir 2 € C— {1},

(d) ¥(D1(0)) =H:={z€ C:Imz > 0} und ¢(H) = D;(0).

Aufgabe 3 (54+6=11 Punkte)

(a) Sei G C C ein Gebiet und f : G — C nullstellenfrei und holomorph, welche einen ho-
lomorphen Logarithmus auf G besitzt. Zeigen Sie, dass G einfach zusammenhéangend
ist. (Hinweis: Blatt 3, Aufgabe 2)

(b) Seien €,y zwei nicht leere, offene Teilmengen von C. Eine Abbildung f : Q; —
Q9 heifit biholomorph, falls sie eine holomorphe und bijektive Funktion ist, deren
Umkehrabbildung ebenfalls holomorph ist.



Zeigen Sie, dass das Bild eines einfach zusammenhédngenden Gebietes unter einer
biholomorphen Abbildung einfach zusammenhéngend ist.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei X ein metrischer Raum. Zwei stetige, geschlossene Wege vp,71 : [0,1] — X heiflen
homotop in X, falls es eine stetige Abbildung v : [0, 1]*> — X - eine Homotopie - existiert
mit folgenden Eigenschaften:

(i) v(0,t) = o(t) fiir alle ¢t € [0, 1],
(i) v(1,t) = 7(¢) fiir alle ¢ € [0, 1],
(iii) v(s,1) =7(s,0) fur alle s € [0, 1].

Sei ) # Q C C offen, und seien vy und 7, zwei stetige, geschlossene, in 2 homotope
Wege. Zeigen Sie:

n(,2) =nln,z) (€ C-Q).
(Hinweis: Fiir eine zugehdrige Homotopie v : [0,1]> — X sei v, := 7(s,-). Uberlegen
Sie, dass fiir z € C — €2 die Funktion [0, 1] 3 s + n(~s, 2) lokal konstant ist.)



