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Bemerkung:

Im Folgenden bezeichnen wir mit ∂DR(z0) stets die Kurve, welche den Rand der offenen
Kreisscheibe DR(z0) im positiven Sinn einmal durchläuft.

Aufgabe 1 (6+6=12 Punkte)

(i) Sei η ∈ Dr(z0), z0 ∈ C, r > 0. Zeigen Sie, dass∫
∂Dr(z0)

dz

z − η
=

∫
∂Dr(z0)

dz

z − z0
= 2πi.

(ii) Verwenden Sie die Cauchysche Integralformel, um folgende Integrale zu berechnen:

(a)

∫
∂D1(

3
2
)

exp(z)

z(z − 1)3
dz,

(b)

∫
∂Dr(0)

dz

(z − a)n(z − b)m
, a, b ∈ C mit |a| < r < |b|,m, n ∈ N.

Aufgabe 2 (6+6=12 Punkte)

(a) Sei f eine in einer offenen Obermenge der abgeschlossenen Kreisschreibe D1(0) ho-
lomorphe Funktion. Welche (holomorphe) Funktion wird durch

z 7→
∫

∂D1(0)

f(ξ)

ξ − z
dξ

auf C−D1(0) dargestellt? (Begründung!)

(b) Zeigen Sie, dass durch

g : C− ∂D1(0)→ C, z 7→ 1

2πi

∫
∂D1(0)

dξ

ξ(ξ − z)

eine holomorphe Funktion definiert wird und bestimmen Sie diese.



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Für offene und beschränkte Mengen Ω ⊂ C bezeichnen wir mit A(Ω) die Menge aller
auf Ω stetigen und auf Ω holomorphen Funktionen.
Sei nun R > 0 und f ∈ A(DR(0)). Zeigen Sie:

∀z ∈ DR(0) f(z) =
1

2πi

∫
∂DR(0)

f(ζ)

ζ − z
dζ.

(Hinweis: Definieren Sie für 0 < r ≤ 1 die Funktion fr : DR
r
(0)→ C durch fr(z) := f(rz)

und wenden Sie auf fr für 0 < r < 1 die Cauchysche Integralformel an (wieso ist dies
erlaubt?). Nutzen Sie dann die gleichmäßige Stetigkeit der Funktion (r, z) 7→ f(rz) aus.
(Wieso liegt gleichmäßige Stetigkeit vor?))

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Sei R > 0 und sei f ∈ A(DR(0)). Beweisen Sie die Poissonsche Integralformel

∀z ∈ DR(0) f(z) =
1

2πi

∫
∂DR(0)

f(ζ)

ζ

R2 − |z|2

|ζ − z|2
dζ.

(Hinweis: Definieren Sie für festes w ∈ DR(0) die Funktion g ∈ A(DR(0)) durch

g(z) :=
f(z)

R2 − wz
für alle z ∈ DR(0)

und wenden Sie auf diese Aufgabe 3 an. Setzen Sie anschließend w := z für festes
z ∈ DR(0).)


