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Bitte beachten Sie, dass die durch (*) gekennzeichneten Aufgaben nicht bewertet und
korrigiert werden. Sie werden im Tutorium gemeinsam bearbeitet.

Aufgabe 1 (243 Punkte)
Sei f:R" — R die durch

f(P)=/1+]|PP?

definierte Funktion. Zeigen Sie:
(a) f ist nicht negativ und es ist f € C?(R") streng konvex.
(b) Es gibt Funktionen A, A : R™ — (0,00) mit A < A, sodass gilt:
AP)IQP < D*f(P)(Q.Q) < A(P)|Q*
fiir alle P, @ € R". Ermitteln Sie moglichst genaue Werte fiir A(P) und A(P).

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Sei @ C R? ein konvexes Gebiet, 1 < p < oo und ug € WHP(Q). Betrachten Sie das
Funktional
up + WH(Q) 3 u s Afu] = / V14 |Vu(z)]2de.
Q

(a) Zeigen Sie, dass das Funktional auf uy 4+ W1(Q) koerziv ist, d.h. es gibt a > 0 und
B € R sodass
Alu] = allull,u0 + 8,

(b) Es sei ug € Wh*(Q) und R > 0 fest so gewéihlt, dass
Li={ucu+W(Q) : |Jullioen < R} # 0.

Zeigen Sie, dass A[-] — min eine Losung in L besitzt.
(Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Arzela-Ascoli und Aufgabe 3)

(c) Interpretieren Sie das Funktional A geometrisch.



Aufgabe 3 (*)

Die Menge L sei definiert wie in Aufgabe 2 (b). Zeigen Sie: Ist (z,) C L eine Folge, die
gleichméfig gegen z € L konvergiert, so gilt

Alz] < liminf A[z,].

n—o0

Aufgabe 4 (*)

Sei 2 C R" offen, k¥ € N und 1 < p < oco. Der Raum W=kP(Q) ist definiert als der
Dualraum von W*?(Q). Zeigen Sie:
W~=FP(Q) kann mit dem Raum aller Distributionen 7" € D’(Q) identifizert werden, die

sich in der Form
T=> (100,

o<k

fir irgendwelche v, € L(€2) darstellen lassen. Hierbei bezeichnet ¢ wie iiblich den zu p
konjugierten exponenten.

Abgabe: Am Montag, den 13. Juli vor der Vorlesung.



