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Bitte beachten Sie, dass die durch (*) gekennzeichneten Aufgaben nicht bewertet und
korrigiert werden. Sie werden im Tutorium gemeinsam bearbeitet.

Definition: Sei Q C R" offen, K € N und 1 < p < oo. Der Sobolev-Raum WHP(Q) ist
definiert als die Menge aller Funktionen u :  — R fiir die alle partiellen schwachen
Ableitungen 0%u, o € Ny, || < k existieren und p-integrierbar sind zusammen mit der

Norm
1/p

lulipo=| >, 10"ulq

a€eNY, |a|<k
wenn p < 0o, bzw.

max || 0 ||eo  fiir p = 0.
o] <k

Aufgabe 1 (14242 Punkte)

Sei 2 C R” ein Gebiet. Die totale Variation einer Funktion u € L*(Q) ist definiert durch

| w ||y @)= sup /u divodr | v € Cy()" mit |v(x)] <1Vr €y,

Q

wobei dive = Y"1 | 0;v;. BV (Q) ist der Raum der Funktionen mit beschrinkter Variation
und wird mit
lw llBv=Ilullue + [l v

normiert.

(a) Bestimmen Sie || u ||y fir @ = (—1,1) und u(z) = sign (x). Wie &ndert sich die
totale Variation, wenn man Q = [—1, 1] setzt?

(b) Sei (u,) C BV (Q) eine Folge die in L'(2) gegen eine Funktion u konvergiert. Zeigen
Sie, dass dann
| ulvey< lim inf | un |lvie

gilt.

(c) Weisen Sie nach, dass BV (£2) mit der angegebenen Norm ein Banach-Raum ist.



Aufgabe 2 (*)

Zeigen Sie, dass W11(Q) ein abgeschlossener Unterraum von BV () ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass || . || pv() auf W (Q) dquivalent zu || . |[1,1,o ist.

Aufgabe 3 (*)
Seien ) C R™ offen, o € {1,...,n} und u,w € L (). Dann sind dquivalent:
(i) w ist die a-te schwache (partielle) Ableitung von w auf €, also w = J,u.
(ii) Es gibt eine Folge (u,) C C*°(£2) mit
U, — u und dyu, — w in L (Q).
(iii) Fiir 0 < h < 1 ist der Differenzenquotient Au(z) := ulwthea)—u@) prn_f i definiert

h
mit
Aly Ly w in L} ().

loc

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Sei 2 C R" offen, 1 < p < oo und ¢ := p/(p — 1) (bzw. ¢ = oo fiir p = 1). Es seien
w e WH(Q) und v € WhH(Q). Zeigen Sie die schwache Form der Produktregel, d.h. fiir
a € {1,...,n} besitzt uv eine a-te schwache Ableitung und es gilt

On(UV) = 04V + VO,

Hinweis: Approximieren sie die Funktionen durch C'°°-Funktionen.

Abgabe: Am Montag, den 8. Juni vor der Vorlesung.



