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Bitte beachten Sie, dass die durch (*) gekennzeichneten Aufgaben nicht bewertet und
korrigiert werden. Sie werden im Tutorium gemeinsam bearbeitet.

Aufgabe 1 (24241 Punkte)

(a) Beweisen Sie das Lemma von Ehrling:
Seien X, Y und Z Banachrdume. Wenn X kompakt in Y eingebettet ist und Y
stetig in Z eingebettet ist, so gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Konstante c¢(g) sodass

lzlly < ellzllx +ce)llz]lz
fir alle z € X. (Hinweis: Beweisen Sie die Aussage indirekt!)
(b) Es sei 2 C R™ ein Lipschitzgebiet und 1 < p < n. Zeigen Sie dass durch
lullip = IV ullp + [lull,

eine Norm auf W*?(Q) gegeben ist, die zur Standardnorm #quivalent ist. Wo ver-
wendet man hierbei, dass §2 ein Lipschitzgebiet ist?
(Hinweis: Verwenden Sie (a) mit X = W*?P(Q), Y = W*1P(Q) und Z = LP(Q))

(c) Verwenden Sie Aufgabe 2 um zu zeigen, dass fiir Lipschitzgebiete L*P(Q)) = W*P((Q)
gilt.

Aufgabe 2 (*)

Sei Q C R offen und 1 < p < oo. Wir definieren den Raum LFP(Q) als die Menge aller
Funktionen u € LP()), deren k-te partielle Distributionsableitungen p-integrierbar sind
(d.h. die k-ten partiellen Ableitungen existieren im Sinne des Sobolevraumes W*?(Q)),
versehen mit der Norm ||. |}, , aus Aufgabe 1 (b). Zeigen Sie, dass C>(€2) dicht in L*?(Q)
liegt.

Aufgabe 3 (243 Punkte)

Beweisen Sie die Sobolev-Poincaré-Ungleichung: Sei {2 C R” offen und beschrankt und
1<p<n.

(a) Fiir u e Wh2(Q) ist

lu = (w)q

Dabei ist s = np/(n — p) und (u)q = §, udy.

L5(Q) < C||VU/||LP(Q).



(b) Fiir u € WHP(B,(z)) ist
lw = (W) B, o)l L2 (Br (o)) < r*IVUllLo(B, 20))

mit o :=n(l/s —1/p) +1).

Hinweis: Gehen Sie bei (a) indirekt vor und benutzen Sie bei (b) v : By(0) — R™,
x = u(zg + rz).

Aufgabe 4 (*)

Sei ) C R” offen, £k € N und 1 < p < o0. Zeigen Sie: Zu jedem linearen Funktional
¢ : WkP(Q) — R gibt es v, € LY(Q), ¢ = p/(p — 1), sodass

pv) =Y / 9 uvada

|Oé‘<k Q

fiir alle u € WHP(Q) gilt.

Abgabe: Am Montag, den 6. Juli vor der Vorlesung.



