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Integralrechnung

Wir wollen uns im Folgenden mit der Berechnung des
Flacheninhalts zwischen einem Funktionsgraphen und der x-Achse
beschaftigen. Im Folgenden sollen die betrachteten Funktionen f

immer ,hinreichend gut” sein (stetig, differenzierbar etc) und stets
a,b € R mit a < b sein.
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Wir unterteilen das Intervall [a; b] in kleinere Teilintervalle, z. B.
kénnen wir eine dqudistante Zerlegung uns anschauen, d. h.

[a;b] = [a;a+ Ax]U[a+ Ax;a+ 2Ax] U ... U[a+ (n— 1)Ax; b]

fur ein n € N, wobei Ax = b;a.
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Der Fliacheninhalt A l3sst sich also durch die Summe der
Flacheninhalte der Rechtecke approximieren:

Ax-f(a+ Ax)+ Ax-f(a+2Ax)+---+ Ax - f(b)
=(f(a+ Ax)+ f(a+2Ax) +--- + f(b)) Ax

= Z f(a+ kAx)Ax.
k=1

Wenn wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir den
Flacheninhalt.

Definition

Das Integral von f iiber [a;b] ist definiert durch

b n
/a f(x) dx = nlrgo; f(a+ kAx)Ax.

Die Funktion f heilt dann Integrand.
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Rechenregeln

Seien f,g: R — R Funktionen und o € R. Dann gilt:
JPodx =0,
JPF(x) + g(x) dx = [P F(x) dx + [P g(x) dx
fab af(x) dx = ozfab f(x) dx
[2f(x) dx=0,
JPF(x) dx = [Sf(x) dx + [P f(x) dx fira < c < b,
Efbaf(x) :—fafx ) dx
JPF(x) dx < [P e(x) dx, falls f(x) < g(x) fiir alle x € [a; b].
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Frage

Gibt es eine weitere Moglichkeit Integrale auszurechnen ohne
Approximation durch Rechtecke?

Definition
Sei f: R — R eine Funktion. Wir nennen F: R — R eine
Stammfunktion von f, falls F/ = f.

Bemerkung

Sind F; und F, zwei Stammfunktionen von f, dann gibt es eine
reelle Zahl ¢, sodass

Fl(X) — FQ(X) =cC

fur alle x € R. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich also
hochstens um eine Konstante.
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Sei f:R = R, x+ x?. Dannist F: R = R, x»—>%x3 eine
Stammfunktion f, da

F'(x) =

1
3
fiir alle x € R. Die Funktion F: R - R, x %x3 + 5 ist
ebenfalls eine Stammfunktion von f.
Sei g: (0;00) = R, x+— L. Dannist
G: (0;00) = R, x — In(x) eine Stammfunktion von g.
Da

(3 x3*1) = x* = f(x)

exp/(x) = exp(x)

fir alle x € R gilt, ist exp eine Stammfunktion von exp.
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Der nichste Satz verkniipft die Differentialrechnung mit der
Integralrechnung und gibt uns eine Moglichkeit Integrale mit Hilfe
von Stammfunktionen zu berechnen.

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f: R — R eine Funktion. Dann gilt:

Die Funktion F: R — R, x — [ f(t) dt ist eine
Stammfunktion von f.

Ist F: R — R eine Stammfunktion von f, dann gilt

b
/a F(£) dt = [F()]L = E(b) — F(a).
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Bemerkung

Aufgrund des letzten Satzes schreibt man auch oft

F= / f(x) dx.

Dies ist eine reine Schreibweise!l Hierbei ist wieder zu beachten,
dass eine Stammfunktion nur eindeutig bis auf eine Konstante ist.
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Im Folgenden wollen wir einige wichtige Stammfunktionen

festhalten:
f(x) F(x)
x" ﬁlle‘l (reR\{-1})
2 In(|x[)

exp(x) | exp(x)
In(x) | xIn(x) — x
cos(x) | sin(x)
sin(x) | —cos(x)
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Wir wollen nun mit Hilfe von Stammfunktionen Integrale berechnen.

Wir wollen das Integral von f: R — R, x — exp(x) + x? {iber
[0; 1] berechnen. Es gilt

/O 1 f(x) dx = /0 1 exp(x) + x> dx

1 1
= / exp(x) dx —|—/ x? dx
0 0

= |exXp\X L }X31

- lep(lh + | 37|
:exp(l)—exp(0)+%—0
2

—e—g.
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Wir wollen das Integral von

g: (0;00) = R, x> sin(x) — 2 cos(x)

iber [m; 27| bestimmen. Es gilt
2w 2w
/ g(x) dx = / sin(x) — 2 cos(x) dx
§ 7l—27r 27
= / sin(x) dx — 2/ cos(x) dx

= [~ cos(x)I7" = 2[sin(x)]3"
= (— cos(2m) + cos(m)) — 2 (sin(27) — sin(7))
=(-1-1)-2(0-0)=-2.
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Wir wollen das Integral
0
/ x exp(x) dx

-1

berechnen. Unsere bisherigen Rechenregeln helfen uns nicht
weiter, da wir ein Produkt als Integranden haben.
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Um das Beispiel berechnen zu kdnnen bendtigen wir folgende
Regel, die sich aus der Produktregel herleiten I&sst.

Satz (Partielle Integration)

Seien f, g Funktionen. Dann gilt
b b
/3 F()g(x) dx = [F(x)g(x)]? - / F(x)g/(x) dx
bzw.
/ F()g(x) dx = F(x)g(x) - / F(x)g(x) dx.
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Setzen wir

f"R—->R, x—exp(x) und g:R =R, x— x,

so folgt
0 0
| xes ax= [ r(0g(x) dx
0
= [FeCRs — | F(0g(x) dx
0
= [exp()%s — [ exp(x)- 1 dx

= (0 —exp(~1)(-1)) — [exp(x)]2,
= exp(—1) — (exp(0) — exp(—1))
= —1+42exp(—1).
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Bemerkung

Wiirden wir im letzten Beispiel die Rollen von f und g vertauschen,
so wiirden wir mit der partiellen Integration nicht weiterkommen.
Es ist also wichtig die Funktionen geeignet zu wahlen!

Wir wollen nun die Stammfunktion von In bestimmen. Es gilt
mit partieller Integration

/In(x) dx:/l-ln(x) dx:xln(x)—/xi e

:xln(x)—/l dx = xIn(x) — x,

wobei

fR—>R, x—1 und g=In.
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Wie finden wir eine Stammfunktion zu sin®?
Mit f = g = sin erhalten wir

/sin(x)2 dx = /sin(x)~sin(x) dx
— — cos(x) sin(x) — / (— cos(x)) - cos(x) dx
— — cos(x) sin(x) + / cos(x)? dx
= — cos(x) sin(x) + / 1 —sin(x)? dx

= — cos(x) sin(x) + x — /sin(x)2 dx.
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Beispiel
Durch Umformen erhalten wir schlielich

/sin(x)2 dx = % (— cos(x) sin(x) + x) .
Damit ist

F-RSR, x o % (o) ) 2+ )

eine Stammfunktion von sin?.
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Die ,Umkehrung” der Kettenregel ist die Substitutionsregel:

Satz (Substitutionsregel)

Sei u eine Funktion. Dann gilt

b u(b)
/a F(u(t))u/ () dt = / 0 ax

bzw.

/ F(u(t)u'(¢) dt = [F(]us) = [F(u(t)]s = F(u(b)) - F(u(a)).
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.f )"~/ (t) dt =?,n € N. Mit f(x) = x"~! und
F(x) e X! folgt

/ab u(t)" L (¢) dt = /ab F(u(t))(¢) dt
= [F( ()15
= [ (t)"3
= —(u(b)" — u(a)").

n
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Mit f(x) = x,F(x) = % und u(t) = sin(t) folgt

/ﬂ/2sin(t) cos(t) dt = [ F(u(e))/(¢) dt
0

= [F(u(t)]y?
[sm(t) ]ﬂ/2

(sm(7r/2)2 sin(0)2)

o

I\J\l—ll\)\l—‘

Wir sehen also, dass eine Stammfunktion von
g: R — R, t > sin(t)cos(t) gegeben ist durch

1
GR—=R, t— Esin(t)2.
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2 texp(t?) dt =?. Mit u(t) = ¢* und /(t) = 2t folgt

b b
/atexp(tZ) dt:/a 2 u() exp(u(1)) dt

1 ¥
= 2/ exp(x) dx
a2

1
= 5lexp(x x)|5 = *[eXP(t )5
1
5 (exp(b?) — exp(a”)).
Wir sehen also, dass eine Stammfunktion von
g: R = R, t+ texp(t?) gegeben ist durch

1
G:R—R, t— Eexp(tz).
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dt =7. Mit u(t) =t + 1 und v/(t) = 1 folgt

8 [} 7

/3 t g Su(t)—1 1,
1 Vt+1 1 u(t)
sodass f(x) = Tl die Lésung

3

e

liefert.
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Beispiel
Die Rechnung zeigt, dass

N|Ww

2(u(t))?

2
=3(t+ 1)z —2(t +1)2

H: (—1,00) = R, t+—>= ((t))

eine Stammfunktion von
t
h: (-1,0) > R, t+— ——
( ) Vit+1

ist.
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