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Ist jede quadratische Gleichung

az?+ bz4+¢c=0
mit a, b,c € C in C |dsbar?

Diese Frage beantworten wir in der nichsten Vorlesung.
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Sei
az’?+bz+c=0

mit a, b,c € C und a # 0 eine quadratische Gleichung. Wir gehen
wie am Anfang vor:

m Teilen durch a und quadratische Erganzung ergibt

2a) a 2a)
m Wir unterscheiden nun zwei Falle:

-<4 (2—‘;)2 = 0: Die (doppelte) Ldsung ist

b
2a’
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-+ (2%)2 #0, d.h. 4ac — b? # 0: Die Nullstellen sind

b
=—— 4
z 23 w,

wobei
>, b?>—4dac

w- =
432

b2 — 4ac
W=\ —-
422

und wir schreiben

Hinweis: Fiir —¢ (2_ba)2 €Rund -5 + (2%)2 >0 erhalten wir

hier die abc-Formel (bzw. pg-Formel)!
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Beispiele

Betrachte z? 4 2z + (3 — v/12/) = 0. Dann gilt
a=1b=2c=3—12i.
Wir suchen w mit

W22M2—2+/’\/ﬁ

und betrachten die Gleichungen

Re(w)? — Im(w)? = =2, 2Re(w)Im(w) = V12.
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Wir erhalten Re(w) = v/3/ Im(w) und die Gleichung
2
0= (*ﬁ)) —Im(w)? +2

Im(w
3
~Im(w)?
& 0=3—Im(w)*+ 2Im(w)?
=  (1+Im(w)®)  (3-Imw)?).
—_——
keine Losung fiir Im(w)eR
Damit ist Im(w) = v/3 und Re(w) = 1, sodass w = 1 + +/3i

und die Nullstellen sind

z:—2—baiw:—1i(1+\/§i), z1 =V3i,20 = =2 +V/3i.

—Im(w)? 42
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Mit Im(w) = —v/3 und Re(w) = —1 ist w = —(1 + +/3/) und
die Nullstellen sind

b
z:—gztw:—1$(1+\/§i), 2 =V3i,z1 = -2+ V3i.

Die Nullstellen sind gleich, da w? = (—w)? gilt.
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Betrachte z2 +2z4+5=0. Danngilt a=1,b=2,c =5.

Wir suchen w mit

und betrachten die Gleichungen

Re(w)? — Im(w)? = —4, 2Re(w)Im(w) = 0.
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Wir erhalten Re(w) = 0 und Im(w) = 2, sodass w = 2/ und
die Nullstellen sind

b
z:—Q—:I:W:—lzlz2i, z1=—-14+2i,zp=—-1-2].
a

Mit Im(w) = 0 erhalten wir die Gleichung Re(w)? = —4 und
diese hat keine reelle Lésung fiir Re(w).
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Betrachte z2 — i =0. Danngilt a=1,b=0,c = /.
Wir suchen w mit

und betrachten die Gleichungen

Re(w)? —Im(w)?> =0, 2Re(w)Im(w)=1.

Mit dem Ansatz Re(w) = Im(w) erhalten wir w und

z=+(1+1i)/V2.
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Schreibe die Zahlen z und i nach der Eulerschen Formel als
z=rel” r>0,0€[0,27) und i = 1.e'2+2" n € Ny. Damit
erhalten wir die Gleichungen r? =1 und wir suchen
o1, 2 € [0,2m) mit 29 = F + 2n7, n € Ny sodass

z1=1e% = cos% + isin% = (1+1)/V?2,
i5n 5 5
n=1e"* = cos% + isin% = —(141)/V2

die Gleichung Ist.
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Es gibt folgende Methode zur Berechnung der Nullstellen.
-+ (2—"3)2 # 0: Schreibe diesen Term in Polardarstellung, d.
h

2
c b ;
= =) = el
a + (23) e

b

e
21:\/;el2 —Z,

s pt2m b P b
Z2:\/;elz —Z:_ re’z_i

Dann sind

die Lésungen der Gleichung.
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Betrachte z2 + 2z + (3 — v/12/) = 0. Dann gilt
a=1b=2c=3—+12i
(z+ &) =(z+12=-3¥2 | (2)° = 24 /IDi=
4ei3™ #0.
Die Losungen ergeben sich damit zu

2 1 1
z1=2e's™ —1=2 (cos (37r> + isin (37r>) -1

1 V3 .
:2<2+l2>—1:\/§l,

. 1 1
Zo = _2efd™ _1=_2 (cos <37r> + isin <37r)> -1

1 V3 :
:_2<2+/2>—l:—2—\/§l.
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Betrachte z2 +2z+5=0. Danngilt a=1,b=2,c =5.

(z+2)°=(z+12=-2+ (&) =—4=4e™ 0.
Die Losungen ergeben sich damit zu

1 1 1
z71=2e'2"T —-1=2 (cos (27T> + isin (27r>) -1

=2(0+i)—1=—-1+2i,

1 1 1
zp=—2e'2" —1=-2 (cos (27r) + isin <27r)> —1

= 2(0+i)—1=-1-2i
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Bemerkung

Sind a, b,c € R und z € C eine Lésung der quadratischen
Gleichung

az’ + bz+c=0,

dann ist auch Z eine Ldsung.

Beispiel
z = —1+ 2j ist eine Losung von
Z24+2z+5=0.

Damit ist Z = —1 — 2/ ebenfalls eine Losung.
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Bemerkung

Abschlielend erwahnen wir das folgende Ergebnis. Nach diesem
Satz gibt es zu jeder Gleichung, die “nichtkonstant” von einer
variable abhangt, eine Losung.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Seien n € N und ag, ..., a, € C, sodass fiir mindestens ein a; # 0
(i=1,...,n) gilt. Dann besitzt das (nichtkonstante) Polynom

n
ag + a1x + ax® + -+ + apx" = E axX
k=0

eine Nullstelle.
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