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Verkettung |

Seien D1, D> und Z;, Z, Mengen sowie f: D1 — Z; und
g: D> — Z, zwei Funktionen.

Falls f(Dy) C D, gilt, so definieren wir

gof: Dy — Zo, x— g(f(x))
und nennen g o f die Verkettung von g und f.

Bemerkung

Es gilt nicht
gof=fog,

da die rechte Seite nicht einmal definiert sein muss. Damit ist die
Verkettung eine nichtkommutative, assoziative Verkniipfung.
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Verkettung |l

mf:R—-R, x—x2und g: (—00;0) = R, x> 3x+ 1. Dann
ist g o f nicht definiert, da f(R) = [0; 00) Z (—00;0).
Bmf:R—>R, x—x+1und g: R— R, x+— 2x. Dann gilt

gof:R—=R, x— g(f(x))=g(x+1)=2(x+1) =2x+2,
aber
fog:R—=R, x— f(g(x))=f(2x)=(2x)+1=2x+1.

Damit sind g o f und f o g unterschiedlich.
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Transformation in x-Richtung |

Seien D1, D, C R und Z C R Mengen und f: D, — Z eine
Funktion sowie a € R.

Satz (Verschiebung)

Seien
T o2:D1 R, x— x—a

und es gelte 7_,(Dy1) C D,. Dann beschreibt die Funktion
for_,: Dy — Z, x+— f(x—a)

eine Verschiebung um a von f in x-Richtung.
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Transformation in x-Richtung Il

g R-R, x—x°

mgoT 2 R=-R, x—
(x —2)?
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Transformation in x-Richtung Il
Seien D1, D, C R und Z C R Mengen und f: D, — Z eine
Funktion sowie o € R.

Satz (Stauchung, Streckung und Spiegelung)

Seien
0a: D1 = R, x— ax

und es gelte 0,(D1) C Dy. Dann beschreibt die Funktion
fooa: D1 = Z, x— g(ax)

eine
m Stauchung um « von f in x-Richtung, falls o > 1,
m Streckung um o von f in x-Richtung, falls 0 < o < 1,
m Spiegelung von f an der y-Achse, falls o = —1.
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Transformation in x-Richtung IV

B RSR x—x3-3x+1

mfooy3i R=R, x—
('3 () +1=
2l7x3—x+1

mfoozpn: R=R, x—
(33 () +1=
23— Ix+1

mfoo_1:R—R, x—
(~x)* = 3(—x) + 1 =
—x3+3x+1
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Umkehrfunktion |

Seien D und Z Mengen und f: D — Z eine bijektive Funktion.

Es existiert genau eine Funktion g: Z — D, sodass

(fog)(x) = f(g(x)) = x

fiir alle x € Z und

(gof)(x) = &(f(x)) = x

fiir alle x € D gilt. In diesem Fall schreiben wir f~1 statt g und
nennen f~1: Z — D die Umkehrfunktion von f.

Achtung: Das Urbild existiert immer, eine Umkehrfunktion nicht.
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Umkehrfunktion 11

Bemerkung

Seien D und Z Mengen und f: D — Z eine Funktion. Dann ist £
genau dann injektiv, wenn fiir jedes y € Z die Menge f~1({y})
(Urbild!) hochstens einelementig ist.

Bemerkung

Falls D C R und Z C R gilt, so kann =1 graphisch durch eine
Spiegelung von f an der 1. Winkelhalbierenden h: R — R, x — x
gewonnen werden.

Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie



Umkehrfunktion Il1

0; 00) — [0; 0), X > x2
1:]0; 00) — [0; 00), x =

Y= Jx

mf:
mf
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Umkehrfunktion 1V
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Monotonie |

Seien D, Z C R Mengen und f: D — Z eine Funktion.

Wir nennen f

m monoton wachsend, falls f(x) < f(y) fiir alle x,y € D mit
x < y gilt,

m streng monoton wachsend, falls f(x) < f(y) fiir alle x,y € D
mit x < y gilt,

m monoton fallend, falls f(x) > f(y) firr alle x,y € D mit x < y
gilt,

m streng monoton fallend, falls f(x) > f(y) fir alle x,y € D mit
x < y gilt.
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Monotonie |l

Bemerkung
Ist f streng monoton fallend oder streng monoton steigend, so ist

auch injektiv.

m f:[0;00) = R, x> x? ist streng monoton steigend, da
f(y) = f(x)=y*=x*=(y =x)(y +x) >0

fir alle x, y € [0; 00) mit x < y.

m f: (—00;0] = R, x+ x? ist streng monoton fallend.

m Allgemeiner: Fiir alle n € N gilt: f: [0;00) = R, x +— x" ist
streng monoton steigend.
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Induktion |

Wie zeigen wir, dass eine Aussage fiir unendlich viele Zahlen gilt?

Es reicht nicht aus einzelne Falle auszuprobieren.

Methode

Wir zeigen, dass eine Aussage fiir alle n € N mit n > ng gilt mit
dem Priifen folgender Schritte.

(i) Die Aussage gilt fiir einen Startwert ng.

Damit gibt es mindestens einen Wert, fiir den die Aussage gilt.

(i) Wir nehmen an, dass die Aussage fiir eine bestimmte Zahl n
gilt, und zeigen so, dass sie auch fiir ihren Nachfolger n + 1

gilt.
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Induktion Il

Dies ist das Prinzip der vollstandigen (mathematischen) Induktion
und lautet rigoroser formuliert wie folgt.

Satz (Prinzip der vollstandigen Induktion)

Sei P(n),n € N eine Aussageform mit den Eigenschaften:

(i) Die Aussage P(1) ist wahr.

(i) Ist P(k) wahr, so ist auch P(k + 1) wabhr fiir jedes k € N.
Dann ist P(n) wahr fiir jedes n € N.
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Induktion 11

Beweisen Sie folgende Aussagen durch vollstdndige Induktion:

1] ZI (n+1)(2n+1);
1 n+1
g(l‘,-z> =5

n? + 3n ist fiir jedes n € N durch 2 teilbar.
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Losung
P(n) sei die Aussageform
n Y 1
d = gn(n+1)2n+1).
i=1

Induktionsanfang (Beweis von P(1))
Es ist

1
1
2/2:12:1, 6.1-(1+1)(2'1+1):1,

i=1

so dass P(1) richtig ist.

o0
W
U1
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Induktionsschluss
Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

ZI k(k +1)(2k +1) (1)

die Induktlonsbehauptung
k+1

P(k+1): Z/ k+1)(k+2)(2(k+1)+1)

impliziert.
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Aus (1) ergibt sich durch Addition der Zahl (k + 1)?:

k
D P (k41 = tk(k+1)(2k+1)+ (k+1)
i=1
kt1 -
:Z,-z = #(k+1)[k(2k + 1) + 6(k + 1)]
i=1 = +(k+1)(2k®> + Tk + 6)
= 2(k+1)(k+2)(2k +3)
= 3(k+1)(k+2)(2(k+1)+1).

Damit haben wir P(k) = P(k

—

+ 1) bewiesen.
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P(n) sei die Aussageform

f[l—l _n+1
: i2)  2n
i=2

Induktionsanfang (Beweis von P(2))

Es ist
f[l—l . 1.3 241 3
P i) 4 4 2.2 4

so dass P(2) richtig ist.
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Induktionsschluss
Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

P(k) f[<1_i12)_"2+k1

i=2

die Induktionsbehauptung

k+1
Pk +1) H(l-é):m

i=2

impliziert.
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Aus (2) ergibt sich durch Multiplikation mit (1 - 1

(w1 (-7) - (- w)

:”1(1_1) _k+1_ 1

] 2k 2k(k+1)
(k+1)2-1

o 2k(k+1)

_ k(k+2)

-~ 2k(k+1)
(k1) +1

- 2(k+1)

Damit haben wir P(k) = P(k + 1) bewiesen.
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P(n) sei die Aussageform
n? + 3n ist durch 2 teilbar.

Induktionsanfang (Beweis von P(1))
Es ist

1°+3.-1=4
und 4 = 2 - 2, sodass P(1) richtig ist.
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Induktionsschluss
Wir beweisen, dass die Induktionsvoraussetzung

P(k): k?+ 3k ist durch 2 teilbar
die Induktionsbehauptung
P(k+1): (k+1)2+3(k +1) ist durch 2 teilbar

impliziert.
Es ist
(k+12+3(k+1) = Kk24+2k+1+3k+3

= K +3k +  2(k+2)
—— ~——
teilbar durch 2 teilbar durch 2

und somit ist (k 4+ 1)2 + 3(k + 1) durch 2 teilbar.

Damit haben wir P(k) = P(k + 1) bewiesen.

Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie

24



Funktionen Induktion @

000000000000 00000000000800000 u”ml"

Induktion IV

Es gibt Induktionen fiir die es notwendig ist, in der Voraussetzung
Bezug auf mehrere Vorgédnger zu nehmen.

Beispiele

Die zu priifende Aussage enthilt eine Rekursionsformel mit
mehreren Vorgangern.

m Fibonacci-Folge, Hasenpopulation, ...

Hier bendtigen wir das Prinzip der starken Induktion.

Satz (das Prinzip der starken Induktion)

Sei P(n), n € N eine Aussageform mit der folgende Eigenschaft:
m Ist P(j) fiir alle j < k wahr, so ist P(k) wahr.
Dann ist P(i) wahr fiir jedes i € N.
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Die durch das Rekursionsschema

ﬂ:]., f2:]., fn:fn,1+fn,2,n:3,4,...

definierte Folge {f,} heilt Fibonacci-Folge. Zeigen Sie, dass

n—3
fn2<;) , h=12 ...
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Ldsung

Es sei P(n) die Aussageform

fiir n € N. Wir zeigen, dass P(1), P(2),...

alle k € N.

Pk — 1) = P(k) fiir
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Die Aussagen P(1) und P(1) = P(2) werden gesondert verifiziert.
Dies ist der Induktionsanfang. Es gilt

3\ 4 33 2
ax Q) e (3

(Da P(1) wahr ist, ist P(1) = P(2) dquivalent zu P(2).)

Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie



Funktionen Induktion ©©

Y
000000000000 00000000000000080 u”ml"

Nun sei k > 3. Im Induktionsschluss beweisen wir, dass die
Induktionsvoraussetzung

P) Gz(gj_s’ j=look=1 (1)

die Induktionsbehauptung

impliziert.
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Es gilt nun
fx = 1 + fr—

=(3) ()

I

7N\

N W

(3] o1 (&3}
HlO NI NDW
N——— ~—0V +
—

N————

NIW NDIWwWw NDlWw

I
7 N\
\_/T
w

(wegen (1))

(denn 3 > 2)

o0
W
U1
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