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Differentialrechnung

Sinus und Cosinus

Wir untersuchen zunächst die Differenzierbarkeit von sin im Punkt
0, d.h. wir untersuchen

lim
h→0

sin(0+ h)− sin(0)
h

= lim
h→0

sin(h)

h
.

Man kann sich geometrisch überlegen, dass

lim
h→0

sin(h)

h
= 1

gilt
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Differentialrechnung

Als Nächstes wollen wir die Ableitung von cos im Punkt 0
bestimmen, d. h.

lim
h→0

cos(0+ h)− cos(0)
h

= lim
h→0

cos(h)− 1
h

.

Es gilt

cos(h)− 1
h

=
(cos(h)− 1)(cos(h) + 1)

h(cos(h) + 1)
=

cos(h)2 − 1
h(cos(h) + 1)

= − sin(h)2

h(cos(h) + 1)
= −sin(h)

h

sin(h)

cos(h) + 1

für alle h 6= 0, sodass

cos′(0) = − lim
h→0

sin(h)

h

sin(h)

cos(h) + 1
= − lim

h→0

sin(h)

h
lim
h→0

sin(h)

cos(h) + 1

= −1 · 0
1+ 1

= 0,

da cos(0) = 1, sin(0) = 0 (und cos, sin stetig sind).
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Differentialrechnung

Man kann sich geometrisch überlegen, dass

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

für alle x , y ∈ R gilt. Damit erhalten wir
sin(x + h)− sin(x)

h
=

sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h)− sin(x)

h

= sin(x)
cos(h)− 1

h
+ cos(x)

sin(h)

h

für alle x ∈ R und h 6= 0, sodass

sin′(x) = lim
h→0

(
sin(x)

cos(h)− 1
h

+ cos(x)
sin(h)

h

)
= cos(x)

für alle x ∈ R gilt.
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Differentialrechnung

Ebenfalls kann man sich mit Hilfe der Formel auf der letzten Folie

cos(x + y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)

für alle x , y ∈ R überlegen. Damit erhalten wir
cos(x + h)− cos(x)

h
=

cos(x) cos(h)− sin(x) sin(h)− cos(x)

h

= cos(x)
cos(h)− 1

h
− sin(x)

sin(h)

h

für alle x ∈ R und h 6= 0, sodass

cos′(x) = lim
h→0

(
cos(x)

cos(h)− 1
h

− sin(x)
sin(h)

h

)
= − sin(x)

für alle x ∈ R gilt.
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Differentialrechnung

Satz (Ableitungen von cos und sin)

Es gilt

cos′(x) = − sin(x) und sin′(x) = cos(x)

für alle x ∈ R.
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