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Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte)

Beweisen Sie, dass die Ungleichung
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fiir alle reellen Zahlen x, y richtig ist, und, dass die Ungleichung
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fiir alle positiven reellen Zahlen x, y richtig ist.

Aufgabe 2 (4+4=8 Punkte)

Es seien A, B nichtleere, nichtdisjunkte Teilmengen des R, die nach oben beschrinkt sind.
Beweisen Sie, dass sup AU B = max{sup A, sup B} und sup AN B < min{sup A4, sup B}.
Geben Sie Teilmengen A, B von R mit der Eigenschaft sup A N B < min{sup A, sup B}
an.

Aufgabe 3 (6+6=12 Punkte)

Es seien A, B nichtleere Teilmengen von R mit A C B. Die Menge A heifit nach oben
beschrinkt in B, falls es ein Element b € B mit a < b fiir alle a € A gibt. In diesem Fall
ist b eine obere Schranke fir A in B. Falls es eine kleinste obere Schranke fiir A in B
gibt, ist diese das Supremum fiir A in B und wird mit supgz A bezeichnet.

a) Es seien A und B nichtleere Mengen mit A C B C Q. Zeigen Sie:

(i) Ist A nach oben beschriankt in B, so ist A nach oben beschriankt in Q.

(ii) Existieren beide Suprema, so gilt supg A < supp A.



b) Geben Sie nichtleere Mengen A und B mit A C B C Q mit den folgenden Eigen-
schaften an:

(i) A ist nach oben beschriankt in @, aber nicht nach oben beschrénkt in B;
(ii) A ist nach oben beschrénkt in B, supg A existiert, aber supp A existiert nicht;
(iii) A is nach oben beschrinkt in B, supp A existiert, aber supg A existiert nicht;

(iv) supp A und supg A existieren, aber sind nicht gleich.

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Beweisen Sie, dass das Vollstandigkeitsaxiom und die “Supremumseigenschaft von R”
dquivalent sind.

[Hinweis: Zeigen Sie in der Riickrichtung mit Hilfe der Supremumseigenschaft, dass
jede Intervallschachtelung (I,,),en fiir gewisse a < b (2, I, = [a, b] erfiillt. Zeigen Sie
danach, dass schon a = b gilt und folgern Sie daraus die Behauptung|



