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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Seien D C C nichtleer und a € C ein Haufungspunkt von D. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Es existiert eine Folge (2,)nen in D mit z, # a und z, — a.
(ii) In jeder Umgebung U von a liegen unendlich viele Elemente von D.

(iii) In jeder Umgebung U von a gibt es einen Punkt z € D mit z # a.

Aufgabe 2 (6+10+4=20 Punkte)

(i) Seien I C R ein Intervall und f : I — R eine monotone Funktion. Zeigen Sie, dass
f hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt.

[ Hinweis: Driicken Sie die Menge aller Sprungstellen (warum sind die Unstetigkeits-
stellen ausschliellich Sprungstellen?) als abzdhlbare Vereinigung von bestimmten
Mengen aus und zeigen Sie, dass in jeder dieser Mengen nur endlich viele Elemente
enthalten sind.|

(ii) Seien D C R nichtleer mit Abschluss D und f : D — R eine gleichmiBig stetige
Funktion. Zeigen Sie:

a) f besitzt eine gleichméBig stetige Fortsetzung f nach D und diese ist eindeu-
tig.

b) Ist D beschriankt, so ist f beschrinkt.

(iii) Seien D C R kompakt und f : D — R stetig. Beweisen Sie, dass f gleichméBig
stetig ist.

[Hinweis: Argumentieren Sie indirekt!]



Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei I C R ein Intervall. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : I — R genau dann konvex

ist, wenn
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fiir alle z < y < z aus I.

[Hinweis: Wahlen Sie ¢ in beiden Richtungen geeignet.|

Aufgabe 4 (4+4=8 Punkte)

(i) Esseien f,g: D — R in D n-mal stetig differenzierbare Funktionen. Man beweise
durch vollstdndige Induktion nach n die folgende Beziehung:
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(ii) Sei I ein offenes Intervall in R und f: I — R in xy € I differenzierbar. Zeigen Sie:

lim f(xo+h) — f(xo —h)
h—0 2h

existiert mit Wert f’(xg). Folgt umgekehrt aus der Existenz des Limes die Diffe-
renzierbarkeit von f an der Stelle zy?



