§10

Wichtige Klassen reeller Funktionen

Monotone Funktionen sind i.a. unstetig, aber man kann etwas iiber das Grenzwertverhalten
aussagen, wenn man nur “einseitige Grenzwerte” betrachtet.

Definition 10.1 : Sei f: (o,8) >R mit —-oo<a<pf<oo.

(1) Zo € (o, B): (bilde den Grenzwert von f|i,z.) gemdf Def. 9.4)
f(xo_) = ﬁlingo f‘(a,:po)
f(ZBo+) = xli}ﬂxlo f|(xo,ﬁ)

sofern die Limiten in R existieren.  f(xo—), f(xo+) heiffen einseitige Grenzwerte.

andere Schreibweise:  f(z.—) = liTm f(@), flxot) = lim f(x)

Bemerkungen:
i) lim f(x) exist. <=
T—To
lim f(x), lim f(z) exist. und sind gleich.
xtxo TlTo
ii) xo Sprungstelle <= f(x.%x) existieren und sind #
(2) B =+oo: lim f(x) existiert in R: <=
T—r 00

fiir jede Folge z, € (o, 00) mit =, — oo existiert

li_}rn f(x,) in R und héngt nicht von der Wahl der Folge {x,} ab.
n—,oo
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(3) a=—o00: lim f(r)exist.inR: <= ......

T——00

(4) xo € [a, B] (also auch uw.U. +o0):

lim f(z) =400 <=

T—To
uneigentliche f(zyn) = %oo fiir jede Folge x,, € (a, B), Ty, — To;
W analoge Def. fir lim f(z), lim f(z) = o0,
bei z gegen x, 1o zlTo
wenn z, € («a, ), so dass man von beiden Seiten
gegen x, laufen kann
Beispiele: lim e* = 400, limln x = —o0,
T—00 z]0
1 S
12%1015 = +oo,19g1015 = —00
lim arctanz = §
T—r00
Satz 10.1 :  (Grenzwerte monotoner Funktionen)

Sei I ein Intervall C R mit Randpunkten a < b.
f sei monoton wachsend auf I. Dann existieren an jeder Stelle y € I die einseitigen Limiten
und erfillen

fly=) = lim f(z) = sup{[f(z) : 2 <y} < fy) <

inf{f(z) : x>y} = lzigjlf(ﬂf) = fly+).

In den Randpunkten a,b € RU{xoo} existieren die GW’e eigentlich oder uneigentlich:
fla+) =inf{f(x): = >a}, f(b—)=sup{f(z): =z <b}.

Falls f monoton fallt, hat man analoge Aussagen.

Beweis: In den Ubungen. O

Als Folgerung daraus erhélt man:
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Satz 10.2 : Sei I C R ein Intervall und f = I —= R monoton.
Dann hat f hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen, und diese sind Sprungstellen.

Beweis: In den Ubungen. ]

Néchste Klasse:  Differenzen monotoner Funktionen <— f hat beschrankte Variation.

Definition 10.2 : BV-Funktionen

Sei la,b] C R. f : D — R, D D [a,b], heifst von endlicher Variation auf [a,b]
(oder: von beschrinkter Variation), falls V2(f) < oo.

VI =sup { Y IF () — f(tia)| inEN, a=to<t,<..<ty=b}
i=1

Variation von f auf [a,b].

(Das Supremum wird gebildet iiber alle mdglichen Zerlegungen von |[a, b].)

Bemerkungen:
1) f monoton = f € BV ([a,}]),
2) f :[a,b] — R Lipschitz = f &€ BV ([a,b])

3) Stetige Funktionen miissen nicht BV sein!

0,z =

0 . 1
z-cost w0, stetig, aber ¢ BV ([0, —]).

Beispiel:  f : [0,1] - R, f(2) = {

(Sieche Ubungen!)

Satz 10.3 :  (Charakterisierung von BV)

f :la,b] = R gehért zu BV <~

f =g — h mit monoton wachsenden Funktionen g,h : [a,b] — R
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Beweis: In den Ubungen.

Ist f € BV ([a,b]), so hat f nur abzdhlbar viele

K llar:
orollar Umstetigkeitsstellen und diese sind Sprungstellen.

Nachste Klasse:  Funktionen mit monotonen Differenzenquotienten
+— konvexe/konkave Funktionen

Definition 10.3 : Sei I C R ein Intervall.  f: I — R heifit konvez <

Ft+ (1 —ty) <tf@)+(1-1) ()

firalle0<t<1, x,yel

streng konvex:  ...... mit = nur fur

te{0,1}, z=y.

(streng) konkav: —f  (streng) konvex

Geom. Interpretation:

tr+ (1 —1t)y

konvex = Graph liegt unterhalb der Sekante
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Beispiele:

1) o — e® streng konvex auf R, In streng konkav auf R

2) x— 2", neN gerade: streng konvex auf R
n ungerade: 1 +— z™ weder konvex noch konkav auf einem Intervall um 0.

Beweis spater mit Kriterien fiir Konvexitéit ~» Differentialrechnung O

Konvexe Funktionen lassen sich durch “Monotonie der Differenzenquotienten” beschreiben, d.h.
es gilt

Satz 10.4 :  f: I — R (streng) konvexr <=

f-f@ ~ [&=fE o G-I
y— - z—x — z—y

(<) (<)

fir alle x <y < z aus I.

zwischen zwei Punkten (z, f(z)), (v, f(z)) z <y

Interpretation: — die Sehnensteigung %

im Graphen wéchst, wenn man einen oder beide Punkte nach rechts verschiebt.

Beweis: In den Ubungen.

Als Folgerung daraus erhélt man:

Sei  f: I — R konvex (konkav). Dann ist f auf

Satz 10.5 : dem Intervall I stetig.

Bemerkung: Sind a < b die Grenzen von I, so kann man mit Satz 10.4 zeigen, dass f auf
jedem Intervall [, 5] mit @ > a und 8 < b eine Lipschitz Bedingung erfiillt, speziell also zur
Klasse BV (|o, 8]) gehort.

Beweis: In den Ubungen. U



