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Konvergenz von Folgen

Definition 6.1 Fine Folge in C (oder R) ist eine Abbildung f : N — C (oder R).

Schreibweise:  (an)nen, (an), ai,as ... wobei a, = f(n).

Beispiele:

1) (1+27) 3 5 9 17 33 65
Vorstellung:  “die Folge kommt immer ndher an 1”7 dies geschieht in streng monotoner
Weise:  ant1 < ap

2) an :=1i", n € N, nimmt die Werte +1, +i an; allerdings hat man nicht das Gefiihl, dass
{an}nen gegen einen dieser Werte strebt.

n
3)an:=3 $=1+3+3+...+1

n

n
4) api= Y (- f=-14+5-1+.. . £1

(ay, ist die alternierende Summe der Kehrwerte der ersten n nat. Zahlen)

Bei 3) und 4) ist zunéchst wohl nicht klar, wie sich a,, fiir grofie n verhélt.

Definition 6.2 FEine komplexe (oder auch reelle) Folge {ay} ist konvergent: <=

es gibt ein a € C (bzw. € R) wie folgt: zu jedem € > 0 (Fehlerschranke) findet man
einen Index N = N. mit

lap, —al <e VY n>N.
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7e-Umgebung um a” ( ! )

in C in R

Egal wie klein man die Kreisscheibe um a (das Intervall um a) macht, auflerhalb des Kreises
(des Intervalls) liegen hochstens endlich viele ay,.

Wichtig:  bei Konvergenzbeweisen mufl man fiir alle € > 0 priifen!

’Wenn es ein a € C wie oben gibt, so ist es eindeutig.

andernfalls:  zu e := 3|a —d/| existiert ein Ny mit
lan, —a|<e Vn>N;

und ein N9 mit
lap, —d'| <e V¥V n>Ns.

Fiir n > max{Ny, Na} folgt: |a —d'| <|a — an| + |a, — d| < e-2=|a— d'|, Widerspruch!

Notation:

1) a aus Def. 6.2 heifit Limes, Grenzwert von {a,,},

a= lim a,, a, — a fir n — cc.
a— 00

2) {an} Nullfolge <= lim a, =0

n—o0

3) {a,} divergent :<= {a,} nicht konvergent
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1) lim L =0 VseQs>0
n—oo
2) lim Ya=1 VacR*t
n—oo
Beispiele: 3) 7}1_>Irolo Yn=1
4) lim 2"=0 VzeC |z|<1
n—oo

n—o0

5) lim 22 =0 VkeN zeCz|>1

Bemerkung: 5) sagt, dass fir ¥ € N und |z| > 1  die Folge |z|" schuneller wéchst als die

Potenzfolge n*.

Beweis der Aussagen:

1) € > 0 gegeben, fixiere N € N mit N > /5 fiir alle n > N folgt.

von t — t~%)
1 —5
’——0 :n_SSN_S<<5_%) o
nS
2) Sei a>l=uxz,:={a—-1>0_ —
Bernoulli

a=1+z,)" >14n-z, >n- -z, =

C/ﬁ—l’:xn<%<€ Vn > N, falls N > a/e

(strenge Monotonie

Sei 0 < a < 1 : benutze die Rechenregeln aus Satz 6.1

lim {/a = 1/ lim /1/a = 1/1 = 1
n (o) n o0

=1, da 1/a>1

3) Zp:=Yn—-12>0 und

n=0+z)" = Y (Rey = 1+(yz =
>

n—-1>in-(n—-1)-22 = 22<2/n Vn>2

n

e > 0 gegeben; wihle N > 2/e2 = ¢2 >2/n Vn > N,

dh. z,<e Vn> N <

\"/ﬁ—l‘<€ Vn > N
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Daher: h_)m Yn=1.

4) Folgerun%sags 3Air)chimedes: AN mit  [z|V < e (zu gegebenem £ > 0)
atz o.

lzl <1 = 2" < ]2|]N ¥n>N
Also: |z =0 <e ¥Yn >N

5) Esist x:=|z2]—1>0; wahle peN p>k= (n>p)

A = (o) = 3 (et > (et =
=0
n(nfl)...(nfp+1)%xp = :a

p— Faktoren

Sei n>2p = n-p+1>2+4+1>2

Also:  a > (3)P ﬁ xP

Es folgt fir n > 2p:

2" > (2P Lo = 27P ]% P nP = 2”’% xP nk np=k

k
= o < 22.plgTP kP

|Z|"

< 22.pl - (]zl-n7* - L

= K

Sei € >0 gegeben; wihle N € N mit N > K/e

= nk/|z|” < e Vn > max{N,2p}.

Redeweise: die Folge {a,} hat die Eigenschaft “ E” fiir fast allen : <= “E” gilt fir
alle bis auf endlich viele Indices n

Beispiel: a, >0 firfastallen : <= dmeN: a,>0 firallen>m

Satz 6.1 :  (Rechenregeln fiir konvergente Folgen)

Gelte a, — a,b, = b fiir n— oo
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i) an+b, — a+bd

i) an - bp — a-b

iii) b#0 = fastalle b,#0 wund an/bn — a/b

_ _ Re Re

i) lan|  — al, @ — @ o — 0
v) anp < b, fastalle n = a <b (reelle Folgen !)
vi) an € [a, 5] fir fast alle n = a€[a,p] (reelle Folgen !)
Beweis: i) / ii) Esist zunéchst:
|ap < bp —an-b = lap-by —an-b+ap-b—a-b <
lan| - |bp, — b + |b] - |an —al. {a,} ist konvergent —

dN; € Nmit |a, —a| <1 firale n>N, —

lan| < 1+1a] Vn>N;

( Folgerung:  konvergente Folgen sind beschrénkt! )

IN; €N mit b, —b] < 5e g7 V=N
Sei € >0 gegeben —
dN3 € N mit ]an—a\<%6-|—1‘ ¥V n> Nj

(hier 0.E. |b| > 0)

zusammen: |a, - b, — a-b| <e Vn > max{Nj, Ny, N3}

i) Sei b>0 = 3INeN mit [b,—b > vp>N
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dann:  [b] < by —b] + |ba] < W 4 o] = |b| > Y >0 vaxN,

d.h.  1/b, bildbar fir n>N. Weiter ist

1 1 1 2
- by—b <
b b R

’bn - b|

fir diese n. e&>0gegeben =— dJN; €N mit |b, —b| < 5@ fur alle n > Ny,

Also: ‘i - %‘ < ¢ Vn>max{N,N;}, d. h

. 1
neo by, b
iv)  zum Beispiel ist ‘ lan| — |a ’ < lap — a‘
Beweis der anderen Aussagen als Ubung!
—  “die Menge der konvergenten Folgen bildet einen Vektorraum!” O

Einfach aber niitzlich ist

Satz 6.2 :  Einschlieffungssatz

Seien {An}, {Bn}, {an} relle Zahlenfolgen mit A, < a, < B, fir fast alle n. Gilt

lim A, = lim B,, so konvergiert auch {a,} gegen diese Zahl.
n—oo n—oo

Beispiel: Aj,...,A; seien reelle Zahlen >0, k € N fest

A? ,n €N

k
=1

<

Beh.: lim z, = max{A4,...,As}.

n—o0

Beweis: Sei ¢ =max{A4,..., A}

gn

IN

k
AT < &k =
j=1

o
IN

Ty < W{ und ILm VEk = 1.
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Mit Hilfe des Grenzwertkonzepts lassen sich Folgen vergleichen:

Definition 6.3 : Vergleich von Folgen

{an}, {bn} mit b, # 0 heiflen asymptotisch gleich <=

lim an/bn = 1. Schreibweise: a, = b, bei n — oo
n—o0

Bemerkung: Es wird keine Konvergenz von {a,}, {b,} vorausgesetzt!

Beispiele:

T-Vne_ i
2) n+1—+/n NG bei n — oo,

denn

(1) (/o) = - -

_ — _iyn o 2
2n (VIF1/n-1) vy vevr Y ey

(+ e-y=@-)/@+y) 2= I+1/n, y=1)

Es gilt

1 < J1+1/n < 1+1/n = Vit — L

Satz 6.2

Reelle Folgen {ay} sind Funktionen N — R, also wissen wir, was z.B. Monotonie von reellen
Folgen bedeutet. Wir definieren:
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Definition 6.4  a) {z,} Folge in C; {x,} beschrinkt <

fir alle n € N,

Bemerkungen:

1) ...<={x, € C: n €N} ist beschrinkt Teilmenge von C

IM € RY :

2) {zn} konvergent = {x,} beschrdinkt (schon erledigt!)

( Gegenbspl. zur Umkehrung: — x, = (—1)" )

b) {xn} reelle Folge

wachsend Tn < Tyl
{zn} (monoton) fallend } = { Ty > Tnit VneN
<
{zp}streng .. ... = { N Vn eN.
Anschaulich klar ist nun
Satz 6.3 : ’Jede beschrdnkte, monotone reelle Zahlenfolge ist konvergent.

Genauer: Sei A :={xy, :n € N}. Dann gilt:

i) {xn} wachsend, nach oben beschrinkt = lim z, =sup A

n—o0

it) {zn} fallend, nach unten beschrinkt —— lim xz, =inf A

n—oo

Beweis:

i) Sei x := sup A. Dann: z, <z fiiralle =z, Zujedeme >0 gibt es

mit x—cec<zxn

lzn| < M

ry € A
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{zp} wachsend = x—e<uz, VYn>N, zusammenz—c<uz,<z VYn>N

ii) analog (betrachte {—z,})

Beispiele:

1) Eulersche Zahl e

Seien @y := (1+2)", b, = (1 + L)nt!
Beh.: {a,} wachsend und nach oben beschrankt,

{bn} fallend und nach unten beschrankt

Beweis:

a) Esgilt  ap/an—1 = <1+ﬁ) : {1:;/1/:1}

(e (v g, (o) () -

b) offensichtlich: a, < b,

d) mit c) folgt:
< a<..<a,<b<..<b<b —

ap < by =4, by, > a1 =2

Es gilt: Ogbn—an:an-% j 0, so dass
n — o0
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n n+1
im (14+3)" = m (1+1)

n—o0 n—oo

Eulersche Zahl e

n
Praktische Berechnung: ¢, := > 1/k!
k=0

Dann gilt:  a, <¢, <b,, sodass e= lim c,.
n—oo

2) Berechnung von Quadratwurzeln (Grenzwerte rekursiv definierte Folgen)

a>0 gegeben; wie berechnet man /a ?

Addition von 2

Ve
2

r=ya = 2*’=a = 22°=22+a = xz%(m—i—%)

Def.: x1 > 0 beliebig; 1,41 := % (mn + i), n>1

Tn

Beh.: lim z, =/a

n—oo

(Mit den Methoden der Differentialrechnung 148t sich die Definition besser motivieren.)

Falll z1=vVa = mm=va = ... xz,=+a Yn
“unrealistische Wahl” fir den Startwert, Normalerweise: x1 =1 o0.4.

Fall 2 17 #\/a

Wir benutzen die

Ungleichung zwischen dem % @+y) > VT
arith. u. geom. Mittel 0

- xgz%(xl—kx%)Z\/&

allgemein:  x,11 = 3 (CEn + ﬁ) > Y
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Also: n>2: z,>va = 22>a

— Ty > a/zy,

Einsetzen der letzten Ungleichung: @41 = 3 (mn + l) < 3 (Tn+ )

In -

Ergebnis: {zy} monoton fallend

— x:= lim =z, exist.

. Satz 6.3 nree
auflerdem: {zyn} nach unten beschréinkt

Da wir nun Konvergenz der Zahlenfolge {z,,} wissen, konnen wir den Grenzwert x

mit der Rekursionsgleichung ausrechnen:

Tpt1 = 1 <xn + ﬁ) — 1 (x + a/x)
I n-ooo n—o0
x

und Auflésen ergibt: = = +/a.

Fazit:  Bei beliebig vorgebenem Startwert z1 148t sich y/a sukzessive

via

1 a
Tnyl = 5 <xn + —)

2 T

ausrechnen.

Verallgemeinerung;: peN, a>0, Ya= ?
x1 > 0 beliebi T _ (p=Dzhta
1 g, n+1 ¢ o T

Dann: ¢/a= lim =,
n—oo

Teilfolgen:  Bei {(—1)"} liegt keine Konvergenz vor, andererseits konvergiert die “Teilfolge” mit
den geraden (ungeraden) Indices gegen +1 (bzw. —1).

Definition 6.5 Sei {a,} eine komplexe Folge und f : N — N streng wachsend. {ay@)} heifit
Teilfolge von {ay}.
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andere Schreibweise:  ny, := f(k), dann {an, fren statt {afm)tnen

Beispiel: f(n)=2-n — Teilfolge {ag,} der Glieder mit geradem Index.

Satz 6.4 : Sei {a,} eine komplexe Folge. Dann gilt:

{an} ist konvergent <= jede Teilfolge ist konvergent und
alle haben denselben Grenzwert.

Beweis: “=": Sei a= lim a, und {ayy} eine Teilfolge. &>0 gegeben
n—0o0

= dNmit J|ay—a|<e VkE>N offenbar In,eN mit f(n,)>N; gemif
f(n) > f(no) fiir n>no ergibt sich |ag,) —al >e Vn >mno, also  agpy) — a bei

n — 00.

‘=7 triviall f(n) := n erzeugt natiirlich auch eine “Teilfolge”, némlich die Folge
selbst! O
Bei {(—1)"},en ist man nicht in der Situation des Satzes!

Definition 6.6  Sei  {an}nen eine kompleze Folge. a € C Hiufungswert
von {antnen : =

fir jedes € > 0 ist {n € N : la, —a| < e} eine
unendliche Teilmenge von N.

(wichtig:  die Menge {a, : |a, —a| < e} kann durchaus endlich sein !
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Beispiele: 1) {(-=1)"}pen hat +1 wund -1 als Haufungswerte
2) {i"}neny  hat vier Haufungswerte +1, =i,

dagegen liegt z.B. in {a, : |a,, —i| < 3} nur ein Element.

“lan —al < ¢ mufB von unendlich vielen Indices erfiillt werden ”

Satz 6.5 a) {a,} konvergent = es gibt nur einen Hdufungswert, namlich den Grenzwert

b) a € C Hiufungswert von {a,} <= es gibt eine Teilfolge {an, } mit a,, — a.

Warnung:

| es gibt genau einen Hdufungswert #  {an} konvergent | !

1/n, n ungerade
Gegenbeispiel: an = ,neN
n, n gerade

Beweis von Satz 6.5: a) -

b) “=": a Grenzwert von {ay,} :)> a Héufungswert von {an, }
a
= a Haufungswert von  {a,}

“—7:  Konstruktion einer konvergenten Teilfolge:  Sei a Haufungswert.
r>0: Dy(a) := {z€C: |z—a| <71}

(r- Umgebung von a; im reellen Fall nimmt man Intervalle)
# {neN: a,eDi(a)} =00 wdhleny € N mit an, € Di(a)
# {neN: a,€Dypla)} =00 wihleny>n1 mit an, € Dyj(a)
USW. ng>ng1>...>n1  mit  ap, € Dyyla)

Aus  lan, —al <1/k  folgt  lim a,, = a.
k—o0
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Wie entscheidet man, ob eine gegebene Folge eine konvergente Teilfolge besitzt 7

Satz 6.6 :  (Bolzano-Weierstrafi )

Jede beschrankte Folge komplexer Zahlen besitzt einen Hdufungswert

und damit eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Es geniigt reelle Folgen zu betrachten, denn

{zn} = {zn +iyn} beschrankt <= {x,} und {y,} beschrénkt,

Zn =2 = T+ 1y — 1z, =z und y, — y.

Sei {an} reelle Folge mit |a,| <M firein M eR",

[Al, Bl] = [—M, M]

[X, Bg], falls a, > X fir unendlich viele n

[Ak41, Bry] =
[Ag, X] sonst (X = 1(A4y + Bk))

definiert rekursiv eine Intervallschachtelung

offenbar: (1)  a, < By fiir fast alle n (Induktion nach k)

(2)k #{n eN: a, €[4, Bk]} =00 (Induktion nach k)

Sei a€ () [Ak,Br]. Zue >0 gibt es ein k € N mit
k=1

14
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‘[Ak,Bk]) = By—Ap<e (da [Ag,Br] Intervallschachtelung)
a € [Ag, Br] =

a—e < a—By+ A, < A,

a+e > a— Ap+ By > By,

so dass [Ag,Br] C (a—¢,a+¢).

= #{nEN: ane[a—e,a—i—e)}:oo

(2)k

= aist H. W. von {a, }nen.
Def. 6.5

a ist sogar grofter Haufungswert von  {ap}nen: d >a sei HW.

setze ¢ :=3(d —a)>0; fir ‘[Ak,Bk])<6 folgt
an, < B, < a+e = %a'%—%a = d—¢
T T
(1)g s.0

fir fast alle n.  Wenn aber fir fa. n gilt a, <da' — ¢, kann o’ kein H.-W. sein.

Definition 6.7 :  Sei {a,} beschrankte reelle Folge,

A:={a€eR: aist HW. von {an}}.

sup A =max A  heifst limes superior von {an}, 1.z

limsup a, , lim a,.
n—o0 n—o0

inf A=minA heifit limes inferior von {a,}, iz

liminf a,, lm a,.
n—00 n— 00

15

Bemerkung: A #( nach Bolzano-W. und beschrinkt = supA,inf A definiert.

Unser Beweis zeigt: supA € A, also supA=maxA
(analog fiir inf)
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Ubung: Rechenregeln fiir  limsup, liminf O

Wir wollen die Divergenz von Folgen klassifizieren:

Definition 6.8 :

a) Fir K € R seien

(K,+00) = {xeR: x>K}, “unbeschrankte Intervalle”
[K,+00) = {......... > )
(—o0,K) = {......... <},
(—00,K] = {......... < L

b) Sei{an} reelle Zahlenfolge.

lim a, = 400 <= VK >03IN mita, € [K,o0)

n—oo
fir allen > N

lim a, = —o0 <= lim (—a,) =+

Man sagt:  Die Folgen sind bestimmt divergent (uneigentlich konvergent).

limsup a, = +o0 <= die Folge ist nicht nach oben beschrankt
n—oo
c)
liminf a,, = —o0 <= ......
n—oo

Beispiele und Bemerkungen:

a) Mit uneigentlich konvergenten Folgen kann man nicht wie iblich rechnen:

lim (n? —n) = +o0, aber lim n? — lim n =00 — oo nicht definiert.

b) Unbestimmte Divergenz reeller Zahlenfolgen liegt dann vor, wenn die Folge weder be-

stimmt divergent noch konvergent ist. Beispiel: {(—1)"} ist unbestimmt divergent.

Bisher konnen wir nur fiir monotone reelle Zahlenfolgen apriori (d.h. ohne Kenntnis des
Kandidaten fiir den Limes) entscheiden, ob Konvergenz vorliegt. Wir lernen jetzt ein an-
deres Kriterium kennen.
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Definition 6.9 : (Cauchy-Bedingung)

Sei {a,} eine Folge in C {an} Cauchy-Folge <=

Ve>0 INeN: |ap—an|<e firale n,m>N

Satz 6.7 :  Konwvergenzkriterium von Cauchy

Sei {ay} eine Folge in C. Dann gilt :

{an} konvergent <= {a,} Cauchy-Folge

Bemerkung: eine Moglichkeit, Konvergenz zu zeigen: Rechne Cauchy-Bed. nach!

Dabei wird oft ein Fehler gemacht: Ve >0 I N eN: |apy1 —an| <e reicht nicht aus!

n
Beispiel (s. i37):  a,= ). 1/k, lim a, =00, aber ap41—a,=1/n+1 !
k=1 n—oo
Beweis: “=": a := lim a,
n—oo
e>0gegeben =— I N mit J|a,—al]<e/2 Vn>N
Also gilt fiir  n,m >N :  |ap —am| < |an —a| + [a—am| <§5+5=¢.
“<=" {a,} ist beschrénkt: Sei e =1 in der Cauchy-Bed. == 3 N; mit
lan, —am| <1 fir mn,m>N. Speziell: |a,| < |an,|+1 Vn>N;
Also:  Jan| < max{]all, N AN AR I}Vn eN
Bolzano - W. = 3 konvergente Teilfolge {ap, }, klim ap, =: a.
—00

Man hat  |ap, —a| < |an, —a| + |an —an,|- Zue>0

gibt es ki € Nmit |an, —a| <e/2, der 2'¢ Summand wird nach der Cauchy-Bed. < /2, falls
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ng,,n > N, was fiir grofle k; sicher richtig ist.

Bemerkung: Nimmt man Satz 6.7 als giiltig an, so folgt daraus (als Satz!) das Intervall-
schachtelungsprinzip (I.P..)  Also:

Vollstédndigkeit von R (I.LP.) == Bolzano- W. =  Cauchy-Krit. = (L.P.),

man hétte also jede der drei Eigenschaften als Vollstdndigkeitsaxiom wahlen kénnen.



