g7
Reihen

sind spezielle Folgen, die durch Summation entstehen.

n

Definition 7.1 :  {an}nen sei Folge in C; S, = > a heifft n'® Partialsumme und die
k=1

Folge {Sy } nen unendliche Reihe. Falls — {Sy}nen konvergiert, so schreibt man:

n—oo

o
Zak statt  lim S,.
k=1

Bemerkung:

1) Beginnt die Folge bei 0 oder irgendeinem N € Z, so beginnt die Summation bei N, und S,
ist nur fir n > N erklart.

2) Wie man den Summationsindex nennt, ist egal.

o0
3) Achtung: manchmal schreibt man formal ) a, fiir die Folge {5, } der Partialsum-
n=1

o0
men und spricht dann von Konvergenz oder Divergenz der unendlichen Reihe ) ay,.
n=1

4) Da Reihen speziele Folgen sind, kénnen wir natiirlich alle Konvergenzkriterien aus '1';)%6
zum FKEinsatz bringen.

Beispiele:
1) an, = %, n € Ny

n
Sn=>. % ist streng monoton wachsend und beschrankt, auflerdem gilt:
k=0

1
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n+1

n n
<1+%) SZ%S(l-ﬁ-%) —
k=0
oo
e = > 4 Eulersche Zahl
k=0
2) geometrische Reihe: 2€C, [z| <1
Sk 1—zntl 1 = Lk _ 1
Z < - 1-=z — 1—-z = E =1
k=0 T n—s00 n=0
Induktion

( Bem.: zeC, |z2/]>1 == Divergenz von
k=0

3) Berechnung des Reihenwerts durch Umformung:

n n
DI I o ( 1
LR poi N\ R k=1 k=1
1 o~ 1 1
=l-aq 21 =2 @7 =1
n—o00 k=1
4) Konvergenz durch Vergleich mit bekannter Reihe:
S 1 1
k=1
1 1 1 oy
< 1+ﬁ+ﬁ+"'+(nfl)n - 1+kzl E(k+1)
n
1
<1+ wmm = 1+5

Sp < 2,denn S], /1.

Nach 3) ist  lim S/, =1,, also gilt
n—oo
o0
ist, folgt konvergenz von  {Sp}pen, dh. Y 5 < 0.
k=1

1 _ T2
( spiter: ) 13 = 7)
k=1

ist bestimmt divergent:

1
k
1

M=

5) harmonische Reihe: S, =
k

Da offenbar

Sn < Sn—‘,—l
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Teilfolge:
2m
k=1
2m-1Summanden
1 1
1 1,1 1 1 _
L+ (5+) = (B ovd) + (g ot am) =
m 2t
1+ X & >
=1 g=20-141
m 1 m
143 = =1+ 27¢. 201
=1 Z 2¢ =1
N——
2¢-1 Summanden
1+ 2
unbeschrénkt!
m
andererseits (s. spiter): Y (—1)F 1 ist konvergent
k=1
(alternierend harmonische Reihe)
Trivial zu beweisen sind die folgenden
Rechenregeln:
n n
> ag, >, by konvergent —
k=1 k=1
n oo oo [e.¢]
i) > (ag +bg) konvergent, > (ar+br) = >, ar+ > by
k=1 k=1 k=1

k=1

n [ee] oo
ii) > Aap konvergent mit > (Aag) = A > ag.
k=1 k=1 k=1

Cauchy’s Konvergenzkriterium lautet jetzt

o0
konvergent <=  zu jedem € >0

Satz 7.1 : > ay
k=1
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n+p
gibt es ein N € N mit ‘ > ak‘ < e fir alle
k=ndt1 —

n>N undalle peN.

Denn:

Cauchy-Bed. <= Ve>0 INeN Vnm>N: |[S,—5|<e¢
Def.

= ... Vm>R>N:  ...... ,

da man ja aus Symmetriegriinden immer m > n annehmen darf. Nun nennt man m einfach
n + p und la8t p alle natiirlichen Zahlen durchlaufen.

n—+p
Offenbar ist | Sp4p —Sn| = | D ak‘.
k=n-+1
o0
Korollar: > ai konvergent —>  {ay }ren ist Nullfolge
k=1
Beweis: p—1 in “=" wvon Satz 7.1 U

Achtung: Umkehrung falsch! ——  harmonische Reihe

(Wenigstens das Korollar + Gegenbeispiel sollte man sich fiir Priifungen merken)

Der Satz iiber die Konvergenz monotoner und beschrankter Folgen in R ergibt

ar > 0 ab einem gewissen Index;

Satz 7.2 : 0o n
> ar  konvergent < { > ak} beschrankt.
k=1 k=1 neN
n
denn  ("<”) S, := ) ar ist ab einer gewissen Nummer n an monoton wachsend (es
k=1

kommen nur noch positive_Glieder hinzu) und beschrankt.
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Satz 7.3 : (von Leibniz)

Was passiert bei der alternierend harmonischen Reihe?

Sei {ay}ren eine alternierende reelle Zahlenfolge, d.h.

ag - ag+1 < 0 fir alle k € N. Ist dann {|a|}

k=1

n
eine monoton fallende Nullfolge, so konvergiert{ > ag

alternative Formulierung:

o0
ar > 0 monotone Nullfolge = 3. (—1)* a;, konvergent
k=1

o0
<und damit auch Y (—1)F1 ak)
k=1

agy > 0
Beweis: o.E. a<0= VkeN
agp—1 <0

2n 2n—1
Up:i=> ag, Vp:= > ar, neN

k=1 k=1
dann:

Upt1 = Up+agnt1+azns2 = Uy~ |agpio| — lazns1] < Uy

<0
Vn+1 = V,+a,+ A2n+1 = V,+ ‘a2n| - ‘a2n+1| >V,
—_———
>0

und

Upo = ar+ax+az+tas+as+...+ (azp—2+aon—1)+ azn, > ai

~—— = ~ ~—~
>0 >0 >0 >0

sowie

Vo = (a1+a2)+ (a3 +aq)+...+ (a2n—3 + agn—2) +agm—1 < 0

—_——— —— —_——— ——
<0 <0 <0 <0

Daher sind {U,}, {V,,} beide konvergent. Gemif U, — V,, = az, — 0 haben beide Folgen den
selben Grenzwert. Daraus folgt die Beh. (Ubung).

O



§7. REIHEN
Beispiele:
o0 o
ZO(_l)n ﬁ7 ZO(—l)” n%rl sind konvergent
n= n=
T T

Leibniz Reihe alternierende harm. Reihe

Es gibt eine wesentliche Verscharfung von Satz 7.3

Satz 7.4 : (Abelsches Kriterium)

{ar}, {bx} seien reelle Zahlenfolgen mit

n
1) die Partialsummenfolge > by ist beschrdnkt
k=1

2) {ar} ist monoton fallende Nullfolge

o
= Y ay by konvergiert
k=1

o0 o0
Korollar: > by konvergent, a; | 0 = > aby konvergent
k=1 k=1

Spezialfall: b, = (—1)* = Leibniz Kriterium

Beweis: JK mit [S,| < K,neN; S, = > b
k=1

o0

Seien n > m > 1; wir wollen die Cauchy Bedingung fiir Y aby priifen und betrachten dazu
k=1
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n

n
> akby = > ak (Sk - Skq) =
k=m-+1 k=m+1
Verschieben des Index
in der 2**"Summe
n n
> ak- Sk — Y. ak - Sk-1 =
n n—1
> ak- Sk — > apy1Sk =
k=m+1 k=m
n—1
Z (ak - ak+1) Sy + apSn  —ami1Sm =
k=m+41 S=—~——
>0
n n—1
‘ > apbk| < K- 30 (ap —aky1) +an K+ amir K

K(am-i-l - an) + anK +am+1 - K

= 2 amp K

Zu e > 0 wahle N mit a, < ¢/2K VEk> N.

n
Fur n > m > N ist dann ‘ > akbk‘ <e.
k=m+1

Uberraschend klingt

Satz 7.5 :  (Kondensationskriterium)

{ar}monoton fallend, ay, > 0. Dann gilt :

& konvergent X konvergent
: : — Y 2k.
kZ::1 @ { bestimmt divergent } ,;::0 2k { }

bestimmt divergent

Beweis: Siehe Ubungen.

Anwendungen:

0 .
1)reQ, r>0 > 7 (Ubung)
k=1
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2) Reihen der Form ) by/k mit by fallend, by > 0:
k=1

[e.e] oo
br/k  konvergent <= ) by  konvergent | .

k=1 k=0
o0
Definition 7.2 :  Sei > ay eine Rethe in C.
a) > ay absolut konvergent : <= > |ag| konvergent
k=1 k=1
o0 o0
b) Sei o : N — N bijektiv. Dann heifit ) aq(,) eine Umordnung von ) ay.
n=1 n=1
Bemerkungen:

n+p n+p
1) ’Abs. Kvgnz = Kvgnz| nach Cauchy: Soagl < >0 agl-
k=n k=n

2) Endliche Summen darf man beliebig umordnen, also die Reihenfolge der Summand
dndern, ohne das Ergebnis zu andern.

Bei Reihen ist das anders:

o0
Beispiel: kz_:l(—l)k_l % ist konvergent gegen eine reelle Zahl x mit % <z <1, denn
<0 <0
2n+1
1 1 1 1 1 1 1
SRS = L (ot ) (m D) (—— < 1
;( ) k + 2+3)+( 4+5)+ + 2n+2n+1) -
<0
und
>0 >0
2n 1 1. 71 1 1 1 1
L e Qe Y G A oy > -
;( ) k ( 2)+<3 4)+ +(2n—1 Qn) - 2

Wir betrachten folgende Umordnung;:
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d.h. auf ein positives Glied folgen zwei negative , und setzen Klammern

N[
(18
0
—_
N~—
T
—
=
Il
N[ —
K

d.h. durch Umordnung ergibt sich ein anderer Reihenwert. (Natiirlich lassen sich die obigen
Umformungen préazisieren).

Allgemein gilt namlich:

Sei die reelle Reihe konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Dann gibt es zu s € RU {£00} eine Umordnung

Satz 7.6
o, so dass die neue Reithe gegen s konvergiert bzw. bestimmt
divergiert
M.a.W.:  Bei nicht absolut konvergenten reellen Reihen kann man durch Umordnung jeden

Grenzwert € RU {£o00} erreichen.
Beweis: —— Literatur bzw. Ergénzungsvorlesung

Bei absoluter Konvergenz kann dieses Phanomen nicht eintreten!

o0
> ay sei eine absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen.
k=0

Satz 7.7 : Dann ist fiir jede Umordnung o : No — No auch Y aqy
k=0

o oo
absolut konvergent mit ) agpy = Y ay.
k=0 k=0

o0

Hilfssatz: Seien o € R, o > 0. Ist > ay konvergent, so auch
k=0

jede Umordnung, und zwar gegen den gleichen Grenzwert.
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Beweis des Hilfssatzes: Sei o : N, — N, Umordnung,

Sp = Z ap S, Sn o= Z as(k) N
k=0

o0
Sei «a:=)> a also S, <a Vn
k=0

n N
offenbar: S} = > a,) < Y ax < a
k=0 k=0

mit N := max {o(0),...,0(n)}

= {5} Dbeschrankt und damit konvergent gegen o’ < .

oo o0
Umgekehrt: Y ay, ist Umordnung von Y a, s (mito ™)
k=0 k=0
— a< O/

Argument v. oben

Beweis von Satz 7.7:

o0 o0
Da )~ |ax| konvergiert, folgt aus dem H.S. Konvergenz von }_ |a,)| also abolute Konvergenz
k=0 k=0

o0
von ) ag(y). Seien
k=0

oo o0
/
a = E ag, a = E Ao (k)-
k=0 k=0

Zu zeigen: a = a’'.
Fiir n € N, sei (beachte o : N, — N, ist Bijektion)

k, = min{ﬂ :{0,1,...,n} C {0(0)70(1)7---,0(5)}}

n

kn
— D Aoy — D ag‘ enthéalt nur noch Glieder mit einem Index > n, wird also durch
=0

£=0
oo
> |ag| abgeschitzt.
k=n-+1
oo
Man weif} : > lag] — 0

k=n+1
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n—oo

(da >0 larl= > lax| = 32 fax| ),
k=1 k=1

k=n+1

!/

es folgt a=4d. O

Satz 7.6 und 7.7 ergeben

Satz 7.8 :  grofler Umordnungssatz

Eine Reihe von reellen Zahlen ist genau dann absolut

konvergent, - wenn jede Umordnung in R konvergiert

o0
Beweis: “=" Satz 7.7; “<=":wére > |ax| = oo und gleichzeitig jede Umordnung
k=0

o0
konvergent, so hat man insbesondere Konvergenz von > aj. Geméafl Satz 7.6 gibt es aber eine
k=1

o0
Umordnung o mit z.B. ) ag(k) = +00, Wspr! ]
k=1

Bis jetzt noch offen: Multiplikation von Reihen!

Natiirlich gilt keine Produktformel ( > ak) ( > bn) = > ap - by, denn diese ist ja schon
n=0 n=0 n=0
fiir endliche Summen (d.h. a, =0, b, =0 ab einer Nummer N) falsch.

Satz 7.9 :  Cauchy Produkt

o0 o0
> an, Y. by seien absolut konvergent. Sei fir n € N
n=0 n=0

n
Cp = Z ag - bn—k-
k=0
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(&)
Dann ist > ¢, absolut konvergent und

n=0
00 00 00
Zan-an:ch.
n=0 n=0 n=0

Hierbei sind an,b, € C zugelassen.

Beweis: O.E. betrachtet man den R-Fall, sonst zerlege man in Re, Im

1) ag,bp >0 Man betrachtet die Partialsummen

n n n
Sn = Z ag, Tn = Z bk, Un = Z Cl
k=0 k=0 k=0
Man hat

n
U, <8, T, = Z ay - by < Uan
(k=0

wie man aus folgendem Schema leicht erkennt.

aobo aob1 Qo * by aobs Qoby
v v v v

a1be ai1by a1bsy a1bs a1bs
v e Ve

asbe asby asbs asbs asba
v v

asgbe asby asbs asbs asby
v

aqbo asby aqbs a4bs asbs

U, = Summation iiber die Diagonalen

/
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Sp - Ty, = Summation iiber die ganze Matrix

Us, = Summation tiber die Diagonalen in

a2nbo

Aus U, < S, -T, < Uy, folgtsofort Us, < So, - To,
a

(linke Ungl. mit 2n), also existiert  lim U, mit Wert wie behauptet.
n—oo

2) by > 0, ay beliebiges Vorzeichen

Zerlege aj = ag —ay, az = % (ar + |agl), a = % (lax| — ax)
—  Yaf Y= (X afba)
nach 1) k=0 k=0 n=0 k=0
Subtraktion der Gleichungen fiihrt auf die Formel.
3) ak, by,  beliebiges Vorzeichen

o o D n
aus 2) = Zak-ZbZ = > Zak-b;f_k
k=0 E=0 n=0 k=0

13
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“_»

und entsprechend fir

Subtraktion liefert das Ergebnis.

Bemerkungen:

1) Im reellen Fall gilt die Formel auch dann, wenn nur eine der Reihe absolut
konvergiert.

2) Konvergiert keine der Reihen absolut, so kann man keine Aussage erwarten:

o0
Beispiel dazu: a, =b, = -~ (=1)", 3. a, konvergiert (Leibniz)

n=1
< 1 1 1
Setze ¢, = kgl 7 T (—=1)t
oo o0 oo n
(beachte > ax- > B = D, D> k- Bnti-k
k=1 k=1 n=1 k=1

fiir absolut konvergente Reihen! Begriindung?)

Es gilt
4-k-(n+1-k) = M+12-mn+1-2k2 < (n+1)? =
= 1 1 < 2n
enl = 2 v 2 X Al =

o0

so dass die Koeffizienten ¢,, keine Nullfolge bilden, d.h. " ¢, divergiert und die Cauchy-
=1

Formel ist falsch. !

3) Anwendungsbeispiel:  fiir |z] < 1 ist

n

00 2 00 00
o= () = S Saert = S
n=0 n=0 k=0 n=o
= Y (n+1)-am
n=1

Wir kommen jetzt zu
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Kriterien fiir absolute Konvergenz:

Folgende Aussage ist klar (da ja “fast Definition”)

oo o0
>~ ay absolut konvergent <= ) |ay| konvergent <=
k=0 k=0

n
> |ag| beschrankt unabhéngig von n.
k=0

Man beweist damit ohne weitere Rechnung

Satz 7.10 : (allg. Vergleichskriterium)

(i) > by absolut konvergent, |an| < |by| fir fa.n =
n=0

o0
= Y ay absolut konvergent (“Majorantenkrit.”)
n=0

o0 o0
(i) > bp=00, 0<by, <ap,= > a, =00 (“Minorantenkrit.”)
n=0 n=0

FEine Reihe mit positiven Gliedern ist also bestimmt divergent, wenn man eine
devergente Minorante finden kann.

Die beliebtesten konvergenten Majoranten sind geometrische Reihen, diese zeigt auch der Beweis
des folgenden

Satz 7.11 :  (Wurzelkriterium)

Es sei  a :=limsup {/|a,| fir eine Folge {a,} C C.

n—o0

[e.°]
a<l = > a, absolut konvergent

n=0

o0
a>1 = > a, divergent

n=0

Bemerkung: a=1 = keine Aussage moglich!
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denn
oo
an=1/n = a=1, > 1 divergent
=1
nOO
an=1/n* = a=1 Y 2 Kkonvergent

3
Il
,_.

Beweis:

1) a<1l: manwihlt ¢é€ (a,1)=3In, mit

Vlan| < ¢ Vn>ne
(nach Definition von limsup).  Also

lan| < ¢" Vn >n, =
Satz 7.10

oo o0
> ap konvergent, da > ¢" < oo gemédf ¢ < 1
n=0 n=0
2) a>1: (a=o00 eingeschlossen)
= {/lap| > 1 fiir unendlich viele n
(denn wére {/|a,| > 1 nur fiir hochstens endlich viele n, so hitte man auch a < 1).
Betrachte die Teilfolge  {an,} mit "{/|an,| > 1 VEkeN,
= |anp,|>1 VkeN

oo
= {ay} ist keine Nullfolge = > a, divergent.

n=0

Anwendung

Satz 7.12 :  (Quotientenkriterium)

Essei  an,#0 fir fa. n.

o0
<1, soist Y ay absolut konvergent.
n=0

(i) Gilt b :=limsup

n—o0

an+41
an

o0
> 1 fir f.a. n, so divergiert . a,.

n=0

(i) Gilt

An+1
an

16
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Beweis: (ii) |apt+1] > |an| Y1 > no = {a,} keine Nullfolge

An+1
Qn

, so dass Satz 7.11 anwendbar ist. Wir beweisen

(i) Es gilt  limsup {/|a,| < limsup
n—oo n—oo

diese Ungleichung nicht, sondern geben einen anderen Beweis von (i).

Zur 7€ (b,1)gibt es N € Nmit [“22) <r ¥Vn>N
— Jansal <7 Jon]
Iteration |ap+n| < 7lanen-1] < ... < 7" ay]

o0
= Y aj konvergiert,
k=0
denn |a,| <lan|-7"rN Vn>N

o0
und Y r" konvergiert. O
n=0

Bemerkung: Wurzel- und Quotientenkriterium sind hinreichend, aber nicht notwendig fiir

absolute Konvergenz, d.h. es kann absolute Konvergenz vorliegen ohne dass lim sup QZ—T <1
n—oo
o0
oder limsup {/|ay| <1 ist. Dies zeigt > # O
n—00 n=1
Wir schliefen mit einer Verbesserung des Quotientenkriteriums.
Satz 7.13 : (Raabe)
(i) Sei c¢>1. Firfa ngelte a,#0 und |22 |<1-c/n
oo
== Z an absolut konvergent
n=0
(it) an >0 fir fa.nund 22~ >1-1/n =
[ee]
> =0
n=0
—1)2
Beispiele: (i) a,=1/n> = an/an1 = (”n;) = 1- % + 7712
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18
< 1-ivk = 1-43
also: ¢ =3/2 moglich. Beachte: aus der Bed. in (i) folgt nur
limsup |an/an—1| < 1.
n—oo
(i) apn=1/n = apfan-1=1-1/n
Beweis von Satz 7.13: (i) o < l-¢/n =
n—1
n-lan| < (n=c)lana| = (c=1Dlana| < (n=1)|ana| -7l
gilt fir alle n >n,. Esfolgt fir m > n,
m 1 m
> olaal < gy X {te=1)lar - k) =
k=no k=no
1 m m+1
R GO NSV E SR U VR ) =
k=no k=no+1
A {e = Dlanal=m-lonl} < o= 1) fan,1]
also Beschranktheit der Partialsummenfolge.
(ii) jetzt ist fir  n > ng:
ap/an—1 > 1—-1/n <= n-a, > nm—1)ay.
Also:
(no - 1) Apy—1 < No * Qp, < (no + 1) *Apo+1 <
< (no+k)ap,+r VEkEN
= a, > %(no—l)wzno,l Vn > ne
o0
Mithin hat ) a, die harmonische Reihe als divergente Minorante. U
n=0
Potenzreihen

sind in der Analysis von grofler Bedeutung zur Darstellung und Beschreibung
der sog. elementaren Funktionen. Auflerdem bilden sie das Fundament der Funktionentheorie.

Sei z, € C gegeben sowie eine Koeffizientenfolge {ay}ren, komplexer Zahlen. Man nennt dann

o0
z > S ay - (2 — 2)* Potenzreihe (-nfunktion) mit Entwicklungsmitte z,. ~ Die Definition ist
k=0
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(&)
solange formal zu verstehen bis man weif} , fiir welche z € C die Reihe > ag-(z—2,)* konvergent

. k=0

1st.
o0

Hilfssatz: Potenzreihen konvergieren immer in z,. Gibt es ein z1 # z,, so dass > ay-(z —zo)k
k=0

konvergiert, so liegt absolute Konvergenz fiir alle z mit |z — 25| < |21 — 2| vor.

21

Bemerkung: Sind die a;p € R und sind auch z., z1 reell, so folgt insbesondere absolute Kon-

o
vergenz von Y. ap(z — 2o)" fiir alle 7 € (20 — 7, 20 +7), 7 1= |21 — 2o].
k=0
[
€ x
20— T 20 20+
o
Beweis des Hilfssatzes: O.E. sei z, =0. Konvergenz von . anzy
n=0

= {an27]} ist Nullfolge, speziell:
IANeN: Jay| |z1|"<1 Vn>N
Seinun zeC, |z|<|z]. = |ap-2"| =
|an - 27] i‘n

=" Vn=>N.

o0
Da |z/z1| < 1ist, konvergiert > |z/2z1|", das Majorantenkriterium ergibt Konvergenz von
n=0

o0
>~ |axz¥|, also absolute Konvergenz der Potenzreihe an der Stelle 2. O
k=0
—
o0

Satz 7.14 :  Sei Y. aj-(z — 2)¥ formale Potenzreihe um z, € C.  Man definiert
k=0
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oo
R :=sup {r >0: Z apr” konvergz’ert}
k=0

Dann gilt:

(i) absolute Konvergenz fir alle z mit |z — zo| < R

(ii) Divergenz fir alle z mit |z — zo| > R.

Bemerkungen:

1) Es sind drei Félle moglich: R=0, 0 < R< o0, R= 00

R=0 Konvergenz nur fiir z = z,
R =00 : Konvergenz fiir alle z € C
2) Dgr(z,) == {2z€C: |z— 2| <R} Konvergenzkreis,

R Konvergenzradius

Wurzelkriterium = R=1/L, L :=limsup {/|a,]|
n—oo

An+1

Quotientenkriterium — R=1/q, q := nlim ]an ,

— 00

3) Berechnung von R
falls existent

(Konvention: 1/0 =00, 1/00=0)

4) Man kann keine allgemeine Aussage dariiber machen, was auf dem Rand des Konvergenz-

kreises passiert:

[e.°]
i) > 1z R=1, Konvergenzinz=—1
n=1
Divergenz in z =1
o0
i) > 2" : R=1, Divergenz fiir alle |z| =1
n=0
o0
i) Y n—12 2" R=1, Konvergenz fir alle |z| = 1.
n=1

Beweis von Satz 7.14: i) seizeC mit 7r :=]|z— 2| <R.
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o0
wahle 1 € (r,R) = Y an(r')" konvergent
Def R n=0

Hilfssatz (mit zo =0, 7/ statt z;) —

o0 o0
> apr™  ist absolut konvergent <= abs. Kvgnz von ) ap(z —25)™.

n=0
ii) hétte man Konvergenz an einer Stelle z mit |z — z,| =: p > R, so ergibt der Hilfssatz
oo
absolute Konvergenz von 3 ap(w — 2o)F fiir alle w mit |w — 20| < p.  Ist also 7 € (0, p), so
n=0
[e.@]
folgt die Konvergenz von Z ap - ", indem man ein w mit |w — z,| = r wahlt. Geméal p > R
kann man auch r > R elnrlchten was der Definition von R widerspricht. ([l
Bemerkung: Die Rechnungen zeigen, dass man “R” auch so hétte definieren konnen:

oo
R = sup {7“20: > |an|r"<oo}
n=0

Potenzreihen definieren Funktionen

oo
f: Dgr(z) —C, f(z Zanz—zo ,
n=0
z.B.
o0
Exponentialfunktion E(z) = Y # 2%, z € C,
k=0

(DR 2 <1

(18

Logorithmusfunktion L(z) :=

k=1

Die Bedeutung dieser Funktionen wird im néchsten Abschnitt klar, dort werden wir diese Funk-
tionen auf natiirlichem Weg (iiber ihre charakteristischen Eigenschaften) definieren und danach
die obigen Formeln beweisen. Hier interessieren wir uns zunéchst nur fiir den Konvergenzradius.

o0
Z/% : SeizeC, z#0. Dann gilt

1 & +1) / 1 4 1 1
— = < =
Grois |/ i = 3
fir k> k,. Nach dem Quotientenkriterium folgt Konvergenz.

o0
S (1) 1E: Fir |zl <1 liegt sicher Konvergenz vor fiir ~ [z| > 1 nicht mehr, man hat
n=1
bereits Divergenz in z = —1. Die Konvergenz kann man mit dem Quotientenkriterium nachwei-

sen:
|z["H/n 41

n
lim su ———— = limsup —— ‘|z = z| < 1.
n—>oop ‘Z|n/n n—)oop n+1 ’ ‘ ’ ‘
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Wir stellen uns die Frage, wie rnan entscheidet, ob zwei Potenzreihenfunktionen

f(z) = > an(z — 20)", g(2) = Z bn(z — 2o)" identisch sind, also fiir jede Stelle z aus dem

Konvergenzberelch den gleichen Wert liefern.

Satz 7.15 :

Die beiden Potenzreihen — f(z) = > an(z — 20)", g(z) = Z bn(z — 20)"  sei-

n=0
en konvergent fiir alle z € D,(z,) mit einem p > 0. {zk} sei eine Folge in

D,(20), 2, # 2o, mit hm 2k = 2o. Gilt dann f(zr) = g(zx) fir alle k, so folgt
bereits  f(z) = g(2) auf D (zo) denn a, = by, fir alle n € N.

(Identitdtssatz fiir Potenzreihen)

Beweis: Sei h(z) := Y (an —bn) - (2 —2,)" = h(zx) =0. Gilt nicht a,, = b, fiir alle

n=
n, so sei £ der kleinste Index mit

ag#bg —
Bz) = (=) {(a—b) + D (a0 —ba)(z— 2"}
n={+1

=: H(z)

Aus  h(z) =0 und 2z —2,#0 folgt H(z)=0.

Also: O0=ag—by + (21— 2) - >, (an—byp) (2 — Zo)nf(EJrl)
n=0+1

benutze die Formel fiir den Konvergenzradius!

v
Hilfssatz: i)

718

cn (2 —25)"  sel konvergent auf  D,(z,) =

n=0

n—k

13

cn(z — 20) ist konvergent auf D, (z,)

n=~k

flir jedes k € Ng
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(Beweis spéter!)
[o.¢]
ii) ST dm(z — 20)™  sei konvergent auf  D,(z,) =
m=0

o0
Vr'<r IM <oo mit Yoodm(z—2z)"| <M
m=0

firalle 2z mit |z — 2| <.

a
lokale Beschranktheit

konvergenter Reihen.

[e.°]

Insbesondere ist S (an—by) (z— 2" D <M < oo fiiralle z€ D,pn(z).

n=0+1

Es gilt  2x € D,jo(2)  fiir k groB,

also:

o0

lae =bel =z — 20| - | 2 (an = bn) (2 = z) D
n=~+1

< M - |z — 2| :07
(o)

sodass ay=10b, , Wspr.!
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