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Spezielle Funktionen

werden in diesem Abschnitt definiert, also insbesondere Exponentialfunktion, Logarithmus-
funktion , die trigonometrischen Funktionen sowie weitere wichtige Funktionen, die mit
exp,log,sin,cos... in Zusammenhang stehen. Dabei beschranken wir uns in der Regel auf
den reellen Fall, die vollstdndige Diskussion der speziellen Funktionen fiir komplexe Argumente
erfolgt im Rahmen der Funktionentheorie.

Wie wir gleich sehen werden, haben die meisten speziellen Funktionen die folgende angenehme
Eigenschaft, die uns in '1'(;%9 sofort die Stetigkeit der Funktionen liefert.

Definition 8.1 : Sei D C C eine Kreisscheibe f : D — C heifit Lipschitz (-stetig)
oder dehnungsbeschrankt auf D <—

AL e (,0,00): | f(z1) = f(z2)| < L-|z1-22] Vz1,20€D

analoge Definition I C R Intervall, f : 1 — R (oder C)

Interpretation fur f: I — R

A
Steigung L
[ ] f(l‘l) Gmph (f)
Steigung —L
.
1
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Beispiele:

1) f(2) :=1z], z€ C erfillt

| f(z) = f(z2) | = |la1] = |22 |

man kann L =1 wéhlen.

<

‘21_227

2) Sei  f(2) := 3. anz™ konvergent auf D (0). (Siche Ubungen!)
n=0

3) Sei  f:[0,1] = R, f(t) := 1.

Diese Funktion ist nicht Lipschitz auf [0, 1]. Dazu mufl man zeigen:

Zu jeder Vorgabe von K > 0 gibt es z,y € [0,1] mit | f(z) — f(y) |> K -

Sei z=0. 9 =1n = |f@) )| = &
Zu K > 0 wahlt man n so grofl , dass /n > K ist.

Vg

Bemerkung: /- ist Lipschitz auf Intervallen [o, 5] mit 0 < o < 8 < o0.

Satz 8.1 : Zwischenwertsatz fiur Lipschitz Funktionen

f(x) =c.

Sei  f :]a,b] =R  Lipschitz. Dann gibt es zu jeder
Zahl ¢ zwischen  f(a) und f(b) ein x € [a,b] mit

Beweis: -  (spéter allgemeiner)

Bemerkungen:

-1,t <0

1) f:[-1,1] = R, f(t):{ 1,t>0

i

hat die Zwischenwerteigenschaft nicht.

2) (Nullstellen von Polynomen ungeraden Grads)

Beispiel:

f:R=R, flx)=2>+az®+Bx+7v, aB,7€R

Beh.: Jz, € R mit f(z,) =0

Beweis:  beachte nll)r}rloo f(—=n)

—0Q,

lim f(n)

n—o0

+00
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= dN mit f(—N)<0< f(N)

Zeige, dass f auf [N, N] Lipschitz Funktion ist und wende ZWS 8.1 an.

L. Potenzen mit reellen Exponenten
bekannt: a€R", reQ — o Potenz mit rat. Exp.

FEigenschaften:

[0,00) 2 &+ 2" streng wachsend fiir r € Q"
(i) Monotonie:
(0,00) 3 x +— z° streng fallend fiir s€Q,s<0

Seien r,s€Q,r<s )
“Monotonie bzgl.

(i) " <axf, fallsx >1 des Exponenten

bei fester Basis”
" >2% fallsO0<z <1

Sei x> 0 und m € N. Dann gibt es ein L > 0 mit
(iii)

|z" — 2| < L-|r—s|furaller,s € QN [—m,m].

Bemerkungen: (iii) ist eine Art Lipschitz Bedingung fiir s — 2%, s € Q. Wir werden diese

Eigenschaft zur Definition von 2!, € R, benutzen.

Beweis von (iii):

Fall1l: x>1 Ohne Einschriankung sei r < s.

Hilfsungleichung;: ’Fijr beliebiges t€ Qb gilt x 2t —1<altl.¢t

benutzt * mit t=s—r —
T 1< (s—r)axsrt! ‘ T =
0<az’—a" <(s—r)z*Tt < (s—r)zmt?

— Beh. mit L := g™t
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Fall 2: 0<ax<1 (x=1 triviall)

<

Dannist y=1/x >1 wund nach Fall 1 ‘y‘r —ys

Lf(=r)=(=s)| = L-[r—s|
denn mit 7, s € [-m, m] N Q gehoren auch —r, —s zu diesem Bereich.

Nunist |y "—y~ % = |27 —2f|.

Zur Hilfsungleichung:

Behandlung: t€Qt,z>1 = zf-1<t.z!f!
Beweis: 1) t>1 = zl-1<al<t-zt<t -2 (daz>1))

2) 0<t<1: schreibe t=p/mn mit pneNp<n

= aol= {2 = x...r 1...1 < (allg. Ungl. arith. geom. M.)
= ——
p fach n—p fach
1
—(prx4+n—-p = 1—t+ter = 1+tx—-1).
n

also:  rl—1<t(zx—1)<t-xz<t-z*l wegen x> 1.

vog oy . ..o, < %(al—i—ag—}—...—i—an) < Induktion nach n (alle a; > 0)

Satz 8.2 und
Definition 8.2 :
Sei a>0. Ist xz€R wund {x,} eine Folge in Q mit x, — x, so existiert
lim a*"
n—o0

und hdngt nicht von der speziellen Wahl der gegen x konvergenten rationalen Folge ab.

T = lim a"".
n—oo

Wir schreiben: a

R 3 x — a® € R heifit allgemeine Exponentialfunktion (zur Basis a).
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Es gelten die Potenzgesetze

a®™ = a®-a¥ +— Funktionalgleichung der Exponentialfunktion
B = (a-bF, (@)Y = a,
a* Vv = a%/a¥, a®/b* = (a/b)*

fir alle a,b>0 wund =x,y€R

Beweis:  Zu beweisen ist nur der erste Teil des Satzes, die Potenzgesetze gelten dann vermoge
Approximation. Sei 0.E. a < 1.

Seiz € R—Q; wihle 7,¢€ (z— 2 x—%ﬂ)ﬁ(@,

n’?

also 7, /. a>1 = {a"™} ist monoton wachsend und beschriinkt, z.B. a’* < a,

wenn ¢ € N mit ¢ > x.

= 1 := lim o™ existiert
n—oo
Sei {sy,} eine weitere Folge mit s, — x. = 1, — sy € [—1,1]NQ fiir groBe n, also nach

(iii) von vorhin

Tn—5Sn

—a°| < Lilrp—8, = am " — 1.

| <

; asn — aSn_Tn . aTn - 7’]
n—oo

Damit ist die Wohldefiniertheit von a* bewiesen.

Fir R>z+a® a>0, hat man folgende Lipschitz Bedingung:

’VmGN JL >0 mit |e® —a¥| < Lz —y| firalle z,y€[—m,m],

denn dies ist richtig fir z,y € Q N [-m, m] und tbertragt sich durch Approximation auf
x,y € [-m,m].

Bemerkungen: 1) Fir a > 0 heifit R 5 2 — a” allgemeine Exponentialfunktion, da die
Variable z im Exponenten steht und die Basis a fixiert ist.




§8. SPEZIELLE FUNKTIONEN

2) Sei aeR—{0}.

0,00) 22 — z*(0*:=0), >0

(0,00) 22 — 2% a<0 (dann mufl man 0 aus den Def. bereich herausnehmen)

heilt allgemeine Potenzfunktion.

Zusammenfassend ergibt sich jetzt:

Satz 8.3 : Monotonie von Ezponential- und Potenzfunktion
i) a>1: R>z~a” streng wachsend
i) 0<a<l: Rz —ad" ist streng fallend
iii) a>0: [0,00) > x> x* st streng wachsend
iv) a<0: (0,00) 2 x +— z* st streng fallend

Auferdem gilt:

v) x+— a® ist Lipschitz auf jedem beschrankten Intervall.

i) x— x® st Lipschitz auf jedem Intervall [A, B] mit A > 0.

Beweis: i) hreell >0; wihle 7€ [%, B rational
und Folge h,€Q mit h, "h, OE. h,>7

= (a>1, Monotonie auf Q) a" >a”>1 — a">a" >1

n—oo
also a">1. Selen z<y ausR, setzeh:=y—ax>0

= a¥">1 = (Potenzgesetze aus Satz 8.1). a¥ > a”.
ii) benutze i) mit 1/a>1 statta

i) O0<z<y = %>1? (D> > (¥)° (da o > 0)

d.h.  y*>2* nach den Potenzgesetzen.
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iv)  betrachte x> z7¢
v)  haben wir bewiesen  (vgl. p. 107)

vi) Sei «a>0. Wir zeigen: |z*—y* < C-|lz—y| auf [A,B], A>0.

1%" Schritt: n,m € N

(e=x—-1>0)
t>1: 0<azm—1 = (14+e)m-—1
qn L n=1 n=2
- [(1+g)m] 1 = {(1+g)m—1}.{(1+5)m+(1+5)m +...+1}
1 n
< {(1—1—5)%—1}-71-(1—#5)5
Bernoulli:
l4e = 1+m — < (1+£)m — (4w < 14—
m m m
Einsetzen: O<x%—1§(x—1)% Tm

2ter Schritt:  «a  reell >0

—> wabhle rationale Folge «ap — «, ap >0, Schritt 1 ergibt:

0<z-1 < (z—1Da-2° Va > 1 (offenbar auch fir z = 1)

3t Schritt:  Seien w,y € [A,B],0.E. y>u.

Dann ist
?).
0 < y*—a* = wa'<(g)a_1> =
(B -1)al) = yaaiy-a) <

a-BY A7y — )

Damit ist die Lipschitz Bedingung im Falle a@ > 0 nachgewiesen.
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Sei «a<0. Dannistfir =z,ye€l[A,B]

—a>0
lzr—y| = [De-d)e] <
s.0.
(ca) B AT L1 = (ca) kB AT ooy s
(—a)APB™ |z —y|
O
1I. Logarithmus und Exponentialfunktion (zur Basis )

x +— e® ist streng monoton wachsend auf R mit e" — oo,
n—oo

e — 0. Nach dem Z.W.S. 8.1 folgt

n—oo
{e* . xeR} = R,
so dass exp: R — (0,00) bijektiv ist. Die Umkehrfunktion heifit natiirlicher Logarithmus

In:(0,00) — R.  Bevor wir diese untersuchen, stellen wir nochmals die wichtigen Eigenschaf-
ten der Exponentialfunktion zur Basis e  (kurz e-Funktion) zusammen.

Satz 8.4 :  (Exponentialfunktion exp)

Die Funktion exp: R —R, exp(x):=e€", erfillt

(1) Funktionalgleichung:  exp(z +y) = exp(x) -exp(y) Vz,y €R
(2) 1+x < exp(zr) VzeR

(3) exp(z) < 1= Vaz€(—o0,1)

(4) exp ist streng wachsend

(5) exp ist Lipschitz auf (—o0,a] Va€R.

(6) exp ist bijektiv R — (0, 00).
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Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede Funktion f : R — R mit (1), (2) gleich exp sein muf.

oo
(spéter, wenn wir e” = > % 2F beweisen)
k=0

Beweis: (1), (4), (6) erledigt!
(2) fir z<-1 ist e*>1+2x klar,denne® > 0,14z <0.

Sei x > —1. Nach Bernoulli ist fir n € N
T
142z < (Q+=2)" = ay
n

Wir untersuchen  lim a,:
n—oo

Behauptung: lim (1+ (gilt fiir alle z € R!)

n—oo

Beweis: Siche Ubungen!

n
Fir 2> -1 habenwir 142z< (1 + %) , damit ist (2) gezeigt.

(3) Nach (2) ist

e > 1—-2z = € <

(5)  Auf p.105 haben wir fiir rationale s > r bewiesen:
eS — e < (8—7“)68+1

(setze in der dortigen Rechnung =z =e). Sind r,s € (—00,a], so folgt:
0 < e —¢e < (s—mer™t = |ef—e€| < e Fls—r| Vs,reQn(—oo,d

Sind x,y € 00, al, so betrachtet man rationale Folgen s, — z,7, — y und benutzt die

Definition e* = lim e®", um
n—oo

" —e¥| < etz —y|
zu schlieflen. O
Definition 8.3 Die Umkehrfunktion exp~t': (0,00) — R zur Ezponentialfunk-

tion exp heiffit natiurlicher Logarithmus oder Logarithmus zur Basis e. Man schreibt
In oder log fiir diese Funktion.
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Satz 8.5 :  (FEigenschaft von In)

(1) Funktionalgleichung: In(x-y)=Inx+Iny Vz,y >0
(2)1—% < lnz < z—-1 Vz>0
(8) In st streng monoton wachsend

(4) In  ist Lipschitz auf [a,00), a >0

Bemerkung: Es gibt genau eine Funktion f: (0,00) — R mit (1) und
flz)<z—-1 Vze(0,00),

namlich f =In.

Bemerkungen: 1) Aus (1) folgt In(1-1)=Inl+Inl= .

Natiirlich klar, da e® = 1.
2) lne=1

AuBerdem liest man aus der Funktionalgleichung ab:
1
0=Inl=1In (37 : —) =Inz+In(l/z) = In(l/z)=—-Inz.
x
Beweis des Satzes:

(1) exp(In(z-y)) =z y=exp(lnz)-exp(lny) =
exp(lnz +1Iny) = Beh., da exp bijektiv
(2) Aus Satz 8.3, (2) folgt: 1+Inz <exp(lnz)==x.

Esgilt 1-—1/z¢€ (—o0,1) fiir z > 0, d.h. nach 8.3 (3)

1

1

(3) Seien 0 < x < y. Wére Inz > Iny, so hitte man wegen der Monotonie von exp den
Wspr.  exp(lnz) =z > exp(lny) =y.

(4) Lipschitz-Eigenschaft auf [a, 00):

Seien a<z<y = O0<lny—lnz=Ilhy/z <
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Satz 8.6 :  Fur alle reellen x ist

o0
“Reihenentwicklung” e’ = lim (1+ L))" = Yy La*
Beweis:  die erste Gleichheit wurde in den Ubungen bewiesen;

o0
sei.  f(z):= > 42 Konvergenzradius = oo
k=0

1) Cauchy Produktformel Satz 7.9 = f(z+y) = f(z) - f(v)

) f)=3 L=e
> 0 ist)

3) zeige: |f(x)=f(1)*| VzeR

Da f(1) = e ist, folgt dann die Behauptung.

neN: fn)=fA+...+1)=fA)"=¢€"
e=f)=f(n- ) =f(t+.. . +1)=r(2)
= ()=l

nomeN: f(2)=f(E+. . +%)=7(%) =en

1= f(0) = flx+ (=) = f(z) - f(-=2) = f(=2) = 1/ f(2)

nomeN: f(——)=1/f(n/m)=e"™

n
m

Ergebnis: e* = f(z) VzeQ

x — e*  Lipschitz auf [—M, M], ebenso f (vgl. Bspl. auf p. 104) fiir
bekommt sofort die Gleichheit auf R.
Q32,22 = f(z,) — f(x),e™ — ")

% wurde in den Ubungen gezeigt.

18

Bemerkung: e¢=

k=0

11

Ve,y € R

(vgl. Nachbemerkung!) (man sieht nicht unmittelbar, dass f {iberall

M > 0, d.h. man

O
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Logarithmen zur Basis a

a>0 —

na)” 1
a[l — (ena> — eI na

An dieser Formel liest man ab (Satz 8.3): a # 1

Umkehrfunktion:

12

= x> a%,x € R, ist Bijektion R — RT

Logarithmus zur Basis a.

RT >y log,y

a=e = log,=1In

: _ 1
Umrechnungsformeln:  |log,z = 5 -Inx
1
denn aﬁ-lnx _ (elna> g 0T —  elnz
und a8 = g,
III1. Exponentialfunktion C — C

Definition 8.4 Fir ze€C sesl

expz := lim
n—o0

Bemerkungen:

AN =1,
(1+3) = X -

n=0

1) zeR=expz=¢€*

also miissen die Exponenten gleich sein.

2)  Der Beweis der zweiten Gleichheit ist aufwendig.

Satz 8.7 :  Fir die komplexe Exponentialfunktion gilt

a)  exp(z+w) = exp(2)-exp(w)

b) 0#2, =0 = lim

Bemerkungen:

2)  wir definieren fiir z € C: e

exp zn—1

n—00 Zn

Zi=expz

1) exp ist die einzige Funktion C — C mit a), b)
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= W =¢".e% Vz,weC (Potenzgesetz)

Diese Schreibweise rechtfertigt sich aus der Gleichheit von e* und exp z im reellen Fall.

Beweis von Satz 8.7:

a) benutze den Cauchy Produktsatz fiir absolut konvergente Reihen

n " k=1
oo oo
= | ka1 = X A
b) k=1 k=2
S k-1 S k 1
< |20 = zal- X2 |2l = Iz |20
k=2 k=0
— 0,
n—00,

Bemerke: fir a>0 ist a=e™? man wird also definieren

a? i=eln®? 2 e C

Iv. Die trigonometrischen Funktionen

T

Definition 8.5 Die Funktion cis :R — C st erklirt durch |cisx := exp(iz) = e

2 S . .
‘ = €7 .e® = % . e = ¢ = 1, (denn offensichtlich ist

Dann gilt: ‘cis x

expw = expw, alsoexpix = exp(—iz))

—> die Punkte cisxz, x € R, liegen auf der Einheitskreislinie

St :={zeC :|z|=1}.
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14
Satz 8.8 :  Figenschaften von cis
(1) cis(x+y) = vcisx-cisy (ergibt spater die “Additionstheoreme” fiir sin, cos)
Vz,yeR
(2) |cisz — cisy| < |z —y|
(3) cisR = S*  (Surjektivitit)
Bemerkung: wir werden gleich definieren sinxz = Im (cisxz),cosz = Re (cisx), daran

sollte man nachfolgend denken.
Beweis: (1) folgt aus  e!(*+¥) = giotiy — g iy

zu (2), (3): setze cisx =:c(x)+ is(z). Es gilt

Vergleich von Re u. Im

[o¢]
cist = Y %zk zF —
k=0
& 2k
clx) = > (—l)k % gerade Funktion c(—x) =c(x)
= ! sttade
s ko g2kl .
s(xz) = > (-1) G ungerade Funktion s(—x) = —s(x)
k=0 —
beachte:
2k 2k+42
<1 = Gy 2 GEr
z € (0,2] = o g2k t3

QETD)! © (2R13)

daraus folgt:

>0 >0
x? zt af
lx] <1 = 0<c(z) = 1—5 + TR +
3 5 7
z€(0,2] = 0<s(x) = x—% + :;—g; +
>0 >0
3 5 7 9
, 0w '
Sei 0<z<1 = 0<s(z) = z - (g,&),(ﬁfg!) _
>0 =0

= 0<s(zx)<z auf[0,1]] =

s ungerade
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(@  |ls@] < |af, o] <1

Fir |z| > 1 gilt (a) auch:
|s(2)] < eisa] <1 < x|

in diesem Fall. Nach diesen Vorbereitungen zu (2):
Seien z,yeR = €@V = (el — ey

also:

cilaty) _ pila—y) ez‘w(ez’y_(ﬁ) _

Cls - { > &) -4 (—iy)’“} =

k=0

. s} 2k+1 .
cisx - kZO (—1)k % 2i =

2i cisx - s (y)

= cis(x+y)—cis(x—y) = 2icisz-s(y)
ersetze v  durch ¥, y durch L =

. . _ B B + —
(b) cisy—cisx = 2icisTY s (%)

(a), (b) = |cisz—cisy] < 2‘5(%)‘ <z —yl.

Gemaf |cisz —cisy| = ((C(l‘)—c(y)>2 + <s(x)—s(y)>2>1/2

folgt auch die Lipschitz Bedingung

s@-s@)| < k-yl fe@-c@)| < l2-yl

Damit ist (2) verifiziert.

(3) Esist  |c(0) = lunde(2)<0.|

( beachte dazu:  2%%/(2k)! > 226¥2/(2k +2)! fiir k>3
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4 16 > p 2%
ud  c(2) = 1o+ Z(_D(Qk)!)
—_— k=3
<0 =5

Realteil von (b) —

cly)—clx) = —23<x;y)-s<y;x>
Selen 0<z<y<2 = = 128 c(0,2)
auerdem: s>0 auf (0,2]

¢ streng fallend auf [0, 2]

Also:  ¢(y) —c(z) <0,

Zwischensatz fiir Lipschitz Funktionen —
¢ :10,2] — [c(2), c(0)] bijektiv
s
cis x*
cis 2
cis
|
| Y X
cis 0 ¢

Also gibt es genau eine Zahl z*

€(0,2) mit c(z*)=0

(anschaulich: ~ die Kurve z + cisz, > 0, startet in (1,0) und durchliuft dann S* entgegen
s* ist der erste Zeitpunkt > 0, wo die Kurve die vertikale Achse schneidet

dem Uhrzeigersinn.
(also gleich der Léange des Viertelkreises!)]

m = 2z%, also x* =

wol3

Definition 8.6 :
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Folgerung: |cisG|=1, s(5) >0

cisx

Fir 0<z <% durchliuft cisz genau den Viertelkreis von (1,0) mnach ¢=(0,1).
Aulerdem: cis§ =is(§) =1i.

Fir z € R folgt:

(c) cis(x+72) = @) = cisz.cisT = i-cisx

Wir haben gesehen:

cis : [0,5] — {z€S': Rez>0, Im z > 0}

bijektiv

Formel (¢c) == c¢is bildet {%,7‘(’} bijektiv ab auf
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{265’1: Re 2 <0, Im z > 0}
entsprechend betrachtet man [w, 5 3} und {%ﬂ', 277}

= cis : [0,27) — S! bijektiv  (beachte: cis0 = cis2m).

Aus (c) folge nach 4facher Anwendung: cis (z + 27) = i* - cisz = cisx

= cis (und damit s, c) hat Periode 27

sin : R — R, sinz:=s(x)
Definition 8.7 :
cos :R— R, cosz:=c(x)

Satz 8.9 :  FEigenschaften von sin, cos

1) sin0 =sin7T =0, sin§ =1, sin(— %) =-1
cos0 =1, cosm = —1, cos(—5) =cos 5 =0

2) cos(x +y) =cosx -cosy —sinzx - siny

(Additionstheoreme)

sin(z +y) =sinz - cosy + siny - cos x

3) cos?z +sin’z =1

4) |cosx —cosy| < |x—y|, |sinx—siny| < |z —y|

5) cos(x+5) = —sinz, sin(z+7%) = cosz
cos(x+m) =—cosz, sin(r+m) = —sinzx
cos(x +2mw) = cosz, sin(zr+27) = sinzx

6) sin(R) = cos(R) = sin([0,27]) = cos[[0,27]) = [—1,1]

7) cos|on  streng fallend,  sin ][,%%] streng wachsend

mit Bild [—1,1] mit Bild [—1,1]
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Beweis:  folgt aus den Ubungen zu Satz 8.9

Abgesehen von den Nullstellen von sin, cos kann man definieren:

tanx := sin:c/cos:c, T # (k+%)7r, keZ

cotx::cosx/sinx, x # km, keZ
| \
% - %
by g 0 a0
T2 2
/ |
”"Hauptzweig” von tan ”Hauptzweig” von cot
1) tan,cot haben Periode 7, da . (z+4m) =20 (2)
2) tan ‘ streng wachsend, cot streng fallend
(—%% (O,ﬂ'
(Bew.:  “Additionstheoreme” + Fallunterscheidung)
3) ’tanx—tany’ < - |r—y| Va,a€l-a,al,a<7/2
. _ 1 . .
(denn. ‘tan:v—tany‘ = Tcosz-cosy| ‘smy-cos:v—sm:v-cosy

L sin(@—y)| < Sk 2 - l)

<
— cos?a
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§8. SPEZIELLE FUNKTIONEN 20

Arcus - Funktion sind die Umkehrfunktionen der Einschrénkungen
von sin, cos, tan, cot auf geeignete Intervalle

arcsin : [—1,1] — [— 5 %}, arccos : [—1,1] — [0, 7],
arctan: R — (—g,g), arccot : R — (0, )
V. Die Hyperbelfunktionen

( gewisse Analogie zu den trig. Funktionen; (x,y) = (cosht,sinht) erfiillt 2% —g? =1
“Hyperbel”)

coshzx := % (ex + e‘x), sinhx = % (ew — e_””), zeR

sinhz __ e**—1

tanhz = coshz ~— e2241°

z€eR

cothz := 1/tanhz x # 0.

(Cosinus-, Sinus-, Tangens-, Cotangenshyperbolicus)

Ubungen: 1)  cosh streng wachsend, sinh streng wachsend, tanh streng wachsend,

[0700

coth streng fallend

2) cosh? —sinh? = 1 3) sinh(x 4+ y) =sinhx - coshy + sinhy - coshz,......

Umkehrfunktionen:

arsinh : R - R,, arsinhz = In <x+\/1+x2>

arcosh : [1,00) — [0,00), arcoshz = In (:z +Va? — 1)
artanh : (—1,1) - R, artanhz = %log z+l

arcoth : R — [~1,1] = R — {0}, arcothz = 1logZtl

Ubung:  man priife diese GesetzméBigkeit nach!



