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Stetigkeit von Funktionen

Definition 9.1 : Sei D C R oder C C wund f:D—R,C.

f stetigin a€D <= Ve>035>0 mit |f(z)— fla)|<e
firalle z € D,|z—al| <.

[ stetig auf D <= f stetig in jedem Punkt a € D.

i) fir DCR, f:D—R:

Uber (a — ,a + ) muB Graph (f) im e- Streifen liegen

f(DN(a—d,a+9)) C (f(a)—¢, f(a)+e)
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ii) fir DcCC, f:D—C

iii),iv) DCR, f:D—=C bzw. DCC, f:D — R analog

“ Man gibt die zulédssige Schwankung vor und muf} dazu eine Umgebung Us(a) von a ausrechnen,
so dass dort die Abweichung von f(a) durch ¢ kontrolliert wird”

Satz 9.1 : f :D — C (oder R) Lipschitz — f stetig auf D
Beweis: “f=¢/L”

Beispiele:

0) Satz 9.1 = Potenzreihen sind stetig auf dem Inneren des Konvergenzbereiches

2) tan,cot  stetig auf ihrem Definitionsbereich (Rechenregeln, s.u)

”

Hyperbelfunktionen -7” -  (folgt aus Stetigkeit von e* + Rechenregeln fiir stetige Funk-
tionen)

)

1) z+ €%, sinx, cosz, cisz  stetig (Satz 9.1) auf R
)
)

3

4) [0,00) 3t +/t stetig an jeder Stelle t, > 0:
BEsist t—+lo = (t— to)/(ﬁ+ Vts)  (wenn eine der Zahlen > 0)

e >0 gegeben; §:=/t,-¢, falls t, >0

1
—  |Vi- & < tore e < € Vit e (to — d,to +0)
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ist t, =0, sogilt || <e fiiralle t €[0,e2), also & := 2.

4) ist Spezialfall von 0), nochmals direkte Rechnung
neN, f(z) :=2" ze€C, ist stetig:

Sei zo € C, € >0 gegeben. Falln=1: §=¢

n>2: f(2)—flz) = (2—2) (2" 14+ 2" 22 +... + 2071
= FE@) = Sl < nemax e 22zl ol 2 = 2l

<n- (L |2))" 7z = zol,

falls |z — 2| <1. Wihlt man 0 := mm{l,g% 1+ |ZOD_n+1}7
so folgt

|f(2) — f(z0)| < e fur |z — 25| < 6.

0, z€Q

1. sonst ist nirgends stetig,

5) fR—=R, f(x):{

da in jedem Intervall (x, — 0,z + 0) sowohl Punkte € Q als auch ¢ Q liegen.
Aber: ¢g:R—=R, g(z):=x- f(z), ist stetigin 0,
denn |g(z) — g(o)| = |z - f(2)] < |x].

Bemerkung: topologische Definition der Stetigkeit

DcC, a€D

UC D heifit Umgebung von a in D (oder: relativ zu D) : <
Ir>0 mit UND()CD, , Dya):={z€C:|z—a|l <}

oder
U
A1
D, (a)
Dann gilt fir f:D — C:
f stetig in a — zu jeder Umgebung V' von f(a) in C gibt es eine

Umgebung U von a in D mit f(U) C V.
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Beweis:  Ubung! (das ist nur eine Umformulierung der Definition)

Fall D Cc R: betrachte Intervalle <C R O

Sehr praktisch ist

Satz 9.2 :  Folgenkriterium fur Stetigkeit

f:D—>RC stetigina <

fiir jede Folge {xy,} in D mit x,, — a gilt f(x,) = f(a).

f ist also unstetig in a, wenn man eine Folge {z,,} angeben kann mit x,, — a, aber

f(an) = fla).

Beweis: “=" Sei x, — a; € > 0 gegeben; berechne dazu § mit |f(z) —
fla)|<e furalle xz€ D, |z—a|]<d. Fiarn>N ist|r,—al <9, also|f(x,)—f(a)| <e,
sodass  f(zn,) — f(a).

“<=": indirekt! dann gibt es ein ¢ > 0 wie folgt: zu jedem § > 0 existiert
in {xe€D:|r—al <6} einzsy mit |f(zs)— f(a)] > e betrachte 6 := 1/n, setze
Zn =Xy, = 2 —a, aber f(z,) -/ f(a). O

Satz 9.3 : Rechenregeln fiir stetige Funktionen

(i) f,g :D—R,(C) stetigin a€D =

f+g, f-9, f/g (fallsgla) #0) stetig in a

(i) f : D — R(C) stetig in a,g : E — R(C)  stetig in f(a), f(D) CE = gof
stetig in a

Beweis: Folgenkriterium!

Folgerung: i)  Polynome sind iiberall stetig (natiirlich auch Spezialfall von ”Potenzreihe”).
ii) Rat. Funktionen sind stetig auf ihrem Definitionsbereich.
iii) f:D—C stetig = f, Re f, Im f, |f] stetig
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Bemerkung: Die Handlichkeit des Folgenkriteriums gegentiber der € — § Definition sieht man
z.B. unschwer, wenn man die Stetigkeit von > cis®(2? + sinz) im Punkt z = 1 nachpriifen
muf.

Satz 9.4 :  Stetigkeit der Umkehrfunktion  (s.Forster, p106)

Sei f :[a,b] = R streng monoton und stetig —
die Bildmenge f([a,b]) ist ein Intervall mit Grenzen f(a), f(b) und

g=f"1: f(la,b]) — [a,b] st stetig

Wir werden diesen Satz ableiten aus

Satz 9.5 :  Zwischenwertsatz  ZWS

f :[a,b] = R stetig = f nimmt jeden Wert

zwischen f(a) und f(b) an

anders gesagt:

[f(a), f(B)]  fiir f(a) < f(b)

#(le-s) > 7). f(a)] sonst

Beweis von Satz 9.4 mit 9.5: Die Aussage iiber f ( [a, b]) folgt aus dem ZWS.  Sei f streng
wachsend = ¢ streng wachsend

f
:’// - \\\
| xo — €' 560 + ¢ | \ fzog—¢") f(zo+ &) |
( [ \ | | |

I I I ‘

\
\
a o b f(a) Yo f(b)
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Yo € [f(a), f(b)] = f(la, b]) ficiert, >0 gegeben, To = g(yo)
Fall 1: g, innerer Punkt von [ f(a), f(b)]
— (strenge Monotonie) xz, € (a,b)
— Jd<e: (xo —€yxo+€) C [a,b] N (xo—¢,20+¢)
f stetig und streng monoton =— (f(ﬂ:o -, flzo + 6’)) C [f(a), f(b)}
und yo € (flao — &), flao +¢))
Also: 36>0 mit (yo— 0,50 +08) C (f(xo — &), flao +5'))
Fir ye€(yo—0,y0+0) folgt: g(y) € (zo—€ xot+e) = |g(y) —g(yo)| <& <e.

Fall 2: y, Randpunkt ~» analog mit einseitigen Intervallen. ]

Beweis von Satz 9.5: Sei 0.E. f(a) < f(b), f(a) > f(b) behandelt man analog, fiir
f(a) = f(b) ist nichts zu zeigen. Sei y € (f(a),f(b)) zz.: 3z €lab] f(zx)=y.

Sei M := {3: € [a,b] : f(x) < y} # (0, nach oben beschrinkt = 3 ¢ :=supM € [a,D]

wahle {z,} €M mit z,—c = f(z,) — f(c)
f stetig

= f(c) <y

GemaB f(b) >y folgt f(c) < f(b), also ¢ < b. Daher kann man eine Folge {z,} in
(¢,b) finden mit c¢= lim 2z,. 2z, >cheift:z, ¢ M = f(z,) >y, also f(c)=

n—oo

lim f(z,) >y, sodass f(c) =y gilt. O

n—o0

Bemerkung: Man kann Satz 9.4 verscharfen
f :la,b] — R streng monoton, stetig in z, € [a,b] = f~! stetig in f(zo)
d.h. man braucht nicht Stetigkeit von f auf ganz [a, b].

Folgerungen aus dem Z.W.S:

1) f :[a,b] — R stetig, f([a, b]) C [a,b] == 3 Fixpunkt z, d.h. f(z) = x.
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Beweis:  p(z) := f(z) —x, ¢(a) = f(a)—a>a—a—0
o0) = f0) ~b<b=b=0 = [p(b).p(a)] C o([a.t])

= dz € a,b] : p(z)=0.
2) “Existenz von Wurzeln”: n € N,a > 0 gegeben —
I38>0 8" =«

Beweis: f(z) =2" —«, f(0) <0, f(1+a)>0

Bernoulli

= 3 Nullstelle von f in (0,1 + «)

3) “reelle Polynome ungeraden Grades haben mindestens eine reelle Nullstelle”

P(z) := 22" oot 4+ ao,m € No,a; € R

zeige (Ubung):  P(r) >0, P(—r) <0 fir r>0 “grof”

4) ’f stetig und injektiv auf [a,b] = f streng monoton‘

Beweis:  Sei f(a) < f(b), Fall f(a)> f(b) analog.
Dann gilt:  * f(a) < f(x) Vo e (a,b]

Falls nicht, so finde y € (a,b] mit f(a) > f(y) (“=” geht nicht wegen Inj. von f),
also  f(a) € ( , f(b)

ZW.S = 3ze(y,b) mit f(a)=f(2)
Wspr!

Also gilt . Seien z1 < x2 € [a,b] .  Angenommen

fla1) > [fla2)

*

= fla) < f(z2) < f(z1)

ZW.S. = 3FJue€a,z] mit f(u)= f(r2), Wspr. zur Injektivitit, da u < z1, also
U # x2.
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Auf die Stetigkeit kann man nicht verzichten.

Wir diskutieren jetzt, wie der Definitionsbereich einer stetigen Funktion f : K — R beschaffen
sein muf}, damit diese auf K Maximum und Minimum annimmt.

Definition 9.2 : Kompakte Mengen

Sei K CR oder C. K heifit kompakt, wenn jede Folge {x,} in K eine Teilfolge hat, die
konvergiert mit Limes in K.

Beispiele: 1) [a,b] C R ist kompakt nach Bolzano Weierstras.
2)  (0,1) nicht kompakt: 2 € (0,1) hat keine Teilfolge mit Limes in (0, 1).

Bemerkungen: 1) ’K kompakt — K beschré’mkt‘

falls nicht = zu jedem n € N existiert ein Element z,, € K mit |x,| > n {z,} ist unbeschrénkt
und kann deshalb keine konvergente Teilfolge haben.

2)  Umkehrung falsch! Bspl.2)

Satz 9.6 : Seien fi,...,fm :C— R stetige Funktionen, man setzt

K = {zE(C: fl(z)go,...,fm(z)§0}.

Dann gilt: K beschrinkt — K kompakt.

Beweis: Aus Satz 6.6 (BW) folgt: jede Folge {z,} in K hat eine konvergente Teilfolge {z] }

also lim z/, =z existiert. Z.Z.: z€ K
n—oo

2 e K <= fi(z)<0,f£=1,....,m, neN
fo stetig = lim fi(2)) = fo(z) = fi(z) <0,sodass z€K. O
n—oo
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Beispiele: 1) Kreisscheibe D,(a) :={2€C: |z—a| <7}

(Dr(a) := abgeschlossene Hiille von D,(a) ) ist offenbar beschrankt. Mit  f(z) := |z —a|] —7r
gilt

Dp(a) ={z€C: f(z) <0}

2) Rechtecke {z€C:a<Rez<pf, a<Imz<b}=][af] %x[a,b sind kompakt.

Satz 9.7 :  Operationen mit kompakten Mengen

m
(i) endliche Vereinigung: Ki,..., K, kompakt = |J K; kompakt

=1

(ii) beliebige Durchschnitte: K, kompakt, o« € A= [\ K, kompakt
acA

Beweis: (i) {z,} Folgein J K; = Jio: f#{n:z,€ K;,} =
=1

2

= man kann T.F. {z]} von {z,} in K;
3{z!'} c {2} und z € K, mit z]] — z.
(ii)) {z,} Folgein K = [ K.

acA
fixiere ein « = {z,} Folge in K,, K, kompakt, also 3 z € K, und {z,} C {z,} mit

z,, — z. Aber:  {z]} ist Folge in jedem Kp, Kz kompakt =

wahlen; benutze dann die Kompaktheit von K;, :

o

Jy € Kg, {21} C {2z} mit 2z, — y.

Daaber {z]} Dbereits konvergiert, folgt y =2, dh. z¢& KgV}j, und wir haben gezeigt:

Z;L — Z mlt S ﬂ Ka- D
acA

Satz 9.8 : ’Sez’ K kompakt und f : K — C stetig. Dann ist f(K) kompakt.‘

Beweis:  Sei {y;} = {f(zx)} Folge in f(K), x; € K. Wahle T.F. {z],} von {z;} mit
z), — v € K. f stetig = {y;.} := {f(2],)} konvergiert gegen f(x) € f(K). O

Korollar: “Satz vom Maximum”

f : K — R stetig, K CR,C kompakt —

J 1,20 € K mit f(x1) < f(z) < f(x2) fir alle z € K
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M.a.W.: die Bildmenge f(K) hat Max. und Minimum!

Beweis: Satz 9.7 = f(K) kompakt => f(K) beschrankt; Satz 3.7 (Supremumseigenschaft):
sup f(K),inf f(K) existieren. Wahle {x,,} C K mit f(x,) — sup f(K) (existiert nach Def. von
n—oo

sup) und benutze Kompaktheit von f(K), um sup f(K) € f(K) zu sehen (alternativ: Stetigkeit
von f + Kompaktheit von K). Analog fiir inf. O

Wir haben gezeigt:  f : [a,b] — R stetig und injektiv —>
f streng monoton und stetig =

f~1ist stetig

Diese Aussage l1aft sich wie folgt verallgemeinern.

Satz 9.9 :  (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei K kompakt C R (oder C) und f : K — C stetig und injektiv. Dann ist f~% : f(K) — K
stetig.

Beweis: Sei f = f~! und {2,} eine Folge in f(K) mit 2, — z.

Zz: g(z) —g(2)  x
ZL‘n g(zn) ist Folge in K, K kompakt — ], = x fir ein z € K, {2} C {x,}. [ stetig
( f(zl) — f(x). Esgilt: f(z]) =2z, also: 2z}, — f(z). Da wir z,, — z voraussetzen, folgt

f(z) bzw. © = g(z). Wir haben also: ¢(z],) — ¢g(z). Somit gilt * zumindest fiir eine
T.F. Jetzt benutzen wir ein allgemeines Prinzip:  Angenommen ¢(z,) —~ ¢(z). Dann gibt

es eine T.F. {Z,,} von {z,} und ein € > 0 mit ’g(é’n) —g(z )‘ >e Vn

betrachte wie oben &, := g(zn) und zeige mit den selben Rechnungen
3 TF. {2} mit g(2,)— g(z), Wspr.!

allg. Prinzip: {an} sei eine Folge mit
e jede T.F. hat ecine konvergente T.F. ( =~ {an} konvergent .

e die Limiten sind gleich

Anwendung des Satzes vom Maximum:
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Satz 9.10 : Fundamentalsatz der Algebra
Seien n €N, ae,...,a, € C,a, #0.
n

Dann hat  P(z) = Y. as 2"  eine Nullstelle in C.
=0

Korollar: Ist P(z) ein komplexes Polynom vom Grad n > 1, so gibt es
21, ..., 2n € C (nicht notwendig alle verschieden) und a € C
mit P(z) =a- (2 —21)(2 — 22) ... (2 — z,) auf C.

Beweis: das Korollar folgt induktiv durch schrittweise Anwendung des Satzes

n—1

a) Sei 0.E. a,=1, also P(z)=2"+ 3 a;2"
k=0

Beh.: 3Jz,€C: |P(z)| <|P(2)] VzeC

n—1
Bew.: Esist |P(2)] > |2 — |z|"t kZO |a|

n—1
= At (Jel = X Jax])
k=0
fir |z| > 1. AuBlerdem sieht man:
dR>1: |P(z2)]>1+|P(0)] furalle|z| > R.
Sei K := {z eC: |z| < R}. K kompakt = 32, € K: |P(2)| <|P(2)] Vze K

Insbesondere ist auch  |P(z,)| < |P(0)], d.h. |P(z0)| <|P(w)| fir |w|>R, so
dass 2, die gesuchte Minimalstelle von |P| auf C ist.

b) Wir zeigen indirekt:  P(z,) = 0.
Sei also  P(z,) # 0. Dann kénnen wir definieren:
g(w) == P(zo—i—w)/P(zo) —  4(0)=1.
n=1: qlw) = 1+b-w mit Koeff. b # 0 (Polynom 1%" Grades). Wihle

wo = —3 => 0 = q(ws) = P(2) 'P(20 + wo) => P(2 + wo) = 0 und damit
0= |P(2z + wo)| < |P(20)|, was der Minimalitét widerspricht.

n>2: Dann hat ¢ die Form

gw) =1+ bp-w, by =P(z) ",
k=1
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Sei  m e {l,...,n} der kleinste Index mit b := by, # 0 =

qw) =1+0b-w™ + Z brw”.

k=m+1
Wir konstruieren ein € C mit g™ =-1/b {a = —-1/b=a/|a| € S' =
JzeR :e® =aflal, also: a=|a|-e®; B :=|al/™. eiw/m}_

Dann ist
q(w)=1—w™+ wmtl. R(w)

~—
Restpolynom geeignet definiert

Rw)= > bx(Bw)*
k=m+1
Wihle ¢ > max{1,|1rllzix1|R(w)|}.
= |R(w)| < ¢ Vw <1
= |w™ Rw)| < ¢ |lw|™! < |Jw|™ Y|w| < 1/c,w # 0
(beachte 1 < 1)

Sei o € (0,1) beliebig =

’quo)

= ’1—1‘?—1—1’2”“]%(%) < 1—al420 = 1.
D.h.:

’P(zo + B:Uo)/P(zo)

<1 < |P(z+ Bzo)| < |P(20)]s

im Wspr. zur Minimalitat von z.

Grenzwerte von Funktionen:

Sei f :R—{1} = R; f(x)= 32:11. Die Frage nach Stetigkeit von f in x = 1 stellt sich hier
nicht, da 1 ¢ D(f).
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Fiir jede Folge x, € D(f), z, — 1 gilt:
flan) = @2 =1) /(e =1) = 20 +1—2,

d.h.  f hat einen Grenzwert bei x — 1, und wie man sofort sieht, ist

f:R>R, f(x) = { g(x), izé 1 , eine stetige Fortsetzung von f.

Fortsetzungsproblem (allgemein): D C C, f: D — C stetig,

a ¢ D. Gibt es eine stetige Funktion f : DU {a} — C

mit f = f auf D?

Hinweis: i) Wenn es eine Folge {z,} in D gibt mit z,, — a, so mu8 es im Falle einer positiven
Antwort gelten:

a = lim f(z,) existiert und héngt nicht von der speziellen Wahl der Folge {z,} ab.

n—oo

f(a) := a leistet dann das Gewiinschte.

ii)  Gibt es keine Folge {z,} in D mit 2, — a, so kann man f(a) beliebig wihlen und erhélt
eine stetige Fortsetzung.

ii) ist offenbar ein Trivialfalll Man betrachtet Punkte a wie folgt

Definition 9.3 : Sei D C C. a € C heifst Haiufungspunkt von D falls eine der drei daquiva-
lenten Bedingungen erfillt ist:

1) 3 Folge {z,} in D mit z, # a und z, — a
2) in jeder Umgebung W von a liegen unendlich viele Elemente von D

3) in jeder Umgebung W von a gibt es einen Punkt z # a
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(Beweis von 1) = 2) = 3) = 1) als Ubung)

Bemerkungen:

1) a kann - muf aber nicht - zu D gehoren.

2) D = (a,b), [a,b] = alle Punkte sind H.P.

3)
‘ ’ ®q a kein H.P.!

4) D :={z1,...,2z,} hat keine H.P.!

5) ’Fortsetzungsproblem nur interessant, wenn a H.P. von D.

6) R = Menge aller H.P. von Q

Definition 9.4 :  Grenzwerte von Funktionen

Sei f:D—C, aHP. vonD. beC heifit Grenzwert von f an der Stelle a, i.Z2. b=
lim f(z), wenn fir jede Folge {z,} C D mit z, # a und z, — a gilt: b= le f(zn).

zZ—a

Beispiele: D = (-1,1)—{0}, 0ist H.P. von D

1) limi, lim &, lim(sini) existieren nicht
z—0 % 2—0 12l x—0 z

(Begriindung durch Angabe geeigneter Folgen, z.B.

1/n/]1/n| S, —1/n/y —1/n| = —1)

2) lim |z|*=0, a >0

2—0
3) iig%)x-sinizo (da |sin| <1)
4) iii%%(ex—l)zl
(Satz 8.3 = 1<er—1)<{L fir z€(0,1)
1>2r-1)>:L fir ze(-1,0)
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Es gilt offenbar:

Satz 9.11 : Seia € C H.P. von D und f : D — C eine Funktion.
Dann gilt:

b := lim f(2) ewistiert <
z—a

3 eine Fortsetzung g : DU {a} — C von f, die in a stetig ist.

Beweis: klar!

Bemerkung: f wird nicht als stetig auf D vorausgesetzt!

Satz 9.12 : e¢—§  Charakterisierung von Grenzwerten

Sei a€C HP.vonD und f : D— C eine Funktion.
lim f(2) =b<= Ve >036 >0 mit |f(z) —b| <e firalle z€ D, z# a,|z —a|] <9.

zZ—a

Beweis: Satz 9.11 +  “c — § Beschreibung der Stetigkeit”. O

Wichtig ist folgendes Kriterium, da man hier den Grenzwert nicht kennen mu#.

Satz 9.13 :  Cauchy-Kriterium

f:D—C, aHP. vonD. h_r)n f(2) emistiert <= Ve >0 36>0: |f(z)— f(w)| <e fir
alle z,w € D — {a}, |lw—al,|z — a| <.

Beweis: “=" §Satz 9.12 4 Dreiecksungleichung

“—="  Sei {z,} C D, 2z, # 0, 2z, — a. Nach Voraussetzung ist dann |f(z,) — f(zm)| <
wenn |z, — zm| < 0, wobei die letzte Bed. sicher fir n,m > N erfillt ist. Also:  {f(zn)} C.
= b= li_}m f(zn) exist.

&,
F.
Sei {z],} andere Folge in D — {a} mit z, > a = b := lim f(z]) exist.

wie oben n—oo

Nun ist

b=V < [fl)=b + [fG) =]+ 1f(e) - f(E)]
—_—————— —_—

<e/3 <e/3

fur n>N
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Nach Vor. exist. 6 > 0 mit |f(z) — f(w)| <e/3 V|z—w| <, z,we D —{a}

Fiir n > Mj ist offenbar |z, — 2},| < §, insgesamt

b—b|<e = b=V, dace beliebig.

Wir fassen nun alle Haufungspunkte mit D zusammen:

Abschlufs
Definition 9.5 :  Sei D C C.  Abgeschlossene Hiille von D : =

{z€C: ze D oder z HP.vonD}=DU{z:z HP. von D}

Schreibweise: D

In Worten: D = Limiten aller konvergenten Folgen mit Gliedern in D

Beispiele: 1) (a,b) =[a,b], [a,b] = a,b]
2) D:{zeC: |z—a|<r}=D={z€C: \z—algr}

Bemerkung: D C C abgeschlossen : <= D = D.

Wir suchen nun ein Kriterium dafiir, wann sich eine stetige Funktion f : D — R stetig auf D
fortsetzen 1a8t.

Definition 9.6 : f : D — C  heifit gleichmafig stetig auf D <=

Ve<0 36>0 |f(z)—fw)|<e firalle zweD,|z—w|<d.

Bemerkungen:

1) Das “§” ist unabhéngig von z,w, also gleichméfig bzgl. D.

2) ’f :D — C Lipschitz = f glm. stetig auf D
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3) f(z)=1/x ist nicht glm. stetig auf (0, c0):

27.. de>0 Vé>0 dz,y mit |zr—y|<d aber |f(z)— fly)]>e.

Wihle ¢ = 1. Setze y = 6, z = 3 = lt —yl < ¢ und
%—a: -6t =61>1, wenn 6§€(0,1).

Ist 6>1, sosetztman y=1,2=34(=|z—yl=13%<J).

4) offenbar: ’f glm. stetig auf D = f stetig an jeder Stelle a € D‘

Satz 9.14 : Ist f: D — C glm. stetig, so gibt es genau eine stetige Fortsetzung f : D — C :
von f auf D.

Beweis: Ubung

1) Eindeutigkeit: sei f; eine Fortsetzung, i = 1,2; 2z, € D — D; wihle 2z, € D mit

Zn — Zo_—
fi stetig

lim f(zn). = f1(2) = fa(2)

n—oo

fi(20)

2) Existenz: aus der Def. von glm. stetig folgt, dass die Cauchy-Bed. aus Satz 9.13 in jedem
H.P. a von D erfilllt ist == lim f(z) 3 in allen H.P. von D.
zZ—a

Da die Punkte aus D — D H.P. sind, konnen wir definieren:
. f(z), ze D
fz) = lim f(z), z€ D—D
T—z

3) zeige: f ist sogar glm. stetig auf D

Satz 9.14 beantwortet also das Problem der stetigen Fortsetzbarkeit in sehr allgemeiner Weise.
Wir schlieflen mit einem Satz, der die Bedeutung der Kompaktheit nochmals deutlich macht.

Satz 9.15 : f: D —C sei stetig und D kompakt = f glm. stetig.



§9. STETIGKEIT VON FUNKTIONEN 18

Beweis: Ubung  (indirekt!)
Ergénzung: Eine andere Charakterisierung kompakter Mengen

Satz 9.16 : D C C kompakt <= D beschrinkt und abgeschlossen (D = D)

Beweis: “="  Beschrinktheit wurde bewiesen; sei « H.P. von D. Z.Z.. a € D
Wahle 2z, # a, 2z, € D zn — a. D kpt. = 4 in D konvergente T.F.
{zl} c{zn} = a= lim 2], € D.

n—oo

"«<—=" Sei {z,} Folgein D; {z,} beschriankt B:W>

3 konvergente Teilfolge {2.}; a = lim 2l gehért zu D also zu D, da D = D nach
Vor. ]



