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Ubung 1.
Sei 2 C R™ eine offen, beschriankte Menge mit glattem Rand. Man beweise mit dem Satz von

Gauf:
/Aund)\:—/Vu-Vnd)\
Q Q

fiir alle u € C?(Q) und n € CL(Q), wobei A das Lebesguema und A = Y7 | 9;; den Laplace-

operator bezeichnet.

Losung 1.

Sei u € C%(Q) und n € CL(2). Dann gilt mit dem Gaufschen Integralsatz bzw. der ersten
greenschen Identitat

/Aund)\:/ 77Vu~ndS/Vu-V77d)\:/Vu-Vnd)\,
Q onN Q Q

da n]an = 0.

Ubung 2.
Sei €2 C R” eine offen, beschrankte Menge mit glattem Rand. Definiere

J: 1) - R, f»—>/\/1—|—|Vf]2d>\.
Q

Seien weiterhin f € C*(Q) und ¢ € C}(Q) so, dass mit
g R=R, e J(f+ev)
die Bedingung
g(0)=0

gilt. Zeigen Sie:

(1) Jo(L+ VP72V f-Vypdr =0,

i) div [ =) =

(ii) div (W) 0

(Hinweis : Benutzen Sie den Satz von Gauf.)



Losung 2.
(i) Es gilt

0 LI <) — (1))
:1/\/1+|Vf2—\/1+|Vf+ev¢y2d/\
€ Ja

Vf-Vy e[Vl
=2 dA dA
/Q V1I+ VR + 1+ |Vf+eVy? +/Q VI+ V2 + 1+ |Vf+eVy?
_VINVY dA
Q1+ |Vf]?

flir e — 0, wobei die Voraussetzungen zur Anwendung der Satzes iiber die Stetigkeit von
Parameterintegralen gegeben ist.

(ii) Der Satz von Gaufs (partielle Integration) liefert

/Qdiv v ¢dA:/@Q¢ Y -ndS—/Q ~ VP \ypar—o,

VIt VP V1I+IVE? V1I+IVE?

da 1|pq = 0 und Teil (i). Da dies fiir alle v € CL(Q) gilt und C}(2) C L?(2) dicht ist,
folgt

e (W) N
V1+ |V

Ubung 3.
Finden Sie alle Losungen der Minimalflichengleichung

(14 (02f)?) O11f — O1fOafOraf + (14 (81f)?) Do f =0,

die die Gestalt f(u,v) = ¢(u) + 1(v) haben und f(0,0) = 0 sowie 9;f(0,0) = 92f(0,0) =0
erfiillen. Die Flache heilt erste Scherk-Fliche. Zeigen Sie dazu zunéchst, dass ¢’ und 1)’ Losungen
der gewthnlichen Differentialgleichung

N =c(1+X) (ceR)
sind.

Losung 3.
Die Gleichung reduziert sich zu

(1+ @' (0)*)¢" () + (1 + (&' (w)*)¢" (v) = 0,

sodass " "
'w) _ P'(v)
L+ (@) 1+ @)
Da die linke Seite unabhéngig ist von v und die rechte Seite unabhéngig ist von v, sind beide
konstant zu einer Konstanten c¢. Damit folgt

P"'(u) = c(1+ (¢'(w)?) and ¢"(v) = —c(1+ (¥'(v))?).

Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt. Die Losung der Differentialgleichung

N=c(l+X) (ceR)



mit A\(0) = 0 ist
A(z) = tan(cz).

Damit erhalten wir
1 1
o(u) = —=log(cos(cu)) and ¥ (v) = —log(cos(cv)),
c c

d.h.

Fu,0) = 110g<

C

cos(cv))

cos(cu)

mit (u,v) € @ = {(u,v) € R? : |u+kZ| < E,|v+1Z| < & fir kI € Z mit

(mod 2)}.

k=1



