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Ubung 1.
Betrachten Sie Minimalflachen mit

oif =0.

Losungen der Minimalfldchengleichung dieser Gestalt haben die Form f(u,v) = up(v) + ¥(v).
Leiten Sie daraus die Gleichung
/ !/
(#51) =0
e°+1

her und bestimmen Sie damit die allgemeine Darstellung solcher Minimalflachen.

Losung 1.
Die Minimalflachengleichung reduziert sich zu

0 = —20(v)(up' (v) + ¥ ()¢’ () + (1 + (9())*) (up" (v) + " (v))
= u(=20(v)(¢'(v)* + (1 + (9())*)¢" (1)) = 20(V)¢ (V)Y (V) + (1 + (2(0))*)¥" (v)

=0 P2 (o () @+ (55) @)

(&) o ( ) O

fiir alle u,v. Fiir u = 0 folgt dann

und mit u # 0 schlieflich

Also gibt es ein ¢; € R, sodass

sodass
o(t) = tan(cg + c1t)

fiir alle ¢ und einer Konstanten cs. Aufserdem exisitert c3 € R, sodass

T+g2 ™

also

¢
P(t) = 0—3 tan(ca + c1t) + ¢4
1



fiir alle ¢ und einer Konstante c¢4. Insgesamt erhalten wir

f(u,v) = (u + 03) tan(ca + c1t) + ¢4
C1

fir alle (u,v) € €.

Ubung 2.
Seien S eine Fléche, p € S und F eine lokale Parametrisierung von S bei p mit F'(ug) = p. Zeigen

Sie:

(i)

(i)

(iii)

Zeigen Sie, dass
T,S = DF(ug)(R?) = Bild(DF(up)).

T,S ist ein zweidimensionaler Unterraum von R3, genannt Tangentialebene an die Fliche
in p.

T,S wird aufgespannt von den beiden linear unabhéngigen Vektoren 01 F'(ug) und 02 F (ug).

Losung 2.

(i)

Sei zunichst © € DF (ug)(R?). Dann existiert ein y € R?, sodass
x = DF(up)(y).

Da U offen ist (vgl. Definition lokale Parametrisierung), existiert ein € > 0, sodass ug+ty €
U fiir alle |t| < €. Definiere

r:(—e,e) = SNV, t = F(uy+ ty).
Dann gilt

r(0) = f(uo)
r'(0) = DF(uo)(y) = =,

sodass x € T),S.

Sei umgekehrt = € 7;,S. Dann gibt es einen glatten Weg 7: (—¢,e) — S mit r(0) = p und
r'(0) = z. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass Bild(r) C S NV. Dann ist

F=Fltor:(—ee)—=U
eine glatte Funktion. Setze y = #(0) € R2. Es folgt
(Fo#)(0)=1'(0) =z
und
(For)'(0) = DF(#(0))(7(0)) = DF(F~1(r(0)))(#(0)) = DF(F~(p))(#'(0)) = DF (uo)(y),

sodass
x = DF(ug)(y).

Damit ist « € Bild(DF(uo)).
Dies ergibt sich aus (i) und der Tatsache, dass DF'(ug) Rang zwei besitzt.

Dies ergibt sich aus (i), (ii) und der Tatsache, dass die Spalten von DF(ug) die entspre-
chenden Vektoren sind.



Ubung 3.
Sei F': Q — R3 eine Parametrisierung von S = F(£). Man setzt fiir (u,v) € Q2

81F X 82F

N(u,v) = m(%v)

und  Fi(u,v) = F(u,v) + ep(u,v)N(u,v)
fir e € R und ¢ € C°(Q). Zeigen Sie: Fiir |e] < 1 ist F, eine regulére Parametrisierung von
Se = F.(02).

Losung 3.
Es gilt
0; X =0, X + 5(81<pN + <p81N) = 0;,X +¢eR;

mit R; = 019N + 00; N € C.(2,R?) fiir i = 1,2. Weiterhin sehen wir, dass
(0:X, Rj) = —p (X, 0;;N)
fiir 4,5 = 1,2, sodass

E° = E° —2epL + €% || R1|?,
G° = G° — 2epN + €2 | Ro|?,
F=F° —2epM +€* (R, Ry).

Damit erhalten wir mit der Identitat auf Seite 31 im Minimalflichen Skript (S. 71 im Diffgeo
Skript)

det(GE) — g&g& _ (]:‘5)2 — det(G)(l — 4€(pH) + R = det(G) <1 - 4590H + de‘ﬁG)) )

wobei R € C.(Q) und R € O(g?). Da

. R
lim —deel + ey 0

und R/ det(G) € C.(Q), folgt die Behauptung mit det(G) > 0. (Hinweis : Zur Herleitung siehe auch
Seite 82f im Diffgeo Skript.)



