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Ubung 1.
Sei

X:R? 5 R, (u,v) — (2u, 2v,u? + v —1).

u? +0? +1
(i) Zeigen Sie, dass X ein parametrisiertes Flichenstiick ist.

(ii) Bestimmen Sie die Gaufabbildung N von X.

Losung 1.
Seien u,v € R.

(i) Es gilt
—2u 9 9 2
Xu(u, ’U) = m(?u,Qv,u + v — 1) + m(l,o,u)
2
= m(_UQ + 0?2 + 1, —2uw, 2u)
und
—2v 9 9 2
) = g G20+ = D 4 G (00 10)
2
= m(—?{ﬂ),u2 —v? +1,2v),
sodass
(X (11,0, Xo (1, 0)) = 0
und

2

ulw o)l =

= | Xy (u,v)|.

Wir erhalten damit
4

2 2
m(—2u, —2'[), 1—u*—v )

Xu(u,v) x Xy(u,v) =

und
| Xu(u,v) X Xy(u,v)| = | Xy(u, 0)[ | Xy (u,0)| = —5—5——35 >0

(ii) Mit (i) erhalten wir

N(u,v) = Xu(u,v) x Xy(u,v)

| X (u,v) x Xy(u,v)|



Ubung 2.
Zeigen Sie die Parameterinvarianz des Fldcheninhalts: Seien (2, Q zwei G~ebiete, X: Q — R3 eine
reguldre Parametrisierte Fliche, ¢:  — Q ein Diffeomorphismus und X = X o ¢. Dann gilt

/Q|XU(U7U)XX1;(U,’U)|dUdU:/Q‘Xg(’LNL,lNJ)XX{,(ﬂ,’LN)) da do.

Losung 2.
Sei (4, 7) € Q. Es gilt
5 T & T T
G = DX(a,ﬁ)DX(ﬂ,ﬁ) = DSO(a,ﬁ)DXgp(a,a)DXw(ﬁ,@)DSO(M)’

sodass .
det(G(ﬂﬂ;)) == det(DXZ(ﬂ,qj)DX@(ﬂ,f))) det(Dcp(ﬁj))Q.

Damit erhalten wir mit der Transformationsformel

/g‘alj( x ‘925(‘ dA = /Q \/mcu(a,@)

_ /Q \/det(DXg(M)DXQP(a’f,) ) [det(Dega.g)| dA(@, )

_ /Q \/det(DX(r—’;w)DX(u,v))d/\(u,v)

— /Q \/md)\(u, v)

:/ 101X x 0uX| d.
Q

Ubung 3.

Berechnen Sie die zweite Fundamentalform fiir Graphenflichen G, d.h. es sei Gy = F(£2) mit
F:Q —R3 (u,v) — (u,v, f(u,v)) mit einer geeigneten Funktion f. Fiir p € S und &,n € T,,S
ist

IL,(&,m) = —dNp(€) -0 mit N (p) = N(F~(p)).

Seien (ug,v9) € Q,z,w € R? und definiere p = F(ug,vo) sowie & = DF(ug,vp)z und n =
DF (ug,vo)w.

(i) Zeigen Sie, dass die folgende Beziehung gilt
ITy(€,m) = —(DN(uo,v0)z) - (DF (ug, vo)w).

(ii) Folgern Sie schlieRlich

D?f
I1,(&,m) = W(uo,vo)z S w.

Losung 3.
(i) Nach Seite 27 im Skript gilt

de(aiF(UO, 'Uo)) = &'N(Uo, 'Uo)
fir i = 1,2. Da dN,, linear ist, folgt

2 2
d./vp(f) = de <Z ZiaiF(’U,(), ’U())) = Z zi&-N(uo, 'Uo) = DN(’U,(), 'U())Z,

i=1 i=1



sodass

IT,(&,m) = —(dN(€),m)
= — (DN (ugp,v0)z, DF (ug, vo)w)

= —(DF(uy, UO)TDN(UO, v0)Z, W).

(ii) Da

1 0 1 —of
DF=10 1 und N = —0Oof
nf Oof VI+ 01?2+ @02\

gelten, folgt
1

i N3 = — i i
OiN3 (1—1—(61f)2+(82f)2)3/2(81f81 f+02f0a;f)
fir alle ¢ = 1,2 und damit
O f O1fOnf + OafOaif
OiN; = . + 0;
T e @i @ @
i f
— 0;fO;N:
BT
fiir alle 4,7 = 1, 2. Daraus ergibt sich
D2
DF(UO, ’U(])TDN(U(], ’U(]) = —H'fvf|2<uo, ’UO),
sodass
1

IT,(¢,m) = —(DF(ug,vo)" DN (ug,v0)z, w) =

VIHIVIP

(g, v0)(D? f(ug, v)z, w).



