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Übung 1.
Sei

X : R2 → R3, (u, v) 7→ 1

u2 + v2 + 1
(2u, 2v, u2 + v2 − 1).

(i) Zeigen Sie, dass X ein parametrisiertes Flächenstück ist.

(ii) Bestimmen Sie die Gaußabbildung N von X.

Lösung 1.
Seien u, v ∈ R.

(i) Es gilt

Xu(u, v) =
−2u

(u2 + v2 + 1)2
(2u, 2v, u2 + v2 − 1) +

2

u2 + v2 + 1
(1, 0, u)

=
2

(u2 + v2 + 1)2
(−u2 + v2 + 1,−2uv, 2u)

und

Xu(u, v) =
−2v

(u2 + v2 + 1)2
(2u, 2v, u2 + v2 − 1) +

2

u2 + v2 + 1
(0, 1, v)

=
2

(u2 + v2 + 1)2
(−2uv, u2 − v2 + 1, 2v),

sodass
〈Xu(u, v), Xv(u, v)〉 = 0

und
|Xu(u, v)| = 2

u2 + v2 + 1
= |Xv(u, v)| .

Wir erhalten damit

Xu(u, v)×Xv(u, v) =
4

(u2 + v2 + 1)3
(−2u,−2v, 1− u2 − v2)

und
|Xu(u, v)×Xv(u, v)| = |Xu(u, v)| |Xv(u, v)| = 4

(u2 + v2 + 1)2
> 0.

(ii) Mit (i) erhalten wir

N(u, v) =
1

|Xu(u, v)×Xv(u, v)|
Xu(u, v)×Xv(u, v) =

1

u2 + v2 + 1
(−2u,−2v, 1− u2 − v2).



Übung 2.
Zeigen Sie die Parameterinvarianz des Flächeninhalts: Seien Ω, Ω̃ zwei Gebiete, X : Ω→ R3 eine
reguläre Parametrisierte Fläche, ϕ : Ω̃→ Ω ein Diffeomorphismus und X̃ = X ◦ ϕ. Dann gilt∫

Ω
|Xu(u, v)×Xv(u, v)| dudv =

∫
Ω̃

∣∣∣X̃ũ(ũ, ṽ)× X̃ṽ(ũ, ṽ)
∣∣∣ dũdṽ.

Lösung 2.
Sei (ũ, ṽ) ∈ Ω̃. Es gilt

G̃(ũ,ṽ) = DX̃T
(ũ,ṽ)DX̃(ũ,ṽ) = DϕT

(ũ,ṽ)DX
T
ϕ(ũ,ṽ)DXϕ(ũ,ṽ)Dϕ(ũ,ṽ),

sodass
det(G̃(ũ,ṽ)) = det(DXT

ϕ(ũ,ṽ)DXϕ(ũ,ṽ)) det(Dϕ(ũ,ṽ))
2.

Damit erhalten wir mit der Transformationsformel∫
Ω̃

∣∣∣∂1X̃ × ∂2X̃
∣∣∣ dλ =

∫
Ω̃

√
det(G̃(ũ,ṽ)) dλ(ũ, ṽ)

=

∫
Ω̃

√
det(DXT

ϕ(ũ,ṽ)DXϕ(ũ,ṽ))
∣∣det(Dϕ(ũ,ṽ))

∣∣ dλ(ũ, ṽ)

=

∫
Ω

√
det(DXT

(u,v)DX(u,v)) dλ(u, v)

=

∫
Ω

√
det(G(u,v)) dλ(u, v)

=

∫
Ω
|∂1X × ∂2X| dλ.

Übung 3.
Berechnen Sie die zweite Fundamentalform für Graphenflächen Gf , d.h. es sei Gf = F (Ω) mit
F : Ω → R3, (u, v) 7→ (u, v, f(u, v)) mit einer geeigneten Funktion f . Für p ∈ S und ξ, η ∈ TpS
ist

IIp(ξ, η) = −dNp(ξ) · η mit N (p) = N(F−1(p)).

Seien (u0, v0) ∈ Ω, z, w ∈ R2 und definiere p = F (u0, v0) sowie ξ = DF (u0, v0)z und η =
DF (u0, v0)w.

(i) Zeigen Sie, dass die folgende Beziehung gilt

IIp(ξ, η) = −(DN(u0, v0)z) · (DF (u0, v0)w).

(ii) Folgern Sie schließlich

IIp(ξ, η) =

(
D2f√

1 + |∇f |2
(u0, v0)z

)
· w.

Lösung 3.
(i) Nach Seite 27 im Skript gilt

dNp(∂iF (u0, v0)) = ∂iN(u0, v0)

für i = 1, 2. Da dNp linear ist, folgt

dNp(ξ) = dNp

(
2∑

i=1

zi∂iF (u0, v0)

)
=

2∑
i=1

zi∂iN(u0, v0) = DN(u0, v0)z,



sodass

IIp(ξ, η) = −〈dNp(ξ), η〉
= −〈DN(u0, v0)z,DF (u0, v0)w〉
= −〈DF (u0, v0)TDN(u0, v0)z, w〉.

(ii) Da

DF =

 1 0
0 1
∂1f ∂2f

 und N =
1√

1 + (∂1f)2 + (∂2f)2

−∂1f
−∂2f

1


gelten, folgt

∂iN3 = − 1

(1 + (∂1f)2 + (∂2f)2)3/2
(∂1f∂1if + ∂2f∂2if)

für alle i = 1, 2 und damit

∂iNj = − ∂ijf√
1 + (∂1f)2 + (∂2f)2

+ ∂jf
∂1f∂1if + ∂2f∂2if

(1 + (∂1f)2 + (∂2f)2)3/2

= − ∂ijf√
1 + (∂1f)2 + (∂2f)2

− ∂jf∂iN3

für alle i, j = 1, 2. Daraus ergibt sich

DF (u0, v0)TDN(u0, v0) = − D2f√
1 + |∇f |2

(u0, v0),

sodass

IIp(ξ, η) = −〈DF (u0, v0)TDN(u0, v0)z, w〉 =
1√

1 + |∇f |2
(u0, v0)〈D2f(u0, v0)z, w〉.


