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Ubung 1.
Zeigen Sie, dass sich die mittlere Kriimmung H einer konform parametrisierten Fliche S = F(Q)
mit einer C2-Funktion F durch
_ N-AF
2|0, F?

berechnen lasst.

Losung 1.
Nach Lemma 3.1 gilt

(N,AF) = 2H(N,8,F x 0,F) = 2H |0, F x & F| = 2H |0, F|?

da
|01F x 0o F| = |0, F||8:F| = |8, F|?

auf Grund der Konformitat von F.

Ubung 2.

Seien F,G': 2 — R3 konforme Parametrisierungen von Minimalflichen F(€2) und G(£2) mit einem
Gebiet  C R2. Falls F + iG eine holomorphe Funktion ist, nennt man F und G konjugierte
Minimalflachen.

(i) Zeigen Sie, dass Helikoid und Katenoid parametrisiert durch
F(u,v) = (acosh(v) cos(u), acosh(v) sin(u), av)

und
G(u,v) = (—asinh(v) sin(u), asinh(v) cos(u), —au)

mit a > 0 konjugierte Minimalfldchen sind.
(ii) Seien zwei konjugierte Minimalflichen F(Q2) und G(2) gegeben. Beweisen Sie, dass
H; = cos(t)F + sin(t)G

fiir t € R ebenfalls eine konform parametrisierte Minimalflache ist.



Losung 2.

(i)

Fir (u,v) € Q gilt

O F(u,v) = (—acosh(v)sin(u), a cosh(v) cos(u), 0)
011 F(u,v) = (—acosh(v) cos(u), —a cosh(v) sin(u), 0)
02 F (u,v) = (asinh(v) cos(u), asinh(v) sin(u), a)

029 F(u,v) = (acosh(v) cos(u), a cosh(v) sin(u), 0)

01 G(u,v) = (—asinh(v) cos(u), —asinh(v) sin(u), —a)
011G(u,v) = (asinh(v)sin(u), —asinh(v) cos(u), 0)
G (u,v) = (—acosh(v) sin(u), a cosh(v) cos(u), 0)
029G (u,v) = (—asinh(v) sin(u), a sinh(v) cos(u), 0).

Damit sieht man sofort, dass
AF =0=AG

gilt und
01F % (u,v) = a® cosh(v)? = |0 F)? (u,v), |81G]* (u,v) = a® cosh(v)? = |9G|? (u,v)

sowie

(LF,0:F) =0, (0,G,0G) =0

erfiillt sind, d.h. F' und G sind konform parametrisierte Minimalflichen. Weiterhin gelten
61F = 62G und 82F: —61G,

sodass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind und F' und G konju-
gierte Minimalflachen sind.

Sei t € R. Dann gilt
AH; = cos(t)AF + sin(t)AG = 0,

sodass H; eine Minimalflache 1st Nach Blatt 4, Aufgabe 1 (b) wissen wir, dass F' genau
dann konform ist, wenn Zk 192 = 0 gilt, wobei ¢y, = 01 F®) —igy F®) (k = 1,2). Analog
ist G genau dann konform, wenn S5 _, ¥? = 0 gilt, wobei ¢, = 1 G®) —id,GH) (k = 1,2).
Da F und G konjugierte Minimalfléchen sind, folgt

U = 0,G%) — i0,G%) = —9, FF) — 9, FF) = (0, F®) — 59, FR)) = —ipy,
fir k= 1,2. Mit
e = (01 — i0y)H"
= cos(t)(0y — i02) F® + sin(t) (0 — i8y)G®

= cos(t) ey, + sin(t)yy
= (cos(t) — isin(t))pg

fir £ = 1,2 erhalten wir

[M]
Do

3
Z n? = (cos(t) — isin(t))?

k=1 k=1

sodass H; eine konform parametrisierte Minimalflache ist.



