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Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass keine stetig differenzierbare Funktion f : R2 → R existiert, die injektiv
ist.
(Hinweis : Mit f wäre auch f(0, ·) injektiv.)

Aufgabe 2

Sei U ⊆ Rn eine offene Menge, f : U → R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion und x0 ∈ U ein kritischer Punkt von f . Zeigen Sie: Ist die Hesse-Matrix Hf (x0)
invertierbar, so gibt es eine Umgebung U von x0, in welcher x0 der einzige kritische Punkt
von f ist.

Aufgabe 3

Sei Ω ⊂ Rn+m = Rn × Rm offen und sei f ∈ C1(Ω,Rn). Für einen Punkt (x0, y0) ∈ Ω
gelte f(x0, y0) = 0 und ferner sei die Matrix

A :=
∂f

∂y
(x0, y0) :=

(
∂fj
∂yk

(x0, y0)

)
j,k=1,...,n

invertierbar. Nach dem Satz über implizite Funktionen existieren in dieser Situation
eine offene Umgebung V von x0, eine offene Umgebung W von y0 und eine Funktion
ϕ̂ ∈ C1(V,W ) mit f(x, ϕ̂(x)) = 0 für alle x ∈ V .
Zeigen Sie, dass

Jϕ̂(x) = −
(
∂f

∂y
(x, ϕ̂(x))

)−1
∂f

∂x
(x, ϕ̂(x))

für alle x ∈ V gilt.



Aufgabe 4

Sei X der Raum der reellen (n×n)-Matrizen mit n ≥ 2. Untersuchen Sie, ob die folgenden
Funktionen f : X → R konvex sind:

(i) f1(A) = |A|p, p > 1 (|A| := (
∑n

i,j=1 a
2
ij)

1
2 ).

(ii) f2(A) = detA.

(iii) f3(A) = SpurA.

(iv) Die Menge U := {A ∈ X : detA 6= 0} ist offen.

(v) Die Abbildung
F : U → U, A 7→ A−1

ist beliebig oft differenzierbar.

(vi) Seien f : X → R die Determinantenabbildung und A ∈ X. Zeigen Sie, dass f zur
Klasse C∞ gehört und beweisen Sie

f ′(E)(A) = SpurA,

wobei E ∈ X die Einheitsmatrix ist.

Aufgabe 5

Gegeben sei die nichtlineare Gleichung

zx4 + 2x cos(y) +
√

2 sin(z) = 1.

(i) Zeigen Sie, dass eine offene Umgebung U ⊂ R2 von (0, 0), eine offene Umgebung
V ⊂ R von π

4
und eine C∞-Funktion ϕ : U → V existieren mit ϕ(0, 0) = π

4
und{

(x, y, z) ∈ U×V : zx4+2x cos(y)+
√

2 sin(z) = 1

}
= {(x, y, ϕ(x, y)) : (x, y) ∈ U}.

(ii) Berechnen Sie ∇ϕ(0, 0).


