Analysis III
WiSe 2021 /22

M. Fuchs



Inhalt

20 Hohere Ableitungen, Satz von Taylor, Extremwerte, Konvexitit
21 Umkehrsatz, Implizite Funktionen

22 Gewdhnliche Differentialgleichungen

23 MaBtheorie

24 MeBbare Funktionen

25 (Lebesgue -) Integration

26  Vektoranalysis: Kurvenintegrale von Vektorfeldern und 1- Formen,

die Sédtze von Gaufl und Stokes



20

Hohere Ableitungen, Satz von
Taylor, Extremwerte, Konvexitit

Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert.

X,Y endlich dim. R- V.R. , U offen C X
Situation :
f: U =Y differenzierbar

Dann definiert  f’ eine Abbildung U — L (X,Y), die jedem z € U eine lineare Abbildung
X — Y zuordnet.

Definition 20.1 : (2% Ableitung)

a) Ist f' diff bar an einer Stelle a € U, so heifit (f') (a) die 2% Ableitung von
fin a.

b) f heifst auf U 2mal giffbar, wenn (f") (a) an jeder Stelle a € U existiert.

Schreibweise:  f" (a) oder f® (a) statt (f') (a) bzw. D2f (a)

Interpretation von f” (a):

Def
per:>e

Sei Z =L (X,Y) f’(a): X — Z linear, also f"(a) € L(X,Z) = L(X,L(X, Y))

D.h.: | fiir jeden Vektor v € X ist f”(a)(v) eine lineare Abbildung X — Y,

kann also nochmal auf einen Vektor w € X angewendet werden.

(f” (a)(v)) (w) ist dann ein Element von Y.

Man schreibt: ’ " (a) (v,w) und interpretiert f” (a) als Bilinearform X x X — Y
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Bemerkungen :

1) <f” (a)(v)) (w) ist offenbar linear in v und w.

2) Wir geben gleich Formeln fiir diesen Ausdruck an.

Rekursive Definition von k-maliger Differenzierbarkeit:
UcC X offen, Y R-V.R., dim X,dimY < oo wobei Yy := L(X,Y;_1), Yo:=Y.

(beachte: Yy ist fiir alle £ endlich dim. IR-Vektorraum)
setze nun:  fO) = (fED) U S Y,

Definition 20.2 :

COUY) = {f: U=Y]| f stetig},
CYU)Y) := {f: U—=Y]| f existiert und ist stetig },
CHU,Y) = {f: U=Y| f® existiert und ist stetig },
C*U,Y) = ) CFUY).

k=0

Man kann sich (mit Induktion!) iiberlegen:
| f®)(a) kann aufgefaBt werden als k-lineare Abbildung X x ... x X — Y.

Kehren wir zuriick zu f”(a): X x X — Y.

Wir hatten definiert ( #"(a) ist lin. Abb. X — L(X, Y))
f@)v,w) = (f"@)©) ) (w),

EL(X,)Y)

und es sieht so aus, als ob man die Reihenfolge von v, w beachten miifite. Dem ist nicht so!

Satz 20.1 :

Sei f: X DU =Y 2-mal (total !) diff 'bar in a € U. Dann gilt fir alle v,w € X :

f(@)@w) = du(@uf)(@) = 0u@uf)a) = f'(a)(w,v)]

(Das ist einerseits eine Formel zur Berechnung von f”(a) (v,w) mit Richtungsablei-
tungen, andererseits bekommt man Vertauschbarkeit der Reihenfolge)



Analysis 111 5

f"(a) ist also eine symmetrische Bilinearform.
[zur Erinnerung : 90, f(x) = ﬁd‘o flz+tu) = f(x)u]

Korollar :

Sei f k-mal diff’bar auf U. Dann ist f*) (a) : X x ... x X — Y k-linear und
symmetrisch. Es gilt:

FP @) (or, o) = By Oy (- (00 f) ) ().
k-fach iteriert:RiChtungsabl.

Bemerkungen :

1)

3)

Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen im Euklidischen Fall
Seien X =R", Y = R™. Dann wissen wir:
Existenz nur von 0;(0; f) auf U fiir alle ¢, =5 0;(0;f) = 0;(0;f) (vgl. Analysis II)

Satz 20.1 zeigt dagegen:

P (x) existiert = 8;(8;f) (z) = 8;(8;f)(x) Vi, j

Wenn also in z die (totale) ote Ableitung existiert, so kann man bei allen gten partiellen
Ableitungen die Reihenfolge beliebig d&ndern.

| Dasselbe gilt sinngeméfifiir k-mal diff’bare Funktionen und k-fache partielle Ableitungen.

Wie berechnet man f” (x) im Euklidischen Fall ?

Sei X =R", Y =R (f R™wertig : analog!).
Nach unserer Interpretation ist f”(a) eine Bilinarform auf R" x R",
{e1,...,en} = kanonische Basis;

n n
v,w€e€R" = v = Vi€, W = Y, Wk ek
i=1 k=1

Damit: f(a)(v,w) = i:lvi wy, 0;(O f) (a)

Also:  f”(a) entspricht der symmetrischem Matrix

(5 (@)
= a
1<i,k<n Ox; 0xp, 1<i,k<n

(0:001) (@)

, der sogenannten Hesse-Matrix.

Fiir f*)(a), k> 2, bildet man eine entsprechende ” Multimatrix”.

Kriterien fiir die Existenz von f*) (a): s. Satz 20.2
(in Termen k% partieller Ableitungen)
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Beweis von 20.1 :

f:U—=Y sei omal  4iff'bar in a, d.h. (Def. von f"(a))

(1) hm ol | | f'(a+v)—f'(a)— f"(a)(v)] = 0, wobei f’(a): X — L(X,Y) linear.

EL(X,Y)!
Setze R, : Nullumgebung in X — L(X,Y),

0, v=0
R0 ={ 1 (s 0) ) - e, 020

GemsB (1) ist R, stetig in 0, und wir kénnen schreiben
() fla+v) = fa) - f'(@)v = [v|R(v)
Seien jetzt u,v € X beliebig. Fiir ¢ # 0 ist
H@ouna+t) - @0uh(@)}
Pl Hra+ @ - @]

(2) mit tv statt v

i H ltol Ra(to)(u) + (@) (t0) (u)

Linearitét von f”(a)(...)(u)

0] - Ra(tv)(u) + f"(a)(v) (u).

Also existiert hr% {(8 fa+tv) —( uf)(a)}, mit Wert f”(a)(v)(u).

Es folgt nach Def. der Richtungsableitung

(3)  0u(Ouf)(a) = f"(a)(v)(u)

und analog

(4)  9u(0uf)(a) = f"(a)(u)(v).
Zum Beweis der Symmetrie argumentieren wir heuristisch:
00uN@) = HOu) ) - 0u)(@)}
{%[ f(a+ tv+ su) f(a—i—tv)] - f[f(a—i- su) — f(a)”

= =

~
~

setze s=t

. {f(a—i—su—i—sv) — fla+ su) —f(a+sv)+f(a)}

1
2
=: S% - By(su, sv)

B,(4,?0) == f(a+a+70) — fla+a)— fla+9)+ f(a )‘
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Der Ausdruck B, (1, 0) ist symmetrisch in @ und 0, so dass f”(a)(u)(v) = f"(a)(v)(u)
und damit alles streng bewiesen ist wenn wir

(5) li_r>r(1) % Ba(su, sv) = f"(a)(v)(u)  zeigen kénnen.
zu (5) :

O.E. f R-wertig (sonst wihle Basis in Y und betrachte die Komponenten von f).
Seien u,v € X, § > 0 sei so klein, dass fiir 0 < s < ¢ : a+su, a+sv, a+s(u+tv) € U.
Sei ein s € (0,4) fixiert, @ := su, ¥ := sv.

Setze F(t):= f(a+tu+0)— fla+ta) fir 0 <t < 1.

= F'(t)= f(a+tu+0)(a) — f'(a+ ta)(a)
MWS F(1) — F(0) = Ba(su, sv) = F'(9) fiir ein 0 < 9 < 1
Also:
By (su, sv) = fla+du+0)(a) — f(a+ du)(a)
- f'(a+ 9@+ 0)(@) ~ f(a)(@) ~ (f'(a+93) (@) — f'(a)(@))
@ |04 + 3] - Ra(90 + 9)(@) + f"(a) (9@ + ) ()
— (193 - Ro(03)(@) + f"(a)(9)(@))
= (@) (0) (@) + [9a + 9| Ra(90 + 0)(a) — |[Pa| Re(Va) (@)
Bilinearité‘jt vonf”(a)

1

- 2{ £()(0) (w) + [P + o] Ra(9+0)(u) — [9u] Ra(93)(w) }

= & Ba(su,sv) = f"(a)(v)(u) + [Ju + v| Re(V+ 0)(u) — [Ju| Re(Va)(u)

und man erhéilt hﬁ)l 572 B, (su, sv) = f"(a)(v)(u)
S

gemésf ilgb Ry(w) =0.
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Satz 20.2 : (Kriterium fiir k-fache stetige Diff’barkeit)

Sei U C R"™ offen und f: U — R"™. Dann gilt:
feCHUR™) (dh fO ..., f®) ezistieren auf U und sind stetig)
)

fiir jeden Multiindex o € Nij, |a| < k, existieren die partiellen Ableitungen

ai a? Qn
71 = g (g (- (e 1))

und sind stetig auf U (a =(a1,...,an), o =01+ ...+ an>

Beweis :  (Induktion iiber k)

Satz 18.4 ergibt den Induktionsanfang fiir k = 1.

Beispiel :
Polynome und rationale Funktionen R™ — IR sind auf ihrem Definitionsbereich
unendlich oft differenzierbar.

Als Anwendung des Konzepts der hoheren Ableitung diskutieren wir nun

Taylor Formel fiir reellwertige Funktionen.

Satz 20.3 :  (wird in der Extremwertdiskussion eingesetzt, s.u.)

Sei U offen in R"™ und f € C**Y(U,R) fiir ein £ > 1. Seiv € R™ mit a +tv € U fiir
alle 0 <t <1, a €U fizierter Punkt.

Dann gilt: fla+v)= XZ: %f(k)(a) (V.. v) +Ra (V)
k fach

mit dem Restglied | Ru(v) = 2 f“ D (a +9v) (v,...,v)
: ——
41 fach

an einer geeigneten Zwischenstelle ¥ € (0,1).
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Bemerkungen :

1) f®)(b), b € U ist eine k-lineare Abbildung R™ x ... x R® — R; f®)(b)(w,...,w) heift,
k-mal den selben Vektor w in diese Form einzutrage]?.
(Erinnerung : f®)(b) = 0(dy . . . (O f) ...)(b) = %’“Io f(b+tw)

2) Es gilt folgende Integraldarstellung des Restglieds:

1
Ra(v) = % / (1—t)" Y (@ + to)(v,...,v) dt
©Jo
3) feC>®{U) = die formale Taylorreihe ) %f(k)(a)(ac —a,...,x—a),r €U
k=0

mit Entwicklungsmitte a ist bildbar

4)  fheifit reell analytisch auf U :<= jeder Punkt a € U hat eine Umgebung, auf der die
formale Taylorreihe gegen f konvergiert

Beweis von Satz 20.3 :

Benutze die Taylorformel fiir F(t) := f(a +tv), 0 <t <1 = F(1) = .... Die
Integraldarstellung 2) folgt aus der Darstellung des Restglieds von F'.

Lokale Extrema :

Definition 20.3 :

Sei U C R"™ offen und f : U — R

a) Ist f auf U differenzierbar, so heifit a € U kritischer Punkt von f,
wenn f'(a) =0 ist, also Vf(a) =0 (da f'(a)v = (Vf(a),v))
b) a € U heifit lokales Maximum (Minimum) von f
<~
dr>0: f(x) < (>)f(a) firale z € By(a)
(“strikt” , wenn < (>) fir x € By(a)—{a})

Satz 20.4 :

Sei f: U — R differenzierbar und a € U lokales Max. (Min.).
Dann ist a kritischer Punkt.

allgemeiner:

a lokaler Extremwert
= Oyf(a) =0 fiir jede Richtung v, fir die 0,f(a) existiert.
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Bemerkung :

Vf(a)=0 ?é a lokaler Extremwert (ist ja schon falsch fiir n = 1, x + 23)

Beweis von Satz 20.4 :

Sei a lokales Max —>
fla+tv) < f(a) V |t| klein genug

Also: 1 (f(a—l—tv)—f(a)){ ig’ iig —  9,f(a) =0.

Ist f diff’bar in a, so folgt 9, f(a) =0 fiir alle v, d.h. f’(a) =0.

Beispiel :
f(x,y) =23 +y> - 3zy auf U =R? f ist beliebig oft diff ’bar:
Kritische Punkte : g—i (z,y) = 322 -3y <0

o (wy) = 3> =3z = 0

= (0,0),(1,1) als Losungen.

in (0,0) liegt kein lokaler Extremwert vor:

esist  f(x,0)=2% >0firz >0
<0firz<0

d.h. f nimmt in jeder Umgebung von (0,0) sowohl positive als auch negative Werte
an.

f hat keine absoluten Extremwerte:

f(n,0) = nd — 00,
bei n — oo
f(=n,0) = —n? — -

Was passiert in (1,1)7

Um dies zu entscheiden, formulieren wir Kriterien mit der gten Ableitung.
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Einschub aus der Algebra :

X =R - V.R. endlicher Dimension,
B:X x X - R symmetrische Bilinearform (B(u, v) = B(v, u))
Q(v) := B(v,v) zugehorige quadratische Form.
Es gilt:
Q positiv (negativ) definit <= Q(v,v) >0(<0) Yv#0
...... (...) semidefinit <= Qv,v) >0,Qw,w) <0 Yo
Q indefinit <= Jo,w#0 mit Qv,v) >0,Q(w,w) <0

(man sagt auch: B ist ... definit und meint das zugehorige Q)

Sei X = R", A eine symmetrische (n x n) - Matrix, d.h. (v, Aw) = (Av,w)¥ v,w € R"

Bilinear form(symm.!
) ( )

bilde B(v,w) := (v, Aw Q(v) = (v, Av)

Wie entscheidet man, ob dieses @) definit ist?

Betrachte dazu:

A symmetrisch = 3 Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Figenvektoren
(also:  Av;=XNv; mit \;eR, i=1,...,n)

n n n
schreibe nun  w € R™ als w= Y au; = Q(w) = (w, Aw) = Y ojaj(vi, Avj) = 3 s> Ni,
i=1 ij=1 i=1

und damit kann man sich sehr leicht iiberlegen, dass gilt:
Q positiv (negativ) definit <= alle EW von A positiv (negativ)
K semidefinit <= ...... >0(<0)

Q indefinit <~ J EW >0 und <0

—  Wie schldgt man die Briicke zu lokalen Extremwerten?
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Sei f:U — R, U offen C R", von der Klasse C?, a ein Punkt aus U. Dann gilt:

1" & L 0% _ 92 f
pra = 3 vy o @ = (v (s @), )
+ A

mit symmetrischer Matriz A (Hesse-Matrix).

Nach Taylor ist:
flato) = fla) + (Vf(a)v) + 5 [® (a+v)(v,0)
= f(a) + (Vf(a),v) + 5 [P (a)(v,v)
+1 (1@ @+90) (v,0) = f@ (@) (v,0))  mit 9 € (0,1).
GemiiB Vorraussetzung ist f) : U — L(R™ L(R",R)) stetig, woraus unschwer folgt (—

Ubung!)

(1) Jim sup [fO(@)(w,w) ~ /O (@) (w,w)| = 0

Tr—a |w|:1
Sei nun a kritischer Punkt (Vf(a) = 0) und f®)(a) positiv definit. Dann folgt

(2) min f@(a)(w,w) =:c, > 0.

fw|=1

(wegen der Stetigkeit von w — f)(a)(w,w) und der Kompaktheit von {w € R™ : |w| = 1} )
Fiir v # 0 folgt nach (2)

rP(@)(,0) + 3 (FOa+00)(v,0) = FO(a)(v,))

D=

flatv) = fla) =

Y

2 2 sup [ £O(a+dv)(w,w) — O(a)(w,w)|.

lw|=1

Toffe — 3 v

Wéhlt man |v| < 0 mit passendem J, so kann man gemés (1)

< g
sup |...| < = ¢
w|=1 2
erreichen, also
1 2
flatv)=fla) < 7 cofo” Vvl <o

f hat also in a ein strenges lokales Minimum. =—
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Satz 20.5 :

Sei f € C?*(U,R), UCR"™, und a kritischer Punkt von f. Dann gilt:

i) f7 (a) positiv definit = a ist striktes lokales Min.

it) f” (a) negativ definit — 7 Max.
iti) f”7 (a) indefinit = a ist keine lokale Eztremstelle
Beweis :

(i), (i) v/
(i)  f”(a) indefinit = 3 Vektoren wuo,v, mit Linge 1 und
FP(@)(uoyue) < 0 < f®)(a)(vs,v0)

Daraus folgt fiir |¢| # 0 klein (diskutiere ¢t — f (a+tuo), f(a+tv,) als Fkt. R — R)
fla+tus) — fla) <0< fla+tv) = fla),

also kein Extremwert in a.

Bemerkung :

Die Kriterien sind nur hinreichend! f: ¢+~ t* hat absolutes Min. in 0, f”(0) = 0.

Korollar :

Sei f e C? (U,R). Dann gilt:

a lokales Max. (Min.) = f”(a) negativ (positiv) semidefinit

Beweis :

Sei a Max.  f”(a) nicht negativ semidefinit

= J o, |ve] = 1 mit f"(a)(ve,vs) < 0

= t— fla+tv,) = @(t) erfiillt ¢'(0) = 0 und ¢"(0) = f"(a)(vo,vs) > 0
= f(a) < fla+tv,) fiir [t| # 0 klein genug, Wspr.!
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Beispiel :

f(z,y) = 2*+y®—3zyin (1,1)

6

Pf Pf *f _ 5 £ 1) = (_3

a2 = % auoy

Zeige (— Ubung):

Eine symmetrische 2 x 2 Matrix ( Z I; ) ist

positiv definit < a>0 unddet >0
negativ definit < a<0 unddet>0
indefinit — det <0

hier: a=6>0, det =27 >0 = (1,1) lok. Min.

Bemerkung :

Die Matrix (8:??8];]- (a)) i jen heit Hesse-Matrix von f bei a.

Kriterien fiir Konvexitét:

Erinnerung :

U C R™ konvex; f:U — R konvexe Funktion <=
flta+ (=t y) < tf@+1-0f@y) Yayel 0t

(streng konvex, konkav ...)

Satz 20.6 :

Sei U CR"™ konver und offen, f:U — R diff bar. Dann gilt:

14

"

Graph davon ist Ebene in Rt durch (xo, f(x.))”Stiitzebene”
(i)  f konvex — f(x) > flzo) + (Vf(zo), x — x0) fiir alle z, ©o € U

(ii) f streng konver <= > analog fiir alle © # o

(iii) konkav (streng) analog
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Beweis : nur (i)
=" Sei f konvex.
Mit v:i=2 — o, t € (0,1) ist f(zo +tv) < t f(ao+v) + (1—1) f(xo)

—

=

(Flae+t0) = f(@e) < flaatv) = flao)
wndmit 1105 (Vf(ze)v) < f(z) — flao)
=" Wir wissen jetzt:  f(y+w) > f(y)+(Vf(y),w) VyeU y+wel.

Seien 1 # x2 aus U, t € (0,1)

setze zo:=t-x1 + (1—1t) x9, v:i=121 — 20
dann:  f(zo+v) > f(xo) + <Vf(xo), v> =

(1) fla) 2 f(ter+ (0= ) + (Vo))

analog:  f(ws) = f(70 + [—150]) = flwo) = 1 (V@) v) =
@) fla) = f(ter + 1-Da2) = 15 (VH), v)

Nun multipliziere (1) mit ¢, (2) mit (1 —¢) und addiere die Resultate.

Fiir C?-Funktionen lia8t sich Konvexitit, etc., einfach priifen.

Satz 20.7 :

Sei U C R™ offen und konvez, |f € C? (U)

(i) f konwer < f@)(z) positiv semidefinit fiir alle x
(ii) f@ positiv definit auf U = f streng konvex
(iii) “konkav”

(iv) “konkav”
Bemerkung :

Umkehrung in (ii)  falsch bereits fiir n = 1: t — t%, t € R, ist streng konvex.
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Beweis : nur (i)

="
Wihle z, # x aus U I o excistiert 0 € (0,1), so dass gilt:
f(x) = f(xo) + <Vf(mo), T — xo> + % i (xo +J(zx — :po)) (r — zo,x — o)
nach Vor. ist f”(...)(x — 2o, z —25) > 0
also f(z) > f(xo) + <Vf(mo), x — a:o>; nun benutze 20.6 .
“=": (indirekt)
@ nicht positiv semidefinit auf U
= Jz, €U und v € R", |v| =1, mit

72 (@2)(v,0) < 0.
Da £ auf U stetig ist, gibt es Bs(z,) C U mit
fP)(w,0) <0 VyeBs(o). (%)

Wihle t € R\ {0} mit |t -v| < §

Tayl.
und setze w 1= tv, x := o+ w € By(zo) gk

EBS(%)

1
f@) = flao) + (Vi(e), w)+ / 91 (oot sw)(w, w) ds
0

1
= (@) + (Vo). w) + 12 / (1 - )/ (2o + sw)(0, v) ds
0

< flwe) +(Vf(xo), w).

Da f konvex ist, widerspricht dies 20.6 1i).

—  Ubungen: weitere Beispiele!
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Umbkehrsatz, Implizite Funktionen

Problem :

Sei f: X DU — X gegeben, a € U.
Wie entscheidet man, ob f lokal bei a invertierbar ist?
Damit ist gemeint:

Wann existiert Bs(a) C U mit der Eigenschaft, dass f diese Kugel bijektiv
auf eine offene Umgebung V' von f(a) in X abbildet?

Im Falle einer positiven Antwort ist ( fl Bg(a)) : V. — Bs(a) definiert, und man

kann weiter fragen:

st (f|Bé(a))_1 auf V diff’bar ? (z.B. fir f e CY(U, X)) ?

Wir wissen dann ((f|35(a)>_1), (f(a)) = f'(a)~L.

Erinnerung :  “reeller Fall”

(%) I C R offenes Intervall, a € I, f € CY(I,R) mit f'(a) #0 (O.E. f'(a) > 0)
— J0>0: f >0auf (a—9, a+9), also f streng wachsend auf (a — 4, a+9).

17
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Satz

18

nach Satz 9.4 ist die Umkehrfunktion von f|_s 415y dann stetig, und Satz 11.6
ergibt die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion.

Im reellen Fall haben wir also eine vollstdndige Antwort auf unser Problem, und
der nédchste Satz zeigt, dass man im Allgemeinen die selben Resultate erzielen kann,
wenn man die Voraussetzungen () sinngeméif interpretiert, statt f’(a) # 0 wird man
verlangen

det f'(a) # 0,

denn es lassen sich ja bekanntlich nur regulire lineare Abb. invertieren.

21.1 : Umkehrsatz

Seien X,Y R-Vektorrdume mit dim < oo, U sei offen in X und f € CY(U,Y) fiir
ein £ > 1. Sei a € U und die lineare Abbildung f'(a) : X — Y sei bijektiv. Dann
bildet f eine offene Umgebung 2 von a in U homeomorph auf eine offene
Umgebung V von f(a) in'Y ab, und die Umkehrbildung g : V- — Q gehért zur
Klasse C*(V,Q) mit

J)=f'(z)7!, flz)=y, z€.

Bemerkungen :

)
2)

f'(a) : X — Y bijektiv heifit: dim X = dimY

wichtiger Spezialfall: X =Y =R"

dann lautet die Voraussetzung an f’(a) folgendermafen:

det (g—g(a)) #0

Der Beweis des Satzes benutzt zwei Hilfssdtze, die wir fiir den Euklidischen Fall formulieren.
Die Ubertragung auf beliebige V.R. ist trivial.

Lemma 1 :

Sei U € R" offen, f € CY(U,R™), a € U. Dann gibt es zu jedem £ > 0 ein § > 0
mit Bs(a) C U und

( fla) — f(y)‘ < (|| F(a)] + s) iz —y| < (lokale Lipschitz Bedingung bei a)

fir alle z, y € Bs(a). (|-] = Eukl. Norm, || -|| = Operatornorm)
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Beweis :

[ ist stetig = zue >0 3§ >0 mit ‘

I () —f’(a)” < e fiir z € Bs(a) C U.

Seien x, y € Bs(a) = (“Hauptsatztrick”)

4

@) -1@] = | [ 5

- |

f(x +t(y — x)) dt‘

— . O —

f (m +t(y — :B)) (y — o) dt‘

IN
Tt~

|

f'(a)

[+ iy =) dt-ly 2|

1

y=al+ [ [ #@rt—o) - F@] @t ly-=

0 '
< &, da a-+t(y—a)€Bs(a)

IN

|

Lemma 2 :

Die Voraussetzungen von Lemma 1 seien erfiillt mit , es gelte noch
det f’(a) # 0. Dann folgt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0, so dass

. 1
’f(a:) —f(y)‘ >(a—¢)lr—y| Vaz,y€ Bsla) mit a := W.

Bemerkung :

f'(a) ist invertierbar, also 1/Hf’(a)*1|] definiert.

Beweis :

Sei g(z) = f(x) = f'(a)(x) = ¢'(a) = 0;

benutze Lemma 1 fiir g:
’g(x) - g(y>) <elr—yl, =, y e Bsy)
also :

f@ = fy) = f@@=—y)+ (9 —9))

=
o
|
=
<
~
IV

F@@-y)|=clz—yl ()
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nun beachte :

F@) (@)@ - y)|
7@ @) - )|

— |f@@-a| = alz-y

lz—y| =

IN

—> Beh. mit (+)

Beweis von Satz 21.1 :

OE. X=Y=R" a€Umitdetf'(a) #0
1. Schritt :  Injektivitit von f auf Umgebung von a”

. . . . L 1 . L
definiere wie in Lemma 2: « := ORI und wéhle

setze Q := Bs(a) = f(l’l)—f(l‘z)‘ > %\azl—xﬂ, r1,T9 € €,

d.h.  fl|o ist injektiv.

2. Schritt : zeige V := f(Q) ist offen
La}lle dazu y; = f(z1) € V, 21 € Q, und betrachte eine Kugel Bs(z1) um z; mit
351 (1’1) c

Bs, (z1) =

setze  y := By, (1)
= f(09Q1) kompakt und y; € f(9€1) wegen der Injektivitidt von f.
= o := dist (y1, f(021) >0

20
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f(0h)
Y1

Behauptung : Es existiert eine Kugel um y; in V' (%)

Wir zeigen: By+(y1) C V = f(Q) mit 0* := o (genauer: By+(y1) C f({))
(%) heiBft:  zu y € By+(y1) findet man zo € Q mit f(x2) =y

Fiir y € By«(y1) und z € 05); ist

. * * g
’y - f(x)‘ > —ly —wnl+ ‘f(fﬂ) - yl‘ > dlst(f(391)7y1> —ot=o-—o' =75,
Wir definieren die Hilfsfunktion (bei festem y € By« (y1))
2 _
U(z) = )f(x) —y‘ .z e
Es gilt :
o2
T e CHQ)NCoy), ¥ > T auf 0Q, ¥ besitzt ein Minimum;
geméB (beachte die Wahl von y !)
2 2 yEB,x 2
U(z) = ‘f(xl) —y‘ = ‘yl —y) ! <(y1) (c*)? = UZ < Werte von ¥ auf 9

kann dieses Minimum nicht auf 9€2; liegen, es gibt einen inneren Punkt xo € (1 in

dem ¥ minimal wird, d.h.
V() =0 <= f'(22)(y — fla2)) =0

Laut Vor. ist det f/(a) # 0; f € C! garantiert det f’(z) # 0 fiir x nahe bei a, d.h.
wir konnen O.E. det f' # 0 auf 2 annehmen. Speziell ist dann f’(x2) reguldr und
aus f'(z2)(y — f(z2)) = 0 folgt y = f(z2), womit (x) bewiesen ist.

1
3. Schritt : ¢ := <f|Q) (V= Qist C°
Sei yo = f(zo) ein Punkt aus V, z, € Q. Da f in z, diff’bar ist, gibt es zu ¢ > 0
eine Umgebung B, (z,) von z, mit

1

@ — ]

IS8

= @) ]

| (@) = flae) = /(o) (@ — ) M

21
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fir x € B,(z,), wobei wir = Bs(a) wie schon vorher so klein machen, dass

f'(xo) invertierbar ist. Es gilt wie friiher:

1
o=

1f'(a)= M
Natiirlich ist auch f (Br(:no)) offen (Begriindung wie im oten Schritt), also gibt es

eine Kugel Bgr(y,) C f(BT(:L‘O)).
Nach Schritt 1 gilt :

J@ = yo | = Sle—wl VeeB(w). ()
—~— 2
=f(o)

Andererseits ist fiir y = f(z) € Br(ye) (= = € By(z))
9() = 9(yo) — f'(@0) ™ (y — o)
= vz~ [2) 7 (f(@) ~ f(z2))
= @) @)~ flwa) — @)@ —wo) |

— l9(y) — 9(yo) — [/ (o) "My — vo)|
< N o) - 1f () = flao) = f(20) (2 — o)

—
[
~—

1

< ge-alr— x|
(2

< e |f(z) —yol
= e ly—yol.

Also ist g diff’bar in y, mit ¢'(yo) = f'(20) 7" .
Alle weiteren Aussagen ergeben sich nun aus der Formel

g = (f’og)_l

unter Beachtung der folgenden Tatsachen :
1) f’ und g sind stetig = [’ o g ist stetig
2) Die Menge {4 € L(R",R") : det A # 0} =: R ist offen in L(R",R"™)
und die Inversion

I(A) := A1

ist stetige Abbildung R — R.

22
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Wegen g’ = I o f’ o g folgt Stetigkeit von ¢/, also g € C1(V,Q). Ist f € C?, so ist
f"o f € Cl; die Abbildung I ist C*° (da I(a) = rat. Funktion in den Koeff. von A),
also ist ¢’ € C' (nach Formel), d.h. g € C?(V, Q). Weiter schlieft man induktiv.

Korollar :  (Satz von der offenen Abbildung)

Sei U C R™ offen und f : U — R™ von der Klasse C!. f/(z) sei fiir alle Punkte
x € U invertierbar. Dann ist f eine offene Abbildung, d.h. fiir offene Mengen A C U
ist f(A) offen. Ist f zudem injektiv, so ist die Umkehrfunktion f=!: f(U) — U stetig

differnzierbar.

Beweis :

Sei U’ C U offen, y, € f(U'), also yo = f(x,) fiir ein z, € U’. Man wende den Satz
an auf f: U — R", f:= fly:

Nach dem 2% Beweisschritt gibt es eine Kugel B, (z.) die in U’ enthalten ist,

so dass f(B;(x,)) eine offene Menge ist.

Also ist f(Br(xo)> offene Umgebung von y, in f(U’), also f(U’) offen.

Die 2t€¢ Aussage ist klar.

Definition 21.1 :

Sei U C R" offen.

a) f:U—R"™ heifit regulér, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
i) f € CYURM
it) f injektiv
iii) det f'(x) #0 st fir alle © € U.
b) Sei V.C R™ offen. f: U — R"™ heifit ein Diffeomorphismus von U auf V,

wenn f requldr ist mit Bild f =V.
(Diffeom. der Klasse C* <= f Diffeom. und f € C*)

23
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Bemerkungen :

1) f reguldr xog f(U) offen, also f Diffeomorphismus von U auf f(U).

Satz 21.1 _ .
= ! regulir.

2)  f reguldr
3) wir haben gesehen:
f € CYU,R"M), det f'(z) #0 firallex € U =
{ jeder Punkt z hat eine Umgebung, auf der f injektiv ist (“lokale Injektivitét”),

Das reicht natiirlich nicht, um auf Injektivitit zu schlieen ! (d.h. f muf nicht regulér sein !)

Beispiel :

f(a,y) = e (cosy,siny), (z,y) € R?
(Bild f=7)

e’cosy —e’siny
f(x,y) = = det f'(x,y) =e2>* >0 iiberall

e“siny e®cosy

Dagegen ist f(x,y + 27) = f(z,y), also f nicht (global) injektiv.

— Ubungen: weitere Beispiele!
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Implizite Funktionen

ist ein Stichwort, das eine Methode zur Ldsung nichtlinearer Gleichungen beschreibt.
(genauer: Methode zur Beschreibung der Losungsmenge)

Situation :

U CR" offen f: U — R™ mit m < n; sel x, € U mit f(z,) =y, € R™.
Die Gleichung hat i.a. nicht nur die Losung ..

Frage :

Wie sieht die Losungsmenge {x € U : f(z) = yo} aus ?

Beispiele :

i) f:R?— R linear, f(x,y):=az+by, a,b€ R,
Ny = {(:U,y) cR?: f(x,y) = 0} ? (Nullstellenmenge von f)

Fall 1 : fEO:NfZIRZ

Fall2: f#0 = N;=Kern f hat dim1
Sei O.E. b#0:(z,y) €Ny <= y=—-7x
D.h.: Ny ist Graph von x +— —§ ©
M.a.W. :
Wir haben die Gleichung f(z,y) = 0 “nach y aufgelost”, d.h. y = y(x) als Funktion
von x geschrieben, was unter der Voraussetzung % = b # 0 moglich ist.

ii) f:R2 =R, f(z,y) := 2% +5?
Struktur von {($,y) eR?: f(z,y) = 1} ?
Es handelt sich um 1 - Kreislinie um (0, 0). Offenbar:

flx,y) =

r==1+/1—9y? bzw. y==+V1—22 (1,0)

Der Punkt (1,0) gehort zur Menge. In der Nihe von (1,0) kann man nicht nach y auflosen,
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Satz

26

also die Niveaumenge als Graph von y = y(x) schreiben, da zu x < 1 stets zwei y-Werte

gehoren. Man sieht allerdings unschwer, dass der schraffierte Bereich gegeben ist durch

(Vimi o) <uea)

Wir haben hier also noch die Moglichkeit, lokal bei (1,0) z als Funktion vony zu schreiben,

d. h. die Niveaulinie ist bis auf Drehung wieder Graph einer Funktion.

Beobachtung: % (1,0) = 2, % (1,0) =0

die Ableitung nach x ist bei (1,0) von 0 verschieden, und man hat bei (1,0) die eindeutige

Darstellung (z(y),y) fiir Punkte auf der Niveaulinie.
(Vermutung;: % # 0~z =2z(y); %:J; #0~y=yx))

21.2 : (Satz iiber implizite Funktionen)

Seien ,U offen im R™ und f : U — R™ wvon der Klasse C*. x, sei aus U
mit f(zo) =0, und f'(x.) € L(R™, R™) habe mazimalen Rand m.

O.E. seien die letzten m Spaltenvektoren von

ft...... Ot fU ol O f1
flae)=| ' ' m
Ofm.. ... Ot f™ O f™

d.h.: die Ableitungen von f nach den letzten m Variablen sind linear unabhingig.
Somit gilt: detd # 0.
Sei k:=n—m, und fir z € R" sei & := (z1,...,Tn-m) = (1,...,2k). Dann gibt es
eine offene Umgebung V von xo in U, eine offene Umgebung D von & in R, sowie
© € CY(D,R™) mit

afi

(1) det (@> rcicn FO0auf V
k+1<j<n

und

(2) {xEV:f(:U):0} = graph(p) = {(;fc,cp(a%)):ieD}
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RrR™

{z: f(=z) =0}

]Rk — Rn—m

Die Nullstellenmenge von f ist lokal bei z, als Graph tiber D C R¥ geschrieben: fiir € Nullstel-
lenmenge nahe x, gilt

Tn—m+1 — Tn—m+1 (331, ce 7xnfm)
Tn = L, (J,‘l, cee uxn—m)
Bemerkung :

ausfiihrliche Diskussion in Spezialfillen nach dem folgenden Beweis

Beweis von Satz 21.2 :

1
Bedingung (1) gilt fiir z, S Umg. U’ C U von z, mit (1) auf U’ ;

sei fir x € U’

) x , 1<i<k=n-—-m
F'(x) := ) ,i=1,...,n,
fik @) , k+1<i<n

Also: F: U — R", F(x):= (:L‘l,...,:Ek,fl(:L‘),...,fm(l')) = (i‘,f(m))
= F e CYU',R") mit

1 ... 0 0 ... 0
k
0 ... 1 0 ... 0 J
F'(z) =
onft o ft Ok ft .. Ouf!
m
Of™ oo ST Oy ST OnfT

* m
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Lagrange’scher Entwicklungssatz (“Késtchensatz”)

O/t .. Ouf?

= det F'(z) = 1-det () # 0

Oirf" o O

nach Wahl der Umgebung U’ von z,;

Satz 21.1 = 3 offene Umg. V von z, C U’ , so dass F(V) C R"™ offen ist;
G := (F|y)~! gehort zur Klasse CH(F(V),V).

Sei D := {m eRF: (£,0) € F(V)}

beachte :

a) f(zo) =0 = F(xo) = (Zo, f(x0)) = (&0, 0),
d.h. (2,,0) € F(V), also 2, € D
b) F(V) offen in R® = D offen in R¥

zusammen: D = offene Umgebung von &, in R”.

Weiter gilt folgende Kette von Aquivalenzen:

(xeV) f(r) =0 < F(z)=(2,0) <= &€ D und sz(F(x)) = G(z,0)

(*)

Setze also :
o(3) = (Gk“(:%,o), . .,G"(:;:,O)) .
eR™
Dann gilt :

() = 2= (2,0 @),
womit
{:cEV: f(:c):O} - {(a?,ap(:%)) : aEED}

bewiesen ist.

28
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Bemerkungen zu Satz 21.1 :

1) feCt mit £>1 = Auflssungsfunktion ¢ € C*

2) f(zo) = n mit n € R™ beliebig = die Niveaumenge (z : f(z) = n) kann entsprechend
bei

x, lokal dargestellt werden (klar: betrachte f — 7).
3) Seien irgendwelche m Spalten von f’(z,) linear unabhiingig, also z.B.

oft

O0Tq, ) 1<i,j<m

det( (o) #0 firl <oy <...<ay, <n.

Dann gilt :
es gibt eine Umgebung V von z, in U und Fkten M mit

{xEV: f(x):O}:{:L‘EV: xaj:)\j(i), jzl,...,m},

wobei Z € R"™™ die Variablen mit Index # «; zusammenfaft.

Indem man in R" eine geeignete Variablentransformation vornimmt, kann man stets die
Situation des Satzes herstellen. Die Transformation besteht darin, die Variablen umzu-
nummerieren.

4) Die im Satz vorkommende Funktion heifit “implizit definiert”, da sie durch die Eigenschaft

(+) f(ﬁv,go(@)) - 0,#€eD,

festgelegt wird. Auch wenn man sie nicht kennt, kann man ihre Ableitung ausrechnen:

Die Kettenregel ergibt aus (x)

1 0o ... 0
0=/ (&e@)e| o ... 1 | @

81(p1 vee e 8k<p1

O1™ O™

.....
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Daraus folgen die Gleichungen
n . .
3 (%fl(i,(p(i')) 9, oM (@) = —9; fi(&), i=1,....m, j=1,..., k
l=n—m-+1

Vermoge der im Satz verlangten “Rangbedingung” kann man dieses System nach den

Ableitungen von ¢ auflésen (— vgl. Spezialfall m = 1)

5) Spezialfall m =1 :

f:U—=R, UCR" sei C'; 2, € U mit f(z,) =0

of

Randbedingung <= Vf(z,)#0 <= 3FJie{l,...,n}: e

(z5) #0

Dann sagt Satz 21.1 :

3 Umgebung V von z, in R",
3 Umgebung C von (xl,... 251 20t .. 2%) in R Y
3 C'-Abbildung ¢ : D — R mit

{xGV: flz) = 0}

= {(xl,...,xi_l,gp(wl,...,%i,...,xn),le,...,xn) : (xl,...,x/,...,:cn) in D}

;te Stelle

mﬁ heiit: die Variable x; kommt nicht vor.

Im Satz ist ¢ = n angenommen. Dann lautet das Ergebnis:

NinV = {(ml,...,xn,l, gp(:rl,...,xn,l)): (:Ul,...,mn,l)eD}

(Nf = {x eU: f(z) = 0} Nullstellenmenge von f)

Fiir i = n hat man also die Graphensituation x,, = ¢ (z1,...,2,—1) fiir andere i gilt dies

erst nach einer orthogonalen Transformation.

Wir berechnen nochmals die Ableitung der impliziten Funktion ¢ im Fall %(mo) #0:
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0 = f(.%’l,...,.%n,l,go(.l‘l,...,iﬁn,l)) — (521,
0
0 =
896[( )
= anaj?(:c x o(z x ))
— axj 1y--+ydn-1, 1y---s4n—1
.i('teK (
j omponente von | Z1,...,Tn—1,¢ (z1,...
oxy
_of 9 of
= el 81'8()0(1’1,...,1‘”,1)4- aw(...)
0 0
- mg@(xl,...,xn_l):—ai(xl,...,xn_1,4p(x1,...
f=1,...,n—1. “ partiell Dgl. fiir ¢ 7
6) noch spezieller : n=2 m=1

f:R2DU — R sei C! mit f(wo,y,) = 0 fiir ein (zo,y,) € U.

Fall 1: 9L (0,50) # 0

(a:o,yo) Nf

Graph ¢

{(a:,y) eU: f(z,y) = 0} N Umgebung von (2o, yo)
—
= Graph von ¢ : I — R, I = Intervall um z,

dann gilt :
f <t, (1)

— 0= 4 f(te®) = (Le®) + O (1 o)
—

N———
|
(@)

s
o
=
~

a$n71))

7xn—1))_1 :

of

aa}g o)
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Fall 2: %L (25,y0) # 0

Yo (o,yo)

To

—> Ny N Umgebung von (zo,yo) = {(‘li(t), t): te J}

hier kann man Ny bei (2o, y,) nicht als Graph {iber der z-Achse schreiben, Ny ist Graph
iiber der y-Achse

V(1) = gﬁ (\Il(t),t).

Man beachte :

: : O, o
e die Gleichungen ¢’ = —W}c(-,ap) bzw. U = —%(\P,-)

sind — gewohnliche Differentialgleichungen fiir ¢ bzw. ¥

o gemiBl Ny = Graph ¢ bzw. Ny = ¢ (U(¢),t): t € J; lokal bei (zo,ys) ist IV
! ¥ f !

eine glatte Kurve zumindest in der Nihe von (2o, o).

7) ebenfalls speziell :  m =1, n = 3 (Flichen in R3)

jetzt: (%o, Yo, 20) = 0 fiir einen Punkt (xo, Yo, 20) € U

Graph ¢
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Ny N Umg. von (%o, Yo, 20) = {(m,y,g@(x,y)) (x,y) € D},

%(xmym%) #0 =
D = Umg. von (2o,9%,) CR?, ¢: D — R

Ny = Flidchenstiick (Graph ) lokal bei (2o, Yo, %o)

8) wichtig fiir Anwendungen : n =3, m =2 (Kurven in R3)

Sei F'=(f,9):R}*DU — R2, F(2o,¥o,2) = (0,0), dann ist

(x) F(x,y,z) = (0,0) Gleichungssystem in 3 Variablen

Vorstellung :
f(z,y, z) = 0 beschreibt Fliche 1

= (%) ist Schnitt der Flichen, also eine Kurve.
g(x,y, z) = 0 beschreibt Fliche 2

Genauer :

F’ habe in (zo, Yo, 20) maximalen Rang, etwa

Oyf 0.f
det (Zoy Yo, 20) # 0
ayg azg

= es gibt eine Funktion I — R?, t — (np(t), @(t)), I = Intervall um z,, mit
Nr N Umg. von (%o, Yo, 20) = {(t,gp(t),@(t)) tte I}

[T — R T(t):= (t (), @(t))v

Ouf O.f
In den Féllen det (Toy Yo, 20) # 0,..n... gelten analoge Ergebnisse.

Org 0.9

— Ubungen : weitere Beispiele !
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Untermannigfaltigkeiten des R

lassen sich gut mit dem impliziten Funktionensatz beschreiben.

Definition 21.2 :

Seien 1 <k<n, 0 #M CR"™ und ¢ € N.

M heifst k-dim. Untermannigfaltigkeit der Klasse C* von R", falls gilt :

Zu jedem xo € M gibt es eine (in R™) offene Umgebung U von x, und eine Abbildung
® € CHU,R"*), so dass

(i) Rang D® =n —k auf U
(ii)) M NU={xeU: ®(z)=0}.

Lo

Spezialfall :

Sei k=n—1, ®c C*U,R) und die Rangbedingung bedeutet: V& # 0.

(n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten heifien auch Hyperflichen.

Beispiel :

M:{xGR”: ]x\:l},n22

d(z):=|z* —1; VO®(x) =22 =0 <= =0, welches nicht zu M gehort

eCoe
also :
M ist Hyperflache in R”, namlich die Oberfliche (der Rand)

der Einheitskugel bzgl. der Euklidischen Metrik.

Rang D® =1laufM — {
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Bemerkung zu Def. 21.2 :

1) es wird nicht verlangt, dass man global mit einer Abbildung ® auskommt.

2) man nennt 21.1 die implizite Def. einer Mannigfaltigkeit :

sei o, € M, wahle U, ® wie in der Def., nach Vertauschung der Variablen in R"™ kann man
erreichen:

Op1® ... 0,00
det : (xo) #0
Oy 1@ % .. 9,0nF

Satz 21.1 { 3 Umg. U’ von z, in R™ und eine Umg. W von &6 = (z{,...,zf) in R,
=

sowie eine Funktion f: W — R» %

M AU = {(@,f(ﬁc)) G W} — Graph f, Projektiongs (M NU") =W

]Rn—k

U/
M
Lo
To W R*

M.a.W. :
M ist k-dimensionale Mannigfaltigkeit C R"

)

M ist lokal, bis auf Spiegelungen in R",
Y4
Graph von Funktionen R¥ 5 D <5 R™ %, D offen
Beispiel :

n=2, f($7y>:x2_y2
Setze M, = {(x,y) e R%: f(z,y) :c}, ceR
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c=10 fire>0

M, = Schnitt der beiden Winkelhalbierenden,

bei (0,0) ist die Rangbedingung verletzt (V f(0,0) = (0,0))

= M, keine Mannigfaltigkeit;

Sei ¢ > 0, fir (z,y) € M. ist Vf(x,y) = 2(x, —y) # (0,0), da (0,0) & M,
= Rang f' =1 auf M., M, ist 1-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(]

Weitere Beispiele ergeben sich aus der folgenden alternativen Beschreibung fiir die wir den
Begrift der reguléiren Abbildung etwas erweitern miissen.

Definition 21.1* :

Seien k < n sowie W offen in R¥. Eine Abbildung ¢ : W — R" der Klasse C' heiBt
regulire Abbildung, falls gilt :

(i)  ist injektiv
(ii) Rang Dp =k
(iii) o=t: (W) — W ist stetig

Bemerkungen :

1) Fiir k = n ist iii) automatisch richtig, dann ist ¢(W) offen und ¢! € C!
(nach Umkehrsatz).

2) Natiirlich kann man auch ¢ der Klasse Cf, ¢ > 1, betrachten.
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Satz 21.3 : (Beschreibung von Mannigfaltigkeiten)

Seien ) £ M C R"™, 1 <k <n undf € N. Dann sind dquivalent :

(i) M ist k-dim. Untermannigfaltigkeit der Klasse C*
(i) (Reguldre Parametrisierungen)

Zu jedem xo € M gibt es eine Umgebung U C R", eine Umgebung V wvon 0 in
4
RF und eine regulire Abbildung ® : V U mt MOU = (V).

Rn

Lo

Rk

Man nennt ® eine lokale Parametrisierung oder eine lokale Karte von M
bei xo. Eine k-dim. Mannigfaltigkeit entsteht also durch Verformen von k-flachen
Stiicken V' C R* mit reguldren Abbildungen in den R™.

(iii) (Beschreibung durch Diffeomorphismen)
Zu jedem xo € M gibt es eine offene Umgebung U von x, in R, eine offene

Umgebung W von 0 in R"™ und einen Diffeomorphismus ¢ : W — U der Klasse
Ct mit gp(Wﬂ (RF x {O})) =UNM. (Durch ¢~" wird M lokal geradegebogen.)

Beweis :

Wir erwéhnen nur, dass (i) = (¢i) direkt aus dem Satz iiber implizite Funktionen
folgt.
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Standardbeispiel fiir (ii): regulére Kurven (mit injektiver Parametrisierung)

®: (a,b) — R™ sei C* und injektiv mit ®'(¢) # 0 fiir alle ¢

= & ist reguléire Abbildung im Sinne von Def. 21.1;

frither haben wir von reguldren Kurven gesprochen;

durch Umtransformation von (a, b) auf z.B. (—1,1) kann man -wie in (ii) verlangt-

erreichen, dass ® auf einer Nullumgebung C R definiert ist.

Regulidre Kurven C R™ mit injektiver Parametrisierung
sind also 1-dim. Untermannigfaltigkeiten.

Bemerkung :

dass V C RF als Nullumgebung gewihlt wird, hat lediglich technische Griinde!

Tangentenvektoren/ Tangentialraum

Definition 21.3 :

Sei M eine k-dim. Mannigfaltigkeit C R™, x, € M.

(i) v € R™ heiffit Tangentenvektor an M in x,
es gibt eine C1-Kurve v : (—=9,0) — R™ mit
¥(0) = zo, 7' (0) = v und v(t) € M fir alle t.

M

(Die Kurve v muss in M verlaufen)

Lo

(ii) Ty, M = Menge aller Tangentenvektoren an M in xo heifit

Tangentialraum an M in x..
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Bemerkung :
’y(t) =z, o konsta:nt§ Kurve 0c TxOM
Satz 21.4 :

Sei M k-dim. Untermannigfaltigkeit von R", x, € M.

Dann ist Ty M ein k-dim. Vektorunterraum von R™.

Beweis und Darstellung von 7 M :

(i) Schreibe M gemif 21.3(ii), lokal bei z, als
MNU,, =®(V,), ®:V, — U(x,) regulir,
®(0) = x5, Vo = Nullumg. in RE, U,, = Umg. von z,
Sei {e1,...,ex} := Standardbasis in RF;
setze I'j(t) =te;, i=1,...,k
= ~i(t) = @(Fi(t)), te(—94,0) (Kurvein M durch z,)
= 7}(0) = DP(0)(e;) = §3-(0) € Ty, M.

€;

Lo

Also :

0d
(‘3xi

0) €T, M, i=1,....k

umgekehrt :

Seiv e T, , M Dek = v'(0), v Kurve in M durch z, passend gewiihlt.

Setze ['(t) := &1 ('y(i)) (Kurve in R* durch 0)

k
= I7(0) = >  aje; mit gewissen a; € R (Diff 'barkeit folgt aus Konstruktion von & !)
i=1
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Also :
UL
=~ (0) = —(Pol)(t) = i
0=70) = (@D = Sz 0)
Ergebnis : T,,M = Span {8—‘1’(0) a—‘I’(O)}
—or- " To or ’ ) Oxy,
= Bild D®(0)

(ii) Schreibe M geméif Definition von Mannigfaltigkeit als Nullstellenmenge
MnU,, = {x elU,, : f(x)= 0} mit f: Uy, — R" % Rang Df =n — k.

~(t) ist Kurve in M durch x,

—  fi(vw) =0, i=1,....n—k
L (Vo)A (0) = 0, ik
D.h. :

v €Ty M <= vIVfix,), i=1,...,n—k.
Man setzt
1
(T%M) = Normalraum zu M in x,

Dann folgt :

(Tet) " = Span { T4 oo VR Ga)}

und wir sehen nochmal

1
dim (T%M> —n—k = dimT, M = k.
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Spezialfille :

1) SeiM:{er:g(a:):O}, UC]R"offen,aufg:UcﬁllR, Vg(z) # 0 auf M.

Dann ist :

Vg(z,)

T, M= V()|

Beispiel :
Sn-1 = {x eR™: |af? = 1}
g(z) :=|z|> -1 = Vg(x)=2x #0 auf S 1

— (szn—l)l - {)\x A€ R}.

2) Hyperflichen in Graphenform :

Sei M = {(x,p(m)) rx € Q}, Q Cc R ! offen, p: Q “R
Tangentialraum 7\, ;)M wird aufgespannt von

Oi(w,p(2)) = (eis0ip(2)) = { (1.0-,0,000(0)),- -, (0,0, 1, ap(a) ).

bei 2 Variablen x,y :

oy p(ay)M = Span {(1,0,63;,0(:6,3/)), (0, 1,0yp(x, y)) }
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(Noch eine) Anwendung des Begriffes “Mannigfaltigkeit” :

Extrema mit Nebenbedingungen, Lagrange’sche Multiplikatoren

Ausgangspunkte :

(I) Wie bestimmt man lokale Extrema von fly ¢

hier: M = k-dim Untermannigfaltigkeit von R" C U offen, f € C*(U,R)

Notation :
3 Umgebung V von z, C R™ mit

To ist lokales Max. von f|yr <=
fl@) < flaeg)VeeVNM

Die fiir freie lokale Extrema notwendige Bedingung V f(z,) = 0 jetzt nicht erfiillt:

Beispiel :
flz,y)=z+y, M= {(cost,sint) te [0,2%]} =5t
M kompakt, f stetig = Max. und Min. von f|j; existieren,
aber : Vf(z,y)=(1,1) #0 auf M

(I) ©C R offen, © kompakt, f € (CHQR) N C°(QR),

M = 09 sei (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit

Wie findet man Maz. und Min. von f auf Q ¢

im Inneren :
Vf(z) = 0 ist notwendige Bedingung

am Rand :
liegen Max. und/oder Min. auf M := 02, so bestimmt man zunéchst die
lok. Extrema von f|y; (Tabelle + Vergleich der Werte f(z) liefert
die gesuchten Grofen).
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Losung des Problems (II)) :
Sei dim M = k, x, € M sei lokale Extremstelle von f|y;, D C RF offen,

wihle regulire Parametrisierung ¢ : D — R"™ von M bei x,, 0.E. ¢(0) = z,.

To

= fop:D — R hat eine innere lokale Extremstelle bei 0 € D

— V(feop)(0)=0

— <Vf(;co), %¢(0)> —0,a=1,...,k

= |V e (zu) |

(ersetzt die im Innern vorliegende Bedingung V f(z,) = 0)

Umformulierung von (1) :

Schreibe M NV = {x eV :glx) = 0}
mit einer Umgebung V von z, in R" und g : V.— R* %,

L
Rang Dg=n—k = (Txo) = Span {Vgl(a:o), ce Vgn,k(xo)},
und nach (1) gibt es eindeutig bestimmte \; € R mit

Vi) = S V)| (@)

i=1

(2) besteht aus n Gleichungen mit den Unbekannten zl,..., 2%, Ai, ..., A\p_k.

Ergénzt man (2) noch durch

g (20) =0, i=1,....,n—k (3),

so hat man Ubereinstimmung in der Zahl der Variablen und Gleichungen.
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Satz 21.5 : (Lagrange’sche Multiplikatorenmethode)

Sei U C R™ offen, f € CY(U,R), g € CYU,R" %), M := {:L‘ elU:g(x)= 0},
Dg habe mazimalen Rang auf M. Hat dann f|pr: M — R in a € M ein lokales
Extremum, so gibt es Ay,..., \p_r € R, so dass fiir die Funktion

G:U—= R, Gx) = f(zx) — nik X\ig'(z), der Punkt a ein kritischer Punkt ist,
d.h. VG(a) = 0. -

Al, .-y An—k heiflen Lagrange Multiplikatoren.

Beispiel :

Sei M = {(z.y) € R? 1 a® + 32 =1}, f(z,) = 2% + ", (3,) € R
gesucht : Max. und Min. von f|ys

Sei g(x,y) =22 + 9% — 1.
Notwendige Bedingung:

Vf(z,y), Vg(z,y) sind linear abhiingig <= (622,4y%) = X (2z,2y) mit A € R

Fall1 : A =0

= (62%,4y3) = (0,0) = z=0und y =0
unmoglich, da g(z,y) = 0 gelten muf
Fall2 : A#0

Unterfall a : £ 0 und y # 0

622 =2\z = =3z

43 =2y = A\ =2

= 3z =2y°
Nun betrachte 22 + y> =1, d. h. y?> =1 — 2?2

Einsetzen :
3r=2-217 < 2’+3x-1=0

_ 3 /9 _ 3 5

x = —2 entfallt !
Also :

T = x2+:y2>:1 y==
Unterfallb: z =10

= y==l1

N[ =
)
5
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Unterfallc : y =0
= ==l

Nun lege man eine Tabelle an :

(x,y) | (0,1) (0,-1) (1,00 (-1,00 (1, %) (G, —%)

f@y) | 1 1 2 -2 £ s
T T
max min
Bemerkung :

Man kann natiirlich jetzt noch untersuchen, ob die anderen Punkte lokale Extrema
sind.
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Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung k > 1 hat die Form
) F(ey@) @), yP@) =0

mit gegebener Funktion F : I x RF*! — R, hierbei bezeichnet I C R ein offenes Intervall.
Es handelt sich also um eine Relation zwischen z, y(z), 3/ (z), . ..,y®) (z) auf I.

gesucht : eine k-mal diff’bare Funktion y : I — R, so dass (x) gilt fiir alle x € I.

Beispiele :

(i) y(z) = e® erfiillt y/(z) = y(x), d.h. mit F(z,a, ) := 8 — « gilt: F(w,y(m),y’(w)) =0.
(ii) Die Funktion y(x) = sinz, bzw. y(z) = coszx erfiillen " (z) = —y(x) auf R
hier: F(z,u,v,w) :=w+u = F(az,y(m), y'(x), y”(x)) =0.

In diesen Beispielen héingt I’ nicht von x ab — autonome Differentialgleichung.

Bemerkungen :

1) Sind F = (FY,...,F™), y= (y',...,y") vektorwertig, so heifit (*)
ein System gewohnlicher Differentialgleichung der Ordnung k.

Beispiel :

/
y(x) := (sinz,cosz) 16st das Gleichungssystem { Z;,l
2

Wie sieht F' hier aus ?
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2) Was bedeutet gewohnliche Differentialgleichung ?

y =y(x) h dngt nur von einer reellen Variablen ab, im Unterschied dazu :
partielle Differentialgleichungen sind Relationen, die zwischen einer Funktion

w(x1,...,x,) und ihren partiellen Ableitungen bestehen, z.B. :
N 9% 9 0% .

> 5.2 =0oder v— 5.2 =0 firv=v(t,21,...,2n)
i=1 1 i=1 1

Theorie dazu ist viel komplizierter — Hauptstudium !
3) gewohnliche Differentialgleichungen beschreiben :

e Bewegungsgleichungen in der Physik
e Reaktionsvorgénge in der Chemie

e Evolutionsmodelle in der Biologie
y(t) = Anzahl der Mitglieder in einer Population zur Zeit ¢;
y'(t) = Anderungsrate
Literatur : Braun, Differential Equations and their Applications, Springer

4) kann man (x) nach der héchsten Ableitung auflésen, also die Form
(+x) y®(2) = f(z,y(2),y'(2),....y* V(2)), 2 € I, erreichen,

so spricht man von einer expliziten Differentialgleichung kter Ordnung

Explizite Gleichungen und Systeme ter Ordnung

betrachte v/(z) = f(z,y(x)), = € I (f gegeben)

uninteressanter Fall :
f héngt von y ab, d.h.
Hauptsatz

y(z)=f(z), xel =" "ylx)=c+ f f(t)dt, falls f stetig.

Hier gilt : ¢ € R, z, € I beliebig.
Man sieht direkt :

Ist x5 € I gegeben und sucht man eine Losung y, die zur Zeit z, den Wert n
annimmt, so gibt es nur genau eine Losung.

Allgemeines vorweg :

e Differentialgleichungen miissen keine Lésungen haben!

(y(@) — 2+ (¢ (2))? = 0 = {% — oM™
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e Differentialgleichungen kénnen viele Losungen haben!

Beispiel :

fl@y) = Y% (zy) eR
y(x) = flz,y(x))

wo(z) == 0
oder V,(z) = 5(z—a) a€R,
Up(z) ,z<b
0 b<zx<ec b<ec
Ue(z) ,x>c

oder Wy .(x)

speziell :

0o, Vo, Uy . (b <0 < c) erfiillen alle das Anfangswertproblem

y' (@) = /y(@)? mit [y(0) = 0

unser Ziel :

Bedingungen an f(z,y), die die Existenz von Lésungen zu y'(z) = f(x, a(z)) garantieren.

Definition 22.1 :

Sei G C R x R"™ offen und f : G — R"™. Wir schreiben (z,y) = (z,y1,...,yn) fir

die Variablen von f.
i) f heifit (partiell) Lipschitz stetig bzgl. der y-Variablen
= 3L20: |fl@y) — f@p)|<L-ly—jl fir alle (v,y), (v,5) €G.
i1) f heifit lokal Lipschitz bzgl. y (genauer : “lokal partiell”...)
YV (zo,Yo) € G 3 Umgebung U von (x.,Yyo) in G und L >0 mit

f@,y) = f(o.§)| < L+ |y = 5| fir alle (v,y), (2.5) €U

Bemerkungen :

1) ii) ist offenbar Abschwéchung von i)

2) G:=R xR, f(z,y) = v/y? geniigt in keiner Umgebung von (a,0), a € R beliebig, einer
lokalen Lipschitz Bedingung (denn ¢ — +/#2 ist nicht Lipschitz bei 0)

3) Wie priift man die Bedingungen?

Finde Schranken auf %’i =1,...,n.
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Satz 22.1 : (Eindeutigkeit)

f:G—=R"™ GCRxR" offen, sei stetig und geniige in G einer lokalen Lipschitz
Bedingung bzgl. y. Seien ¢, ¥ : I — R"™ zwei Losungen von y'(z) = f(z,y(x)) auf
dem Intervall I (mit (t,p(t)), (t, V(1)) € G).

Gibt es dann ein xo € I mit p(x,) = Y(x,), so folgt ¢ =V auf ganz I.

Beweis :

1. Schritt :

Behauptung :
Ist a € I ein beliebiger Punkt mit ¢(a) = ¥(a), so gibt es mindestens ein
e>0mit o=V firx € I,|Jxr —a|l <e. (= ¢ = ¥ auf Umngebung von
xoNI)

Beweis :
Schreibe

o) = 0(w) = [ (90~ v0)de = [ (1(t.ott) - 1t 0(0) .

Zu (a,¢(a)) = (a,¥(a)) € G existiert Umgebung U C G und L > 0 mit

fy) = f@,9)| < L-|y—3| fir (2.9). (2.9) € U.

v, ¥ stetigina = 35 >0 (6 > 0 so, dass (¢, ¢(t)), (¢, ¥(t)) € U) mit

£t o(t)) — f(t,xp(t))\ <L (@(t) - \I/(t)’ firalle t € I, [t —a| <&

Also :

,xel, |lx—al <9

o) v < 2| [ 1o - vl ar

O.E. gilt L >0und L-6 < § (sonst verkleinere 4).
Sei J:=INfa— 3% a+3]

= lp(z) = U(z)| < L-6-max{|p(y)—Y(y)|:ye€ J} firallex e J
. . =M
blldeg;smax M < L.§-M S%M

— M = 0,

d.h. ¢ = ¥ auf J. Mit e = §/2 folgt die Behandlung.
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2. Schritt :
Behauptung :

px)=V(x) Veel x>,
Beweis :

No :=sup{n € I: ¢ =V auf [z.,n]};
ist no = 0o oder rechter Endpunkt von I = Behauptung,
falls nicht = 3 > 0 mit [o,n, + 6] C I

Def. von 1., Stetigkeit von ¢, U = ©(n,) = V(n);

Sehritt 1 3 o () mit o =W auf [0, 1, + €], Widerspruch zur Def. von 75.

3. Schritt :
Behauptung :

o) =V(z) Veel, x<ux
Beweis :

analog zu Schritt 2

Beispiel :
G =R xR, f(x,y) = xy?, erfiillt {iberall eine lokale Lipschitz Bedingung bzgl. y, ist
allerdings nicht auf ganz G Lipschitz bzgl. y.

Wir zeigen jetzt : | lokale Lipschitz Stetigkeit von f bzgl. y

—> lokale Existenz von Losungen.

Als Hilfsmittel braucht man

Fixpunktsatz von Banach : (— Ubung)

Sei (X, d) vollsténdiger metrischer Raum und die Abb. F': A — A erfiille
d(F(a:),F(y)) < O d(x,y) fir alle z, y € A mit © < 1.

Ist A abgeschlossen, so hat F' genau einen Fixpunkt z*, d.h. F(z*) = z*.

Fiir jeden Startwerte a € A konvergiert dann die rekursiv definierte Folge
To=a, Tpt1 = F(zp)

gegen ™.
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Beweis :

Man rechne nach, dass {z,} eine Cauchy Folge ist.

Satz 22.2 : (Existenzsatz von Picard-Lindel6f)

Sei G C R x R" offen, f : G — R"™ sei stetig und geniige einer lokalen Lipschitz-
Bedingung bzgl. y auf G. Dann gibt es zu jedem (a,m) € G ein € > 0 und eine
Cl-Punktion ¥ : [a — €,a + €] — R™ mit

Ua) = n (Anfangsbedingung)
V() = f(z,9,(2)) auf[a—e,a+¢].

Graph v G
(a,m)

a—E a a—+ €

Bemerkungen zum Satz von Picard-Lindeldf :

1) Satz 22.1 = Eindeutigkeit

2) man spricht von einem lokalen Existenzsatz, da ¥ und U nur auf einem sehr kleinen Intervall
um a existiert.

3) Moglicherweise existiert die im Satz gewonnene Losung aber auch auf einem groferen In-
tervall als [a —e,a + ¢].
Anders als bei linearen Problemen kann man bei nichtlinearen Problemen i.a. keine Ewi-
stenz fiir alle Zeiten erwarten! (vgl. Zusatz zu Satz 22.2).

Beispiel :
y(x) =1+y%(t), y(0)=0, z € (-5, 5)
wird eindeutig gelost von y(x) = tanx, wobei der Definitionsbereich dieser

Losung nicht vergroflert werden kann!

4) Eine Funktion ¥ : I — R" heifit maximale Losung des AWP’s
V'(z) = f(z,¥(x)), ¥(a)=n, z €1,
wenn es keine Losung ¢ : J — R™ gibt, die auf einem Intervall J ;Dé I erklért ist.

Man kann zeigen :

Unter den Voraussetzungen von Satz 22.2 ldsst sich die lokale Losung V zu einer mazimalen
Lésung fortsetzen.
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Spezialfall :

Sei f: R xR"™ — R" stetig mit einer lokalen Lipschitz Bedingung bzgl. y € R"
und ¥ : ] — R" die maximale Lésung des AWP’s

\I//({L') - f(l', \P<m))ﬂ \Ij(a) =1.

Seien o < B die Grenzen von I. Dann gilt :

i) a=—00 oder
i —oo]: In diesem Fall ist lim | W(x)| =
ii) n diesem Fall is IILIXI ()| =0
iii) =00 oder
iv) | <ool: In diesem Fall ist li%l ‘\Il(a:)‘ = o0.
x

5) Falls f nur stetig ist, kann man noch lokale Existenz beweisen, hat aber keine Eindeutigkeit.
(Satz von Peano)

6) Man kann die Grofie von € genau ausrechnen. Das ergibt unter Umsténden globale Exi-
stenzsétze. (vgl. Zusatz zu Satz 22.2)

Beweis :

Wir beginnen mit einer Umformulierung des Problems

Sei I C R ein Interfall mit a € I, : I — R™.

Dann gilt :
Qa =
80/( ) g “Anfangswertproblem”
¢'(x) = flz,o),z€l
Hauptsatz z .
< o) =n+ [ ft,e{)dt, x €I  “Integralgleichung”
a
— T(p)=¢ (%) “Fixpunktproblem”

mit dem Opteraror T'(¢)(x) :=n+ [ f(t,¢(t))dt, x € 1.

a

Nun richten wir “alles” so ein, dass wir den Fixpunktsatz angewenden kénnen :

Sei r > 0 so, dass
Vi=la—r,a+7]x B.(n) CG
und f auf V Lipschitz ist mit Konstante L > 0. Dann gilt

V kompakt, f stetig = M :=sup|f| < co.
\%

Sei € < r noch beliebig, I :=[a —€,a + ¢].
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Setze nun :
X = (LR, ),
A = {eeX:lp—nlle <7} ()l = sup lo(1)),
tel
T : A— X wie vorhin.
Beachte :

e A ist abgeschlossene Kugel um die konstante Funktion 7

x
e — 1+ ff(t,go(t)) dt, x € I, ist nach dem Hauptsatz sogar C', also ein
a

Element von X
Zeige :
1) T(A) CcA

ff(a cp(t)) dt’

a

Sei p € A = ||T(¢) — 1|lcc = sup
xel

Es ist
|t —a| <|r—a|<e<rund|p(t)—n <r dapeA

ff(t,cp(t)) dt‘ <M-e

a

Wir verlangen : ()

= || T(¢) —n|| <r, d.h. 1) gilt.

— (t,gp(t)) €V, so dass sup
zel

2) T ist (bei passender Wahl von ¢) streng kontrahierend

Seien o, W € A =% (t,«p(t)), (t,\If(t))GVVteI.

Also gilt :

IT(e) = T(W)lloe =sup | [ (£(t.00) = (£,0(0)) ) dt]| < Le o — W]
zel 'a

In Ergénzung zu () sei noch : |L-e < 3

Erfiillt £ all diese Bedingungen, so gibt es ¢ € A mit T'(¢) = .
p:la—e,a+¢e] — R"™ ist dann die gesuchte Losung.
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Zusatz zu 22.2 : (globale Existenz bei linearem Wachstum)

Sei I C R ein beliebiges Intervall (auch I = R), F' : [ x R — R" sei stetig
mit (globaler) partieller Lipschitz-Bedingung bzgl. der R"-Variablen. Auflerdem sei
F hochstens linear wachsend in y, d.h. es gibt a,b > 0 mit

()l <alyl+b ¥ (r,y) € TxR" |

Seien (zo,n) € I x R™. Dann gibt es genau eine auf ganz I definierte Losung

@: 1 —R" des AWP : o/ (z) = F(z,y(x)), y(ao) =n, €1

Bemerkung :

hier wird also I vorgegeben!

Beweis :

sieche Ubung

Anwendung : (s. spéter)

y'(z) = A(z) - y(x) + b(x) (lineares System)
mit stetiger (n x n)-Matrix A und b € C°(I,R"), |A(x)|, |b(x)| < const < 400
Hier : F(z,y) = A(x)y + b(z)

Explizite Gleichungen und Systeme beliebiger Ordnung

Satz 22.1 und Satz 22.2 gelten fiir explizite Gleichungen und Systeme 1ter Ordnung.

Daher benutzt man bei der Lésung expliziter Gleichungen k' Ordnung einen “Trick”, mit
dessen Hilfe man diese Gleichungen auf Systeme 1% Ordnung reduziert :

Sei G € R x R* offen, f : G — R stetig. Betrachte fiir y : Intervall I — R die explizite
Gleichung j;ter Ordnung.

©  y9@) = f(ry@y @y @)) e e L

€R*
(2B ¥ @) =@ + (V@) +9"(@)

Definiere mit einer Losung y die Vektorfunktion
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Y(2) = (y@),. ..y V(@) (€RY)
Schreibt man Y in der Form (Y;, e ,Yk,l), so gelten die folgenden Gleichungen :
Yi(z) = Yi(a)
Yi(@) = Ya(z)
V@) = (@),
wobei die letzte Zeile offenbar genau der Gleichung (1) entspricht.
Sei F: G — R¥, F(z,2) = (Zl, e T, [ (@, Zo, . .,Zk_1)> € RF fiir Z = (Zo, N .,Zk_1>.
Dann liest sich (2) als
@2 Y'(z)= F(a; Y(x)).
Ergebnis :

y(z) lost (1) = Y (z) = (y(m), . ,y(k_l)(a:)> 16st (2)*

umgekehrt :
Sei Y(x) = (Yo(x), e Yk_l(x)) Losung von (2)* mit obigem F.

fndution y(x) = Yo (x) 16st (1) ( zeige : Y1 =Y/ Yo=Yt .. )
Es besteht also eine bijektive Beziehung zwischen den Lésungen von (1) und (2)" .

Auflerdem sieht man :
Losungen Y zu (2)* sind eindeutig (unter verniinftigen Bedingungen zu F'), wenn
Y (x,) zu einer Zeit x, vorgeschrieben wird. Also miissen bei einer Gleichung gter
Ordnung k Vorgaben y(z.), 3 (x), . ..,y* Y (x,) gemacht werden.

Beachte nun noch :

lokale Lipschitz-Bedingung von — ... F:G—RF
f: G — R bzgl. der R¥-Variablen

Mithin gilt dann folgendes Korollar :
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Korollar (zu 22.1 und 22.2) :

Sei G C R x RF offen, f : G — R sei stetig und erfiille bzgl. der R*-Variablen eine
lokale Lipschitz-Bedingung auf G.

a) Seien ¢,V : I — R Losungen von

)y = (opey®™ )

auf einem Intervall I C R. Sei a € I gegeben mit

pla) = V(a), ¢'(a) = ¥'(a),..., 0" D(a) = ¥ D(a).

Dann gilt o = ¥ auf I.
b) Ist (a,7o,...,nk—1) € G beliebig, so gibt es ein € > 0 und eine Losung
¢:la—ea+e] = Rvon (x) mit o(a) =1, ¢'(a)=mn1,..., p*V(a) =m_;.

Bemerkung :

Systeme der Ordnung k > 2 lassen sich auf Systeme der Ordnung 1 mit entsprechend
mehr Komponenten reduzieren — Korrolar anwendbar

Beispiel zur Bemerkung :

Reduktion eines Systems 2% Ordnung auf ein System 1% Ordnung
Bewegungsgleichung :  (“” bedeutet %)

gter Ordnung :

X(t) = F(t,X(t),X(t))
F:RxR?xR?— R?
X : I — R? (Ortsvektor).

System

Setze YV :I-—RC=R3xR3, Y(t):= (X(t),X(t)) —
() V(0 = (Ya®), a0, s (0), F (6, () F2 (£, (1)), F* (1,7 (1))
wobei Y =(V1,...,Ys), F = (F!, F2, F3).

(*) ist System pter Ordnung fiir die Funktion Y mit 6 Komponenten.

Eine allgemeine Formulierung des Transformationsprinzips fiir Systeme der Ordnung
k bringt keine neuen Einsichten. Es sollte klar sein, wie es funktioniert.
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Elementare Losungsmethoden
Regelfall :

Differentialgleichungen y®) = f (-, TR T ,y(k_1)> (+ Anfangsbedingung) lassen
sich nicht elementar l6sen, d.h. es gelingt nicht, Losungen in geschlossenen Formeln
y(x) = ... anzugeben.

Methode :

Wir haben Picard-Lindelof; dieser Satz benutzt ein Fixpunktprinzip, d.h. die Lésung
y wird konstruiert als Limes einer Folge {y,} mit

Yo = beliebige Startfunktion,
yn = Integraloperator angewendet auf y, 1

Man kann diese Vorschrift ohne weiteres numerisch umsetzen und somit die exakte
Losung y beliebig gut approximieren. Fehlerabschitzungen der Form ||y — y,|| = 1/n
geben Information, wie weit man noch von der Losung entfernt ist.

In einigen Spezialfillen lassen sich Ldsungen nun doch explizit bestimmen. Die wichtigsten
Verfahren sind nachfolgend kurz zusammengestellt.

1) Separation der Variablen

Seien I, J Intervalle CR, f: I — R, g:J — R stetig.

1) |y (z) = f(x)- g(y(x)) auf I ist zu l6sen.

Angenommen, (1) hat Losung y(z), dann gilt :
Sei G Stammfunktion zu 1/g
S () [g(y(@)) = £6(v@),
also %G(y(m)) —f(x)=0
= G(y(x)) = F(z) + ¢, F Stammfunktion zu f, ¢ € R konstant.

Nun lose umgekehrt diese Gleichung, falls méglich (siehe Satz 22.3), nach y(x) auf
und zeige, dass (1) gilt.

Die genaue Formulierung gibt uns der folgende Satz :
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Satz 22.3 :
Sei (xo;yo) €I X J, f: 1 — R, g:J— R stetig mit g(y) # 0 auf J.

Man setze

F(x) ::/f(t)dt, zel; Gy) ::/gc(ltt)7 yeJ

Yo

Sei I' C I ein Intervall mit x, € I’ und’F(I’) C G(J).‘ (%)

Dann gibt es genau eine Lisung ¢ : I' — R von (1) mit o(xs) = yo.
Es gilt : G(go(x)) = F(x) fiir allex € T'.
Beweis :

beachte : G ist streng monoton : G’ = g und g # 0, somit ist p(z) = G~} (F(:U))
aus (*) folgt Bild FF € DefG~! = Bild G, so dass G~! o F' Sinn macht.

— genaueres siche Ubung!

Beispiel :

(+)  [¥(@) =1*(=)

hier : f(z) =1, g(y) =v*, (z,y) € R?
gesucht :  Losung ¢ von (x) mit ¢(0) =¢, c€ R

Rechte Seite (z,y) — y? geniigt lokaler Lipschitz Bedingung auf R?
bzgl. der y-Variablen

Salz22.2 5 Losung ¢ lokal bei 0 definiert

(i) ¢=0 Salz222 ¢ = 0 eindeutige Losung  (klar!)
(i) e>0 = FJIntervall ,umOund p: 71— R
mit p(0) = ¢, ¢'(z) = ¢*(x)
Annahme :  ¢(x) <0 fir ein x € I,
da @:(0>)>0 Jx, mit p(z,) =0

Eindeutigkeitssatz 22.1 .
S p=0auf I,! (Widerspruch!)

Also: ¢ > 0 auf I.

o8
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Wie grof} ist I,7 Wie sieht ¢ aus ?

Man kann in 22.3 J = (0, c0) wihlen,
gly)=y?istdort #0 = Gy)= [ % =1_—

c t2

1 .
gvyeja

Es gilt : G(J) = (—o0,1/c)
= I .= (—o0,1/¢) erfiillt F(I') C G(J).

Somit ist die Losung ¢ auf (—oo, 1/¢) definiert. Nun betrachte

G(gp(m)) =F(z) — %— <p(1x) =x
= p(z)= 1_ch, x € (—o0,1/c).

(iii) ¢<O0:
analog : ¢ : (1,00) — R, ¢(z) = < fir 2 > 1/c.
O
Bemerkung :

Man sieht die Niitzlichkeit von Satz 22.1 und Satz 22.2, da diese Sétze vorweg schon
Informationen liefern.

2) Reduktion auf getrennte Verénderliche

(i) y’(a:)zf(a-:c+by(a:)+c) ,a,b,ce€ R, b#0, f:Intervall — R

Setze ’U(:L’) =azx +by(z) + c‘

= V(x) :a-i-bf(v(x))

beachte : die Anfangsbedingungen fiir y miissen auch transformiert werden!
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(i) |9/(x) = £ (y(x) /)

— @) = Sy -y@)
= L f(u(@) - L u(@)
= 1(f(u(=) - u(@))

Also  o/(z) :A(a:)-B<u(:L’)), Alx) =1L, B(u) = f(u) —u

Beispiel :

y(2) = 1+ y(@) + (Ly(o)

MO @) = L1 u() + (@) - ()
= %(1 + uz(a:)>
= e =1/2
= %(arctanu(x)) = % = %lnm
= u(z) = tan (c + 1nx>
— y(m):x-tan<x+lnx),x>0.

3) Lineare Differentialgleichungen 1*€* Ordnung
Seien gegeben : I C R ein Intervall, a, b : I — R stetig
betrachte y/(z) = a(x) - y(x) + b(z) auf I

homogener Fall : b =0

Satz 22.4 :
Seien o € I, ¢, € R. Dann gibt es genau eine Ldsung des Anfangswertproblems

y,($) =a(x) - y(z) mit y(z,) = ¢

xT

Esist  y(x) = exp (/a(t) dt) - Co.

Lo

60
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Beweis :

1) Eindeutigkeit : Satz 22.1!

2) Existenz : leite die Formel ab!

Konstruktion von Loésungen im inhomogenen Fall b # 0 — “Variation der Konstanten”

Sei ¢ eine Losung # 0 der homogenen Gleichung /' (z) = a(z) y(z)
(beachte : ¢ # 0 = ¢ ist nirgends = 0 nach 22.1).

Bestimmung einer Losung ¥ : I — R von

(x)  y(x) =a2) y(@)+b(x)
durch den

Ansatz :  y(x) = u(z) - p(z) (multipliziere ¢ mit einem von z abhéngigen Faktor)

Dann :

V(z) = u'(z)- o(x)+u@) - ¢(z)

I

(@) = b(z) /¢ (@)

= u(z) = (Stammﬂ{t. zu é) + const
12

Probe : definiere u durch diese Gleichung und setze ¥(z) = u(x) p(x) = ¥ lost (x).

Nach 22.1 hat = bei Vorgabe eines Anfangswerte y(x,) = ¢, hochstens eine Losung. Beachtet
man noch 22.4, also die Formel fiir ¢, so folgt :

Satz 22.5 :

Sei I C R ein Intervall, a, b: I — R seien stetig. Dann gibt es zu jedem xo € I und
jedem co € R genau eine Liosung ¥ : I — R von

y(zo) = o
Y'(x) = a(x)y(z)+blz) auf I.
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W) = p)(et [ U ar),

o

o(r) = exp (j a(t) dt) ( = o(z,) = 1)

Beispiel :

Y (@) =2z y(x) + 2% y(0)=co
Mit den Bezeichnungen aus dem Satz gilt :

T

o(z) = exp (/275 dt) = expt?

To

T
_ a2
=€

To

16st fiir , = 0 das homogene Problem ¢’ = a - ¢, p(0) =1

— U(z) = e . <co + 76_t2 3 dt )

0
—_———

part. Int.; 2
= 5—5(1+a2)e "

= <c+7> ex2—%(1+$2).

4) Lineare Systeme 1%€f Ordnung
(enthilt als Spezialfall lineare Gleichungen n'T Ordnung (via Reduktion)).

4 a) Allgemeiner Fall :

Voraussetzungen :
I C R Intervall, A € C°(I,R"), d.h. A(z) = (aij(x)>1<' . mit stetigen Funktionen
<ij<n
Qij : I—-R, be CO(I,R), b= (bl,...,bn).
Inhomogenes System :
1) Y@ = Al@)y(r)+bx)
Yy aip ... ap () b1
= : = o+

/
Yn apl ... Qppn Yn bn
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Homogenes Sysstem :

bemerke :  Satz 22.2 = lokale Existenz von Losungen.

Wir werden zeigen :

e Losungen zu (1), (2) existieren nach dem Zusatz zu 22.2 auf ganz [

e vollstindige Beschreibung der Losungsmenge !

Notation :

Differentialoperator

L:CHI,R") — C°(I,R"), L := 4 — A(z),
db. L(y)(x) = ¢'(x) — A() y(x)
bemerke :
e [ ist ein linearer Operator

e Losungsmenge des homogenen Systems
= Nullraum N(L) von L ( ={y e CYI,R"): L(y) = 0})

Satz 22.6 :
’dim N(L) = n‘
D.h.: (i)  FEs gibt n linear unabhingige Lisungen des homogenen Problems

(ii) n+ 1 Losungen des homogenen Problems sind linear abhingig.

Wir brauchen ein

Lemma :

Seien y!,...,y" € N(L), y* = (y&,...,9%)
Man setzt A(z) = det (yl(:):) . y”(:c)) (y* als Spaltenvektoren)
Dann gilt :

i) A(xzo) =0 fiir ein z, <= A=0auf]

ii) y',...,y" linear unabhiingig <= A ist nirgends 0
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Beweis (Lemma) :
i) A(zo) = 0 fiir ein z,

< y'(20),...,y"(zo) € R" sind linear abhiingig

<= JA,..., Ay € Rnicht alle 0 mit > \; y'(z,) = 0.
i=0

y(z) = > Niy'(x) 16st L(y) = 0 auf 1.
i=1

Aus y(x,) = 0 folgt nach 22.1 y(x) =0Vz € I.

Das bedeutet A(x) = 0 auf I.

ii) A =0 fir ein x,
i n .
=S Ay =0 auf I mit A; € R nicht alle 0
i=1
<= y', ..., y" linear abhingig.

Negation dieser Aussage ergibt ii)

Beweis von 22.6 :

i) Seiey,...,e, die kanonische Basis des R", z, € I beliebig. Nach 22.2 und der anschlieflen-
den Verschérfung, y'(z) = A(z) y(z) =: F(z,y(x)) mit [F(z,y) — F(z,7)| < [|A@)]- |y — 7]
(die wir jetzt zum ersten Mal brauchen!), gibt es y',...,y" € N(L) mit y(x,) = e;.

Es ist
1 0
A(xo) = c. . = 1’
0 1
also y',...,y" linear unabhsingig.

ii) Seien y!,...,y™ € N(L) mit m > n, z, € I.

m .
— dci,...,0n € R onicht alle 0 mit > ¢y (z,) =0,
i=1
da y*(zo, ...,y (o) in R™ linear abhingig sind.

m .
y:= Y ¢;y" gehort zu N(L) mit y(z,) =0 224 y
i=1

0

<= y' ... y™ linar abhingig.
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Definition 22.2 :

FEine Basis des Nullraumes von L heifit ein Fundamentalsystem zum homogenen
System.

Bemerkung :

Fiir die homogene Gleichung ¢'(x) z) p(z) haben wir explizite Losungsformeln,

= a(
im Fall des Systems y/(x) = A(z)y(z) gibt es solche Formeln nur, wenn die Matrix
konstant ist (s. spéter).

Beispiel :
{ Yy = —aye } " _ 0 —a Y1 weR
y» = oy b a 0 ys )’
Losungen :
cos ax —sin  azx
2B. p1() = < sin az >  p2(x) = ( cos ax >

mit det (gpl(x) (pg($)) = cos?(ax) + sin?(ax) = 1
= 1, s bilden Fundamentalsystem
— Ubung :

Umformung homogener linearer Gleichungen der Ordnung 2, 3 in Systeme
1%T Ordnung, Fundamentalsysteme?

Wir gehen zuriick zum

inhomogenen System (1)
Konstantenvariation.

und bestimmen Losungen mit

Satz 22.7 :

i) Seiy',...,y" ein Fundamentalsystem zum homogenen System. Die reellen Funk-
tionen ci,...,c, : I — R seien Ldsungen von

n .
auf I. Dann ist y°(z) := > ¢;(x) y'(z) Ldosung von (1)
i=1
(ein sogenannte spezielle Losung).

i1) Jede Losung y von (1) hat die Form y = y° 4+ h mit L(h) = 0.

65
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Bemerkung :

Da y!(x),...,y"(x) zu jeder Zeit = linear unabhingig sind, werden die Zahlen c}(z)
durch (%) eindeutig festgelegt. Nun bestimme man Stammfunktionen!

Beweis :

(ii) klar!

(i) Seien die ¢; gem#B(*) berechnet

n

= di;( cz'(:c)yi(x)) - ch(x)yi(x)Jrzci(w)%yi(x)

=1 =1 =1

Bemerkung :

Zur Losung des AWP

y(zs) = neR"
y'(z) = Al@)y(z)+b(2)

withle man ein Fundamentalsystem y', ..., y" und berechne eine spezielle Losung y°;
dann setze man

y(z) = y°(2) + Y iy (@),
=1

n .
wobei die Zahlen ay, . .., oy, als Losungen von y°(z.)+ > o; y*(xo) = 1 zu bestimmen
i=1
sind.

Beispiel :

ro ! 0 —1 1
(42 = (-0 ()
Yo = ntz vh 1 0 Yo x
Die Funktionen (cosz,sinx), (—sinx,cosx) bilden ein Fundamentalsystem zum ho-
mogenen Problem.

66
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Ansatz :
, cosT , —sinz _
¢ () < sin & > +¢3(2) < cos T ) -

cosr —sinx i (x)
— ) ] =
sinz  cosz ch(x

Also :

() =z -sinz, dh(z) =z cosx
Waéhle deshalb

ci(z) =sinz —x - cosx, ca(xr) =cosx + x -sinzx.
Es folgt dann als spezielle Losung :

COS T

. . —sinx -z
Yo(x) = (sinz — x cosx) sina + (cosz +z - sinz) e | = L)

Die allgemeine Losung lautet

—x Ccos X —sinx
a:»—>< 1 )—i—a( sin o >+ﬁ< cos:p) ,a, B € R.

4 b) Spezialfall : Lineare Gleichungen héherer Ordnung

Solche Gleichungen lassen sich in Lineare Systeme 1ter Ordnung transformieren, so dass man
direkt die Sdtze 22.6 und 22.7 anwenden kann. Die hierbei auftretenden Matrizen haben eine
sehr spezielle Gestalt.

Notation :

I C R Intervall, ao,...,an—1, b€ C°(I,R), y: I - R

n—1 )
1) homogene Gleichung : y(”)(x) =Y a;i(x) y® (z)
=0
n—1 )
2) inhomogene Gleichung : 3™ (z) = 3 a;(z) y® (z) + b(z).
=0

Beispiel :

y 3 (z) = 22 - y@(2) + e - y(2) + sinh x
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Satz 22.8 :

(i) Sei H={p e C"(I,R) : ¢ lost (1) }. Dann ist dim H = n.

D.h. :  Es gibt n linear unabhingige Lisungen von (1),
m > n Losungen sind stets voneinander abhdingig.

©1,...,pn € H sind genau dann linear unabhéngig,

wenn fir ein x € I (alle x € I) gilt :

p1(x) on(x)
v1(x) o (@)
det #0
n—1 n—
V@) @)
Man nennt dann @1, ..., p, ein Fundamentalsystem.

(ii) Sei U, eine spezielle Losung von (2). Dann gilt :
Lésungsmenge von (2) = W, + H.

Beweis :
Mit
0 1 0 0
0 1
A(x) = 0
0 0 0 1
ao(z) ai(z) ... ... ap—1(x)
und
0
W)= | -
(z) 0
b(z)
betrachte
(1)* Y(z) = A(2)Y(x) und
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Dann gilt :
Y = (Yo, ..., Yn—1) l6st (1)* bzw. (2)*
— y;=vy,_ 4 fir i <n—1und y, 16st (1) bzw. (2).

Daraus folgen mit Satz 22.6 und 22.7 alle Aussagen.

Bemerkungen :

1) Fiir die spezielle Losung ¥, des inhomogenen Systems macht man den Ansatz

c1(z) p1(z) + ... + cn(x) n(z) = Wo(z)

mit einer Basis ¢1, ..., ¢, von H. Die Funktionen ¢; ergeben sich aus
pi(x) 0
n /
@;(@) :
Z )| . = :
=1 . (n—1) 0
p; (x) b(x)

(%(j) fir j =0,...,n — 1 und b(z) sind Spaltenvektoren)
2) Behandlung des AWP :
Vorgabe von ¢(z,),. .. ,cp(”_l)(a:o)

n
= =1+ > Cipi
=1

¢; derart dass AWP erfiillt.
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Fiir lineare Gleichungen der Ordnung n > 1 mit variablen Koeflizienten gibt es kein Patentrezept
zur Bestimmung eines Fundamentalsystems, dasgleiche gilt fiir Systeme mit variabler Koeffizi-
entenmatrix. Aussagen sind manchmal fiir Gleichungen gter Ordnung moglich. Hier gilt : Hat
man eine nichttriviale Ldsung o1 des homogenen Problems bestimmit, so laft sich diese zu einem

Fundamentalsystem erginzen.
Satz 22.9 :

Sei I C R ein Intervall, a, b € C°(I,R) und ¢ : I — R sei Losung von

() y'(2) +al@)y'(z) +b(x)y(z) =0
Auf dem Intervall J C I sei ¢ ohne Nullstelle.

Ist dann u eine nicht-konstante Ldsung der Gleichung.

(%) o’ (x) + (2 A + a(m)) “u(z) =0 (Lésung davon s. spiter)

o(x)

auf J, so ist

UV:J—-R, UV:i=u-yp,

eine von ¢ unabhingige Losung, d.h. {p, ¥} ist ein Fundamentalsystem auf J.
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Beweis :

Man setzt ¥ = ¢ - u
= U=y u+vpund V' = "u+u"p+2u ¢

benutze (x) fiir
(€] 7

" / _ / " /AN / /
= U'4a V40V = [—ulap +by)+u"o+2u ¢ +a(u+u'p)+bup
N———
—\/ =y’

= U o+ aup+2u'¢
= o [u”+u’(a+2%>}
Ergebnis :
Ulost (%) <= [..]=0 <= werfillt (xx).

Probe der Linearen Unabhéngigkeit :

¥ u- @ _
det( o o+ o ) =0

= ©* U+ ou—upp =0
= u-p?=0

220 — g

<= u = const.

u wird aber als nicht-konstant angenommen.

Bemerkung : zu Differentialgleichung (xx) :

(#) tritt als zusétzliche Differentialgleichung bei der Anwendung des Verfahrens auf.
Diese Gleichung 148t sich aber mittels Reduktion der Ordnung unschwer 16sen :

vi=u = v’+<2-%+a)-v:0

—  homogene Gleichung 1% Ordnung fiir v
22.4 B o

= v(m)-exp(gcf2<p+adt)

= u(z) = [o(t)dt.
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Beispiele und Bemerkungen zu

Linearen Differentialgleichungen ater Ordnung mit variablen Koeffizienten

betrachte " (z) + a(x) ¢/ (x) + b(z) y(x) = 0 auf I C R.
bisherige Annahme : a,b nur stetig.

Macht man sehr viel stirkere Annahmen, so gelingt es manchmal, eine nicht-triviale Losung
¢ von (%) zu konstruieren. Dann kann man unter Umstédnden Satz 22.9 benutzen und erhélt ein
Fundamentalsystem, also mit 22.8 eine Ubersicht iiber die Losungsgesamtheit auch im inhomo-
genen Fall. Das Stichwort ist

Potenzreihenansatz : (— Ubung!)

Voraussetzung :

Zakx—xo Zﬂkx—xo

d.h. : die Koeffizienten a(x),b(x) in (x) lassen sich um x, € I als konvergente
Potenzreihen schreiben.

Dann setzt man

.%') = Z’Yk(x - «To)ka
k=0

d.h. man geht davon aus, dass es eine analytische Lésung gibt.

Einsetzen + Identitédtssatz

—> Rekursionsformeln fiir 74 in Termen von ay, B

danach :

o0
Probe, ob 3" yx(z — 2,)¥ auf Umgebung von z, konvergent ist !
k=0

falls ja :

Rechnungen wie

(ka@—fﬂo ) Zk‘ — Dy — 20)F 2
k=0 2

sind erlaubt.

= y(x) 16st die Differentialgleichung.
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Ubung :

(1) Legendre-DGL. :

(1422 y"(x) =2z -9/ (z) + n(n+ 1) y(x) =0 auf (-1,1), n € N,

(kommt in der theor. Physik vor)

Potenzreihenansatz liefert :

= | Pp() = 55 4" (z2 —1)"| Legendre-Polynom (der Ordnung n).

(2) Hermite-DGL. :

y'(z) — 2zy/(z) + 2ny(z) =0 auf R, n € N,

Potenzreihenansatz ergibt :

— | Hy(2) = (1) e”” Lo e’

dx™

Hermite-Polynom (der Ordnung n).

P, bzw. H,, sind Losungen zu (1) bzw. (2) fiir das jeweilige n.

Wir konstruieren fiir die Legendre-Dgl. mit n = 1 ein Fundamentalsystem :

(1—a22)y"(x) - 2z9/(z) +2-y(x) = 0 auf(-1,1)

= y'(2) — 25y (2) + 1 2zy(x) = 0 auf (—1,1)

bekannte Losunge :  ¢(z) = 3 - 22 =z = Py (z)

Ansatz :  W(x) = u(z) -z auf (0,1) (dortist ¢ #0!)

= Dgl. fiir u gemé&f 22.9 :

1 2z
1 !
oder mit v :=u' :

o) + <2 295) o(z) = 0

x 1—2a2

Losungsformel :  v(x) = exp (Stammfunktion zu 2 35;2) (vgl. Satz 22.4)

r 1

= ov(x) = eXP(—2'lnx—ln(1_x2)) _ 1
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5)

Es folgt :  VU(x) =z u(zr) = ln%f—i -1

M

Bei der Anwendung von 22.9 mufiten wir uns auf ein Intervall J C (—1,1) ohne
Nullstelle von ¢(x) = = beschrénken, also etwa auf (0, 1).

Eine Probe zeigt aber :

U(z) = £ In1EL — 1 ist auf (—1,1) definierte Losung der Dgl. und spannt

mit ¢ den Losungsraum auf.

Lineare Systeme 1ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und
(lineare Gleichungen n'®" Odnung mit konstanten Koeffizienten)

73

Sind im Prizip die einzigen Fiille, fiir die es systematische Methoden zur Bestimmung von Fun-
damentalsystemen gibt.

Betrachte das System

(1)

y=Ay, y:R—>R

mit konstanter n x n - Matrix A = (a;;);

Lésungen ezistieren auf ganz R (nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Falln =1 :

Y =a-ymitae R = y(zr)=e" ist Losung (dim des Losungsraumes = 1)

Deshalb machen wir den Exponentialansatz :

(2)

y(z) = eMv, A€R, v e R"\ {0}

dann ist :

Y () =A-y(x),

also gilt :

y'(x) = Ay(z)

= AeMyp=eMAy

—

D.h. :

v ist Eigenvektor zum Eigenwert A

Wir miissen zur Losung von (1) mit dem Ansatz (2)
Eigenwerte von A und Eigenvektoren bestimmen.

Da die Eigenwerte reeller Matrizen auch komplex sein kénnen, betrachten wir zunéchst die

A e C""  komplexe n x n Matrix

komplexe Situation :

y: R—C" ¢ =Ayauf R
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Dann gilt wie oben mit A € C, v € C™ :

y(r) =eMv Lsg. <= AEW.von 4, v E.V.zu \

Die Eigenwerte von A ergeben sich als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms P4(\) = det(A — X Id).
P4()) ist ein Polynom vom Grad n iiber C

=—> Jn Nullstellen A\,..., A\, € C von P4(\) nicht notwendig alle verschieden,
d.h. es konnen Vielfachheiten > 1 auftreten.

Fassen wir die Ergebnisse in folgenden Satz zusammen :

Satz 22.10 :

ATy st Losung genau dann, wenn A € C ein Figenwert von

A6y sind linear

Die Funktion y(x) = e
A und v € C" ein zugehiriger Eigenvektor ist. Die Ldsungen e
unabhdngig iber C genau dann, wenn die Vektoren vy linear unabhdngig sind.
Speziell :

Ak

M#EN = yr@) =My, y(z) = My sind linear unabhingig.

Beweis der letzten Aussage :

Seien aq,...,a, € C, M < n, komplexe Eigenwerte (nicht notwendig alle verschie-
den), wy, ..., wy zugehorige E.V. € C". Setze

M
yo(x) = e*Pwy, und  y(x) = Zﬁg ye(x) mit Koeffizienten 5, € C.
(-1
Dann gilt :

M
y=Ay und y(0)=> Brws.
/=1

Aufidem :
{wy,...,wy} linear abhéngig

< y(0)=0 fiir passende Wahl von fi,..., By € C nicht alle 0

— y=0 nach dem Eindeutigkeitssatz 22.1, der auch in der C™ — wertigen
Situation gilt (da C" = R*")
< yi,...,ym sind linear abhingig

Dass fiir Eigenwerte u # A die Losung linear unabhéingig sind, folgt aus der Un-
abhéngigkeit der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten.
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Korollar  (“Idealfall”) :

Besitzt A n linear unabhingige Eigenvektoren vi,...,v, € C™ zu den Ei-
genwerten Aq,...,\, € € (nicht notwendig verschieden), so bilden die Funktionen
yi(x) = eM* vy, k=1,..., n, ein Fundamentalsystem iiber C, d.h. jede Losung
y: R — C™ 1aBt sich aus y1, . .., y, erzeugen,. Das gilt insbesondere dann, wenn es n
verschiedene Eigenwerte gibt.

Bemerkung :

Fir A = kommt nur 1 als Eigenwert mit Vielfachheit n vor,

0 1
der Eigenraum von 1 ist trivialerweise n dimensional.

Wie kommt man zu reellen Lésungen, wenn A reell ist?

Sei A € R™", A € C Eigenwert von A, v € C" Eigenvektor zu A

Ay ist Losung.

—  ylx)=e
Schreibe

A=a+if, a, ER; v=u+iw, u, w e R

= My = ¥ (cos(Bx) +isin(Br)) (u+ iw)

= € (cos(Bx)u — sin(fx)w) +i e (sin(Bz)u + cos(Bx)w)
=z(z) =:1z*(x)

= 2/ (2) = Az(x), 2*'(x) = Az* ()

FEin komplexer Eigenwert liefert also zwei reelle Losungen.
beachte :
A € C\ R Eigenwert, v Eigenvektor zu A == X Eigenwert, v Eigenvektor zu \

fir A € C\ R ist A # \, also v und v sind linear unabhéngig iiber C, d.h. Re v, Im v sind linear
unabhéngig iiber R

= 2, 2* sind linear unabhingig iiber R (der E.W. X ergibt —z, —z* als reelle Losungen!)
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Satz 22.11 :  (Reeller Fall)

Sei A reelle n x n Matriz, A = p + iv komplexer E.W., v = a +ib € C" ein
zugehoriger E.V. Dann sind

z2(x) = Re(eMv) = e’“(cos vz -a—sinve - b)
(3)

2(x) = Im (eMv) = e‘””(sin VT - @+ Ccosvw - b)

zwei iber R linear unabhdingige Lisungen von (1) mit Werten in R™.

Damit 148t sich die reelle Situation so beschreiben

Korollar : “es gibt geniigend viele E.V.”

Sei A eine reelle n x n Matrix mit Eigenwerten A1,..., Ay, A1,..., A, € C\ R,
$1,...,8¢ € R. Seien vy,...,v, € C" (n=2p+q) E.V.’en zu \,..., A\, und dy, ... ,d,
E.V.'en zu si,...,5,. Sind dann die Vektoren Rewvi,..., Rev,, Imwvy,..., Imuv,,
dy,...,d, linear unabhéngig iiber R, so gewinnt man ein reelles Fundamental-
system durch Benutzen von (3) (fiir v und A\) und (2) (fiir d und s).

Beispiel :
Yi = Y12y
yh = 2y1—uys , also
ys = 4y1 —2y2 —y3
1 -2 0
y@) = |2 0 =1 | y(=)
4 -2 -1

Pa(A) = det (A—XId) = (1-AN(A\2+1+2)

1 1 .1
Eigenwerte : ——+i=VT , —=—i=VT , 1
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Losungen dazu :

1
y@) = €| 0
2
) 3/2 1 VT
z(xr) = Re(eMv) = €_§xCOS<%\ﬁ$) 2 —e_ixsin<%\ﬁx> 0
4 0
1
2

2(x) = Im(eMv) = €737 cos (%\ﬁm)

?)ﬁ —i—eféx sin (%ﬁx)
0

DO lw

weitere Beispiele — Ubungen !

Problem :

was macht man in Féllen, wo sich nicht geniigend viele linear unabhéngige E.V.’en
ausrechnen lassen?

Beispiel :
A=Y 7EY ey = 41)2
p— 4 73 5 A p—
einziger E.W. —1 mit Vielfachheit 2, nur ein E.V., ndmlich ( ; )
Hier versagt offensichtlich das Korollar, und das ist immer der Fall, wenn
dim(Eigenraum zu \) < Vielfachheit von \ in Pj4.

1. Moglichkeit : “Jordan-Form”

Bringe A auf Jordan-Form und erhalte daraus Formeln fiir ein Fundamentalsystem

(— Literatur).
2. Moglichkeit : “Exponentialfunktion fiir Matrizen”

Sei A € R™"™, Man setzt

exp(A) := ’CZO% AR

wobei A* das k-fache Matrizenprodukt bezeichnet. Wihlen wir

|Al| := sup |Av| (Operatornorm),
lv]<1

7
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so ist
k k
AT < [JA[[",

woraus die Konvergenz der Reihe folgt.

Sodann rechnet man nach :

i) e?:=exp(A) ist immer regulir : (ed)"! =4
o 0 et 0

ii) exp =
0 oy, 0 eon

iii) e(tDA = 544 5 te R
iv) eAtsid —esed e R

v) AB=BA = B =¢deB =cBeA

vi) S regulir = SedST! =exp(SAST!)

1 m—1
vi) A nilpotent, d.h. } . A 1

A™ =0 fiir ein m

viil) t — et ist diffenzierbar mit

d tA) __ tA
%(e ) = Ae

Satz 22.12 :

Sei A € R"™"™, n, € R" und t, € R.

Die eindeutige Losung des linearen Systems

y(to) = 1o
y't) = Ay@t), teR
15t
t  exp ((t—to)A> (7o)
T Momic
Beweis :

Eindeutigkeit klar! Nun zeige, dass diese Funktion das AWP 16st.
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Korollar :

Sei A € R™".
Ein Fundamentalsystem zu 3y’ = Ay wird gegeben durch

t— exp(tA)e;, i=1,...,n,

wobei {e;} eine Basis von R" bezeichnet (i.A. die kanonische Basis).

Beispiel :

A nilpotent, A™ =0
m—1 1
= tHZHtkAk(ei),izl,...,n
k=0

ist Fundamentalsystem.

Bemerkung :

Die explizite Berechnung von e/ ist i.a. nicht moglich; um zu verwertbaren Er-

gebnissen zu gelangen, ist man gezwungen, auf die Jordan’sche Normalform von A
zuriickzugehen  (— Literatur!)

Lineare Gleichungen nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

(1) Yy )+ an—ay™ V4 a0y D+ +a1 Y +acy=0
mit ao,aq,...,ap,—1 € Cfiry: R — C

Y firY: R — C"

—ap —ai ... ldots ... —ap—1

beachte :
Py(A = (—1)"{)\” Fap A )+ ao} (Polynom iiber C)

Das charakteristische Polynom der Matrix A ergibt sich als Koeffizientenpolynom der Gleichung
(1). Durch Spezialisieren der allgemeinen Ergebnisse auf (1)* bekommt man
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Satz 22.13 :  (Fundamentalsystem zu (1))

i) Sei A € C Nullstelle von Ps mit Vielfachheit k. Dann sind die Funktionen
e)\;t Az

xR leM linear unabhingige Losungen von (1).
i1) Verfihrt man gemdf(i) fir die verschiedenen Nullstellen A\ von Py, so bekommt man ein
komplexes Fundamentalsystem.

iii) Reeller Fall : Seien ao,...,an—1 € R. B
Ist \ = p+iv € C — R Nullstelle von Py (=> X ebenfalls Nullstelle), so spaltet man die
Lisung aus (i) in Re und Im auf und erhdlt die 2% reellen Funktionen

’azqe’”” cos(vz), zlet*sin(vz), ¢q=0,...,k—1 ‘

(Die zu X gehorigen komplexen Lisungen liefern dieselben reellen Losungen und bleiben
deshalb unbericksichtigt!).
Ist « reelle Nullstelle mit Vielfachheit £, so bekommt man daraus die Lisungen

’xp e, sz,...,E—l‘.

Verfihrt man so fir alle Nullstellen, so ergibt sich ein reelles Fundamentalsystem.

Bemerkung :

Man kann 22.13 ohne Riickgriff auf Jordan-Formen direkt beweisen.

Beispiel :

PA) = N 4+4 42203 —4)\2 48X\ + 16
= (A+22(0\2—-21+2)
= A+22A—14+9)(A—1—1)

— Fundamentalsystem : e 2%, x-e 2%, 22.e72% ¢ .sinx, e cosx

— Ubung : ausfiihrliche Diskussion der “gedémpften Schwingungen”

y' +2ay +by = 0, a, be R
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Maf3theorie

Ziel :

Entwicklung allgemeiner Konzepte, die es gestatten, z.B. Volumina und Oberflichen
von Koérpern C R3 sinnvoll zu definieren und zu berechnen; “sinnvoll” soll heifien :

fiir den Einheitswiirfel [0,1]3 erwartet man als Volumen 1!

Wie interpretiert man Volumenmessung?

Standpunkt :

e Volumenmessung ist eine Abbildung
p : {Teilmengen des R3} — [0, o0]

mit gewissen Eigenschaften, z.B. :

pu(0) =0, N( G Ai) = i p(Ai)
=1 i=1

fiir disjunkte Mengen (“abzihlbare Additivitét”)

e Flachenmessung ist eine Abbildung
A:{2dim Mfkten C R3} — [0, 00]

mit o.g. Bigenschaften, wobei man g und A noch normiert, d.h. z.B. u([0,1]3) = 1. Wir
werden spéter sehen, dass durch diese Bedingung an p tatséchlich eine geometrische Volu-
menmessung in R3 festgelegt wird.
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Zundchst wollen wir den allgemeinen Standpunkt ausbauen, d.h. Mafle auf beliebigen Grund-
mengen X studieren.

Vorbemerkung (technischer Art) : (Reihen mit Gliedern € [0, oc])

e Seien ay, € [0, 00] fiir k& € No. Dann ist

00 L
Zak = sup{Zak L e NO}
k=0 k=0

wohldefiniert in [0, 0o, und der Wert héngt nicht von der Anordnung ab. (Wert ggf. +00)

e Sei [ eine beliebige abzihlbare Indexmenge und a; € [0, 00] fiir ¢ € I. Dann setzt man

Zai::sup Zaj:JCI,#J<oo :iag(k) € [0, o0]
k=0

icl jeJ
fiir eine beliebige Bijektion o : Ny — 1.

e Die Summe iiber die leere (Index-)Menge ist =: 0.

Definition 23.1 : (duflere) Mafse
Sei X eine beliebige Menge.

FEine Funktion p: P(X) — [0, 00] heifit ein Maf3 auf X, falls gilt :
(i) 1(0) =o0.

(ii) Fiir jede Teilmenge A von X und alle abzdhlbaren Familien (B;)ic; von
Mengen B; C X gilt :

AcC B = p(A) <X u(B;
iel iel

~—

(abzdhlbare Subadditivitit)
“o- Subadditivitit”

Bemerkungen :

1) u(A)=0: A heiit p-Nullmenge
(abzdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind wieder Nullmengen)

2) Aus (ii) folgt die Monotonie :
AC B = u(4) < u(B)
(benutze (ii) mit By := B, By :=0, k > 2)

3) In (ii) bedeutet “abzéhlbar” : # I < oo oder I = N.
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4) In der Literatur nennt man eine Mengenfunktion p mit (i), (ii) ein &u3eres Mafl. Daraus

konstruiert man ein Mafl durch Einschrankung von p auf ein gewisses Teilsystem 2 von
P(X

). Auf 91 ist x4 dann abzihlbar additiv :

n=1

BoemfirneN, B,NBy, =0firn#m — u(UBn> => u(By).
n=1

Dazu spéter mehr.

Beispiele :

Sei X eine beliebige Menge

i)
ii)

iii)

triviales MaB: u =0
Dirac-Mafl ina € X :

1, a€ A
61/(‘4):{0, CL€A

Dann: 0,(0)=0 +/

Seien A, B; C X, AcC | B;
=1

1=

Falll1:a¢ A
5.(A) =0< iéa(Bi)
i=1
Fall2:ac A
= a € By, fiir ein io; also: 1 = §,(A) = §4(B;,) < i‘sa(Bi)
i=1

Zihlmafl: 6(A) := # A (Anzahl der Elemente von A)
(also = 400, wenn A keine endliche Teilmenge von X ist). Dass es sich um ein
Mafl handelt, ergibt sich aus folgender

Ubung : Sei ¢ : X — [0, 00] beliebig und fiir A ¢ X
0p(A) = sup{ Yolx): ECAH#E< oo}

el

Fiir p =1 ist ¢, das Zéhlmaf. Man zeige :

Sei (Bj;)ier eine abzihlbare Familie von disjunkten Teilmengen von X. Dann gilt

SOp(UBi> = Z @p(Bi)a

el i€l
d.h. ¢, ist sogar abzahlbar additiv und damit ein MaB(?!).
Als Spezialfall folgt, dass das Zdihlmaf$ ¢ ein Maf ist.

Das néchste Beispiel wird uns etwas langer aufhalten.



Analysis 111 84

Das eindimensionale Lebesgue-Maf3 £! auf R
Ziel :

definiere ein MafS auf R, so dass Intervalle [a,b], (a,b),[a,b), (a, D]
das gleiche “Mafi b— a” haben

Idee :

tberdecke dazu A C R mdglichst gut mit Intervallen

Definition 23.2 :

Fiir A C R ist das Lebesgue - Mafl von A die Grdfe

LY(A) = inf { J%:I <bj — aj>‘ ([aj, bﬂ)jel ist abzdhlbare Uberdeckung von A}.

Satz 23.1 :

(i) L ist ein Maf3 auf R.

(ii) LY(J) = b— a fiir beliebige Intervalle J mit Endpunkten a < b in [— 00, ).
(iii) L'(A) > 0 fiir offene A C R, A # ().
(iv) £(Q) =0.

Beweis :
Q) 0cl-=ee 2L cigy<2.e 2L =o.
oo
Seien € > 0, A C R gegeben, und es gelte A C |J B, mit Mengen B,, C R. Zu jedem
n=1

n € N withlen wir gem#8 Definition (£!(B,) = inf...) eine abzihlbare Uberdeckung
([a” b”D , (I, = abzéhlbare Indexmenge) von B,, mit
1€1n

LBy +27"e> Y (b? - a?).
i€ln,

Aus B, C | [an bn} folgt

1Y
i€ln

1< O (U )

n=1 i€el,
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also nach Def. (£!(A) = inf Summe der Intervall-Lingen)

L'(4) < i(Zby—ay>

n=1 \i€l,

iﬁl(Bn) + {i 2—"} €
n=1

n=1

IN

= > LYBy)+e.
n=1
Da € > 0 beliebig ist, folgt :

LYA) <> LN(By). = L' ist Ma8.
n=1

Beachte :

offene Teilmengen # () von R umfassen ein Intervall positiver Linge,
also folgt (iit) aus

(ii) Sei J = [a,b] mit a < b € R. Aus der Def. folgt :
LYJ)<b—a.
Z.z7. ist :

() b—a< Z(bi—ai) fiir jede hichstens abzihlbare Uberdeckung ([a;, b;]);c; von J.
el
Dann folgt durch Bildung vom Infimum :

b—a < L)

Fall 1: #1 < oo = (x) gilt (vgl. Bild!)

as by

ai by

Fall 2: #1=o00,alsozB.: I =N.

Sei e > 0 gegeben. Vergrofere [a;, b;] zu [a; — &, b; + &;] mit &; := 27 %.

00
— JCU(CLi—e’:‘Z‘,CLZ‘—i—Ei)

i=1

J kompakt N
dN: JC U (ai—€i,bi+€i)

=1

N
— JCU[GZ‘—{:‘Z‘,I)Z‘—FEZ‘]
=1
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Fall 1 angewendet auf diese letzte Inklusion ergibt geméf (x) (endl. Indexmenge)
N N
b—a< Z(bz - ai) +225i < Z(bZ — ai) + 2¢,
i=1 i=1 iel
also gilt (%) auch fiir die Indexmenge I, da € beliebig.
Ergebnis :
L' ([a,b])) =b—a Ya<b,a beR.
Die Monotonie von £! ergibt :
L' ([a+e,b—e]) <L ((a,) < LY ([a—e,b+¢€])
= ‘[,1 ((a,b)) = (b—a)| < 2e,
so dass auch
£ ((a,b)) =b—a.

Fiir halboffene Intervalle schlieffit man analog, fiir unbeschrinkte Intervalle J
folgt aus der Definition bzw. Monotonie direkt

L) = 4o0.

Spiter :

entsprechende Konstruktion eines Mafles L™ auf R™ fir alle n > 1

— L3 ist die richtige Volumenmessung in R3.

Definition 23.3 :
X set beliebiger Grundraum, p ein Maf$ auf X .
a) Fir A C X definiert man die Einschrinkung von p auf A durch
(| A)(B) = (AN B), BC X.

Hierbei gilt : p| A ist ein Maf$ auf X!
b) A C X heifit p-messbar, wenn A jede “Testmenge” additiv zerlegt :

|W(B)=p(BNA)+p(B—A) ¥VBCX|

Dieser Begriff wird eingefiihrt, um abzihlbare Additivitdt auf disjunkten Mengen
zu haben.
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B\ A

BnNnA

B\ A

Bemerkungen :

B=(BNA)U(B—A)
1) Subadditivitit = pu(B) < w(BNA)+ pu(B— A) gilt immer!

Deshalb mufl man nur “>” priifen.
2) offenbar : (), X p-messbar; y-Nullmengen sind p-messbar!

3) C C X beliebig; A p-messbar = A (u | C')-messbar

“Komplementregel”
<~

4) A p-messbar X — A p-messbar.
Satz 23.2 : (Eigenschaften messbarer Mengen / Operationen mit messbaren Mengen)

Sei v ein MafS auf X, {Ax}ren eine Folge p-messbarer Mengen. Dann :
oo oo
(i) U Ak, () Ax  p-messbar
k=1 k=1

(i) AxNAg=0, k40 — 4 (kflek> - kflu(Ak)

Yo -Additivitdt auf messbaren Mengen”
(iii) Gilt Ay C Ay fiir alle k, so ist

7 (U Ak) = lim p(Ay) € [0, 00].
k=1

(iv) Sei (A1) < oo (oder pu(Ar) < oo fiir ein L) und Ay O Agy1 fir alle k
(oder fiir k > L). Dann folgt

7 (ﬂ Ak) = lim p(Ay).

k=1
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Beweis : (in 6 Schritten)

1.)

Wir erinnern an die Messbarkeitsdefinition fiir A C X
() wB)>uANB)+u(B—-A) VBCX
Also gilt fiir B C X
w(B) = pu(BNA;) + pu(B — Ay)
und (Messbarkeit von Ag, B — A; als Testmenge in (x))

w(B—A1) = p((B—A1)NAz)+pu((B—Ar)—Ar)

= w(B) = p(BNA)+p((B—A1)NAz) +p((B— A1) — A

Es gilt :

()

88

(BﬁAl)U{(B—Al)mAg} S BN (A UAs) und (B — Ay) — Ay = B — (A; U Ay)

Memtonle (BN Ay + (B — A1) N Az) > (BN (Aq U Ap))

Einsetzen in (#x)
—

w(B) > u(BN(A1UAz)) +p(B— (A1 UA)),

d.h. A; U Ay messbar.

Induktion iiber n liefert :

n
J Ay messbar fiir alle n| ,
k=1

d.h. endliche Vereinigungen messbarer Mengen sind messbar.

X —-(A1NAy)=(X—-A;)U(X —Az) messbar nach 1.)
. messbar 7

= A; N Az messbar. (“Komplementregel”)

Induktion iiber n liefert :

() Aj messbar fiir alle n| ,
k=1

d.h. Schnitte von endlich vielen messbaren Mengen ist messbar.
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k
3.) Gelte Ay N Ay = 0 fiir k # ¢; setze By := |J Ay messbar; Ay messbar
=1

By, 41 Testmenge
—

W(Brt1) = p(Brgr N Apgr) + pu(Brg1 — Agg1)
= p(Ag1) +p(Bg) VEeEN

falls alle Maf} |
PRI ST (Brr1) — u(Br) = u(Agt1)

Also :
M (U Ak) = 1(Br)
k=1
Teleskop-S =
= ((Bry1) — u(By)) + p(Bi)
k=1
n—1
= (A1) p(Agt1)
k=1

I

NE
=
&

d.h. kilﬂ(Ak) — U (k[}l Ak) Vn

Also gilt (ii) fiir endliche Vereinigungen disjunkter Mengen. Es folgt (Monotonie)

> (AR < p (U Ak) Y Ay < (U Ak:) :
k=1 k=1 k=1
“>7 gilt trivialerweise, also folgt (ii) allgemein.
Rechnung wurde unter der Annahme p(Ax) < +oo VEk gemacht. Andernfalls gilt (ii)
direkt!
4) Sei Ao := () und gelte Vk € N,
Ay C Apy1 = A1 — A = Ag1 N (X — Ag) messbar, dann folgt nach (ii) :
pl UAe) = p| U@ —Ak) = 2 n(Ax — A1)
k=1 k=1 k=1

=Ap,
——f

.i n
= lim Z w(Ag — Ag_1) (: lim u( U (A — Ak—1) ) :nlirgou(An),

n—oo k= n—oo

wobei wir (ii) fiir die disjunkten Mengen By := Ay — Ax_1 benutzt haben.

Damit ist (iii) bewiesen.
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5.) Sei nun Ay D Agyq und p(A;) < oo

Screibe
Ay =14 U (A — Ayp)
a0 Ui

aufsteigend messbar

(iif) + Subadd.
=

ua) < (A )+ Dear-a)

k=1
- +)
= u < N Ak> + lim p(4; — Ay).
AjTestmenge

A, messbar = w(Ar) = pu(A1NA,) + p(4 — Ay)
und wegen u(A;) < oo :

p(Ar — An) = p(A1) — p(A1 N Ap).
Also :

f (Dl Ap | + lim (A = Ap) = p (Dl Ak> +p(Ar) = lim g (Ag N Ag)

—A,

Einsetzen in (+) :

) < () ) + ) - i (4,)

— Jim ) <u( 1 4).
k=1

n—oo

die umgekehrte Beziehung gilt wegen Monotonie. Es folgt (iv).

oo o0
6.) Zu beweisen bleibt noch (i), also Messbarkeit von |J Ag, () Ak.
k=1 k=1

Sei B C X beliebig, 0.E. u(B) < oo, da sonst

w(B) > u(B N <k§1 Ak» + M(B — ]gl Ak> trivial ist.

J
Definiere B; := |J Ag.
k=1

Beachte : p-messbare Mengen sind p| B-messbar, d.h. (iii), (iv) gelten fiir x| B. D.h. :

(Bm U Ak> +u<B U Ak)

k=1 =1
Bj messbar nach L) ( ) (k[._jl B ) B)( ﬁ (X B Bk) )
- -—

k=1
absteigend
(i), (iv) B; aufsteigend !

lim ([ B)(Bi) + lim (1 B)(X — By)

k—o0

By messbar bzgl. u| B

90
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[e.9]
= |J Ay ist u - messbar.
k=1

Gemi X — () Ar= U (X — 4;) folgt die 2'€¢ Behauptung aus (i).
k=1 k=1

Bemerkungen :

1) Fiir konkrete Mafie auf dem R™ werden wir spéter ein sehr handliches Kriterium formu-
lieren, mit dessen Hilfe sich “Messbarkeit einer Menge bzgl. diser Maf3e” schnell
entscheiden 1a8t.

Merke :

Fir verniinftige Mafle (Volumenmessung in R™) sind fast alle Mengen messbar,
nicht-messbare Mengen lassen sich dort nur mit dem Auswahlaxiom konstruieren.

2) Sei X eine Menge, ¥ C P(X) heifit eine o-Algebra, falls :

(i) 0, X ev
(i) Acv=X—-Aecd

(iii) A, edfirneN= |J A, €9
n=1
(es folgt : A, € 9 fir A, €9).
=1

n

Ist p ein Mafl auf X, so folgt aus 23.3 :

M = {A € P(X): A ist u-messbar } ist o-Algebra der u-messbaren Mengen.

Literatur : (Bauer)

In machen Biichern findet man folgenden Zugang zur Maf3theorie :

(X, N, ) heifit MaBraum, falls V' C P(X) eine o-Algebra ist und A : N' — [0, o0]
eine Abbildung mit den Eigenschaften

(i) AM(0) =0,
(ii) )\( U An) = > MAy,) fir Ay, A, € N paarweise disjunkt
n=1 n=1
(X, M, u‘ ) ist daher ein Maflraum.
M
Ist umgekehrt (X N, )\> ein beliebiger Mafiraum, so setzt man fiir A C X
((A) = inf {)\(B) tACB,Be /\/}.

i ist dann ein Mafl im Sinne von 23.1.

(Ich finde den Zugang iiber duflere Mafle begrifflich einfacher).
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Bis jetzt : alles sehr allgemein, nun betrachten wir

Definition 23.4 : Mafle auf metrischen Riumen

Sei X ein metrischer Raum.

(a) Die o-Algebra B = B(X) ist die kleinste o-Algebra in X, die alle offenen
Mengen enthilt. Die Elemente von B heiffen : Borel-Mengen (Konstruktion
von B s.u)

(b) Ein Maf p auf X heifit Borel-Ma8, falls alle Borel-Mengen p-messbar sind.

(¢) Ein Borel-Maf$ auf X heifit (Borel-)regulér, falls es zu jeder Menge A C X
eine maflgleiche Borel-Obermenge B gibt : u(A) = u(B) mit A C B,B € B.

(d) Ein Borel-requlires Majf$ heiffit Radon-Maf3, wenn kompakte Mengen C X
endliches Maf haben.

(e) Eine Menge A C X heif$st o-endlich bzgl. eines Mafles A auf X, wenn man

schreiben kann A = |J By mit A-messbaren Mengen By, A\(By) < oo.
k=1

Bemerkungen :

0) Die Volumenmessung im R? ist z.B. ein Radon-Ma8.
( g

(1) Borel-Mengen = alle Mengen, die sich aus offenen und abgeschlossenen Mengen durch
abzahlbare Vereinigungen, Schnitte und Differenzen sowie Iteration
dieser Konstruktionen erzeugen lassen.

Existenz von B : setze B := ()1, = o-Algebra D { offene Mengen in X'}
(P(X) ist ein solches )

(2) Borel (-regulidr) Mafle und Radon-Mafle bringen Messbarkeit und Topologie in Verbindung
. offene/abgeschlossene Mengen sind messbar, fir Radon Mafe haben kompakte Mengen
endliche Masse

(3) Borel- und Radon-Mafle kann man auch auf beliebigen topologischen Réumen definieren.
(4) Fiir (e) kann X irgendeine Menge sein, also nicht notwendig ein metrischer Raum.
(5) Beschreibung der Borel-Regularitit :
Es gilt fiir ein Borel-MafS A auf X :
A Borel-requlir <= A(A) =inf{\(B): B € B, B> A} fir alle A C X.
Beweis :
“=": Kklar!
“—=": Sei A C X gegeben.

Zu n € N wihle B, € B, B, D A, A(B,) — L < A(A).

Sei Bi= (] By € 5.

n=1

Dann : A(B) < (By) < AMA) — 1, also A\(B) < A(A).
“>” folgt aus A C B.
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6) Sprechweise : Sei X irgendeine Menge, \ ein Maf} auf X.

A heiit regulires Maf : el AMA) =inf{\(B): B> A, B X -messbar}

firalle ACc X

vgl. (5),
1. Rech Lo . .
EERTET firalle AC X gibt es eine A-messbare

Menge C' D A mit A\(A) = A(C)

Indem man A, ersetzt durch mafigleiche A-messbare Obermengen kann man zeigen bzw.
die Aussage von 23.3 wie folgt verallgemeinern :

{\ reguliires MaB, A,, C A, fiir alle n € N} = A(4,,) =3 A (U Ak>
k=1

Die A,, miissen also nicht A\-messbar sein.

Satz 23.3 :

Sei A ein Borel-regulires Maf$ auf X und A C X sei A-messbar. Dann gilt :

(i) A Borel-Menge = \|A Borel-regulir
(ii) AMA) < 0 — |4 Radon-Ma#, also speziell auch Borel-regulr.
NG

nicht notwendig Borel
Beweis :
Definiere v := A\| A.

Bemerkung 3) nach Definition 23.3 besagt :

A-messbare Mengen sind auch v-messbar, also sind insbesondere alle Borel-
Mengen v-messbar und somit ist v ein Borel-Maf.

Im Fall A(A4) < oo gilt :
V(K) =AANK) < A(A) < oo fiir alle kompakten Mengen K C X.

zu (i) :

Sei A jetzt Borel-Menge.

zu zeigen : v ist Borel-reguldr ()

d.h. : Zu C C X finde Borel-Menge D D C mit v(C) = v(D).

bekannt :

A Borel-reguldr = 3 Borel-Menge F C X mit A\(E) = A(ANC)und ANC C E.
Setze D := EU (X — A)

= D Borel-Menge und C C (ANC)U(X —A)CEU(X —-A)=D
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DNACE
nach Def. v. D

sowie v(D)=ANDnNA) < AME)=XANC)=v(C)

Die umgekehrte Richtung v(D) > v(C) folgt aus C' C D, also gilt (x).

zu (ii) :

Sei A C X nicht notwendig Borel-Menge, aber es gelte A\(A4) < oc.
Zu zeigen ist wieder (x).
Zunichst existiert zu A eine mafigleiche Borel-Obermenge B (A Borel-reguléres Maf}).

Da A A-messbar ist, folgt :
AMB—A)=XB)—-XA)=0 (beachte: B= AU (B — A) sowie A\(B) < oo !)
Fiir C' C X beliebig ist deshalb
v(C)=XANC)<ABNCQO) = (A[B)(C)

A X-messbar,
B N C als Testmenge

= A((BNC)NA)+X(BNC)—A)

< A((BNC)NA)+A(B - A)
=0
- A(BNC)N A)

< v(C)

= v(C)=\|B)(C) VCCX <= v=J\B
Nach (i) ist A| B Borel-regulér, also folgt (x) fiir v.
v(K) < oo fiir sogar alle K C X ist klar.

Satz 23.4 : Approximationssatz fiir Borel- und Radon-Mafle

a) Sei X ein metrischer Raum und A ein Borel-Maf3. Ist B Borel-Menge mit A\(B) < oo,
so gibt es zu jedem € > 0 eine abgeschlossene Menge C' C X mit

CCBund A\(B—-C) <e.

b) Sei A ein Radon-Maf3 auf R". Ist B Borel-Menge, so findet man zu jedem e > 0 eine
offene Menge U mit

BcUund AU — B) <e.

Fiir Radon-Mafle auf R™ gilt noch mehr
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Zusatz : (Radon-Mafle auf R"™)

Sei A ein Radon-Maf3 auf IR™. Dann gilt

(i) fur jede Menge A C R™ : A(A) = inf{\(U) : U D A offen}
(ii) fiir jede A-messbare Menge A : A\(A) = sup{A\(K) : K C A kompakt}

Beweisskizze von 23.4 :

a) v:= A\|B ist endliches Borel-Maf}
(Bemerkung nach Def. 23.3 = A-messbare Mengen sind auch \| B-messbar;
also sind alle Borel-Mengen A| B messbar; Endlichkeit : klar!)

o . A ist A-messbar und zu jedem £ > 0 gibt es eine abgeschlossene
1) Setze F 1= {A CX: Menge C: mit C: C A und v(A—C:) <e }

dann zeige :

e F D { abgeschlossene Teilmenge von X} klar!
e F ist stabil gegen abzéhlbare J und )
e F D { offene Teilmengen von X}

(beachte dazu : U offen = U = |J{z € U : dist (z, X —U) > 1/i} und {...
i—1

(2
ist abgeschlossen)

2) Sei F*:={AecF: X -AcF}
Zeige : F* ist stabil bzgl. |J und F* D { offene Mengen }
=1

(2
Insgesamt :

F* ist o-Algebra D { offene Mengen in X} = .

Unsere Borel-Menge B aus Teil a) gehort also zu F*, was zu beweisen war.

Bemerkung :

Die Bildung von F* ist notig, da F nicht abgeschlossen bzgl. Bildung von

Komplementen.
b) Jetzt : X = R™ und B Borel-Menge sowie A Radon-Ma8.
Sei Up, :={z € R": |z| <m}
= U,, — B ist Borel-Menge mit \(U,, — B) < A(U,) < oc.

Hier geht ein, dass X = R" ist. Andernfalls ist U, nicht notwendig kompakt!
(und hat somit endliches Maf).

Nach a) gibt es eine abgeschlossene Menge C,,, mit
Cpm CUp— B, AN(Up—B)—Cp) =ANUp, —Cy) —B) <e27™
wobei € > 0 beliebig vorgegeben ist.

o0
Die Mengen U, — C,, sind offen, also ist auch U := | (U,, — C,,) offen.
m=1

95
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Es gilt (Wahl von C),, d.h. C;,, C R" — B) :

BCR"-Cy, = U,.NnBCU,—-C,
Defyos Um (U — Cm) = U,
1

B = G(UmmB)c

m=1

Y3

d.h. U offene Obermenge von B. Fiir das Mafl von B — U bekommt man
wU—B) = u(U(Um—Cm)—B>
m=1

< iu((Um—Cm)—B) <e.

m=

[y

= p(B) =inf {u(V) : V offen C B}

O

In der Praxis hat man es meistens mit Borel-Mafien oder sogar Radon-Maflen auf metrischen
R&umen zu tun, und es stellt sich deshalb die Frage :
Wie entscheidet man schnell, ob ein gegebenes Mafl diese Eigenschaft hat ?

Satz 23.5 : Kriterium von Carathéodory

Sei A ein Maf auf dem metrischen Raum X. Gilt
MAUB)=XA)+ \(B) VA BCX,dist(A,B) >0

so ist A ein Borel-Mafl auf X.

Beweis :

Es geniigt zu zeigen, dass alle abgeschlossenen Mengen C' € X messbar sind
bzgl. A, denn die messbaren Mengen bilden eine o-Algebra, und jede o-Algebra D
{abgeschlossene Mengen in X} umfafit 5.

Fiir A C X beliebig ist zu beweisen (bei fixierter abgeschlossener Menge C')
() AMA)>ANANC)+AA-C).
Dazu sei 0.E. AM(A) < co. Fiir m € N sei

dist (A, B) := inf{d(z,y):z € A,y € B}
Cp = {zeX: dist(z,C) <1/m}

(die duBBere Parallelmenge von C' im Abstand 1/m).

Man bekommt C),, indem man um C' einen Streifen der Breite 1/m legt.
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Man bekommt C,,, indem man um C'
einen Streifen der Breite % legt.

ANcC

—  dist(A—Cp, ANC) >

1
m

VU () AA—Con) £ AANC) = M(A—C) U(ANC)) 27 A(A),

denn (A—-Cp)U(ANC) C A.

Behauptung : (%) liln MA—-Cp) =XA-0C)

Setzt man dies in (xx) ein, so folgt (x), also die Behauptungung.

ad (***) : Sei fiir k€ N
- L1 : 1
Ry = {ZL'GA. ] < dist (z,C) < E} C Ck

— A-C=(A-Cn)U | Ry
k=m

CmDC Vor. 00
= MA-Cp) < MA-C) < MA-=Cpn)+ > MRk)
k=m
Man sieht :
Ist > A(Ri) < oo so folgt (%) .
k=1
Es gilt fiir j > i+2 dist (R;, R;) >0 %{d
+Ind.
m m Mon.
> A(Rax) = A < U R2k> < AA),
k=1 k=1
m m Mon —
> AMRokr1) = A ( R2k+1> < A4
k=0 k=0

S AM(Rp) < 2M(A) <00 ¥m

97
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Das Lebesgue - Mafy £ auf R"

ist fiir geometrische Anwendungen wie Volumenmessung das wichtigste Mafl. Die Konstruktion
ist analog zu der von £! nur mit Quadern statt Intervallen.

Definition 23.5 :

Fir A C R™ set

n (Qi);er ist hichstens abzihlbare Uberdeckung
£7(A) = inf {ze; @il - von A durch abgeschlossene Quader Q;
das sogenannte Lebesgue-Mafl von A. (genauer: n-dim. Lebesque-Maj3)
Hier :  Q = Ja1,b1] X ... X [an, by,
Q] = (b1—a1) ... (bp —ayn). “Elementarvolumen”
Bemerkungen :

1) L"ist ein Maf3 auf R"™.
Beweis wie fiir £!; Einzelheiten — Ubungen !

2) In der Definition kann man genauso offene Quader W = (aj,b1) x ... X (an,by) oder
teilweise offene Quader W benutzen, vorausgesetzt man setzt immer |W/| := Produkt
der Kantenlingen.

Begriindung :

oo

A C | Qq, Q; = abgeschlossener Quader. Sei € > 0 gegeben;
i=1

bilde nun mit spéter zu definierendem ¢;

Wi = (a} — e, b + &) x ... x (a), — e, b, + &),
wenn
Qi = [a%,b}] x ... x [a!, D]
dann folgt :
AC U W; mit offenen Quadern W;
=1
und

i ST a4 22

i=1 =1 j=1

~.

geméf

—.

n
(05— aj +220) < JT 0 - 5) 20027 o 0105 - )"
J= J=
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folgt
Wil < |Qil + 27",
wenn man von &; verlangt

2¢;2" 1 max {1, b;- — a}}"f1 <27
j=1l..n

Insgesamt :

W <> Qi + e,

=1 =1

so dass
inf{z Wil :...W; offen ...} = inf{z |Qi] : ...Q; abgeschlossen ...}.
i=1 i=1

3) Ist @ ein Quader und zerlegt man diesen durch Schnitte mit achsenparallelen Hyperebenen
in Teilquader @1, ...,QxnN, so gilt :

Q4 Qs
N
Q= ;|Qi|

@1 Q2

Q

—> bei der Definition von L£L™(A)kann man mit Quadern (sogar Wiirfeln !)
arbeiten, deren Kantenlingen unterhalb einer beliebig kleinen vorgege-
benen Schranke liegen :

(Q1);er ist Quaderiiberdeckung von A mit Quadern

£7(A) = inf {ZGZ:I Qi - (oder Wiirfeln) der Kantenléinge < § } ’

4) Fiir Quader @ (abgeschlossen, offen, halboffen) gilt stets

Beweis : wie fiir £1 !
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Satz 23.6 : (Eigenschaften von L£™)
(i) Fir jede Menge A C R"™ gilt L™"(A) = inf{L"(U) : U offen D A}.
(i) L™ ist ein Radon-Maf.
(iii) Translationsinvarianz : L"(b+ A)=L"(A) Vbe R", ACR"
(iv) Homogenitit vom Grad n :  L"(r-A) =r"L"(A) Vr>0,ACR"
(v) Seienri,...,r, € R und T(z) = (r1z1,...,rxy). Dann gilt :

LYT(A) =|r1...rn| - L"(A). (beachte : detT =11 ...79)

Beweis :

(i) fir £"(A) =00 klar !
Sei also L"(A) < 0.
Nach Bemerkung 2) im Anschlufl an Definition 23.5 gilt :

zu jedem e > 0 gibt es offene Quader (P;);jen mit
Ac|JP=U ud L£"A)+e>) |Pjl.
j=1 j=1
U ist offen mit
LYU) <Y |Pj] < L(A) +e.
j=1
Da umgekehrt offenbar £™(A) < £"(U) gilt, folgt (i).
(ii) Sei K C¢ R™ kompakt

= 3 Quader Q mit K C Q
= L7(K) < L"(Q) = Q] < <.

Mit Carathéodory’s Kriterium zeigen wir, dass L™ Borel-Maf ist :

Seien A, B C R™ mit dist (4, B) > 0. O.E. L"(AU B) < oo, sonst ist nichts zu zeigen.

Sei € > 0 gegeben

— 3 Quaderiiberdeckung von A U B mit Quadern @);
der Kantenlidngen < ¢ (wird spéter fixiert) mit

o0

S IQs < LY (AUB) +=

j=1
Sei J C N definiert durch  j € J <= Q;N(AUB) #0.
Dann ist auch (Q;)je; Uberdeckung von AU B.

100
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Sei 0 = ﬁﬁdist (A, B). A B

Dann ist fiir Q;, j € J, entweder Q; N A # () und Q; N B = () oder umgekehrt.
Sei i:={jeJ:QNA#0}, Jo:={jeJ:Q;NB# 0}
= J=J1UJy, JlﬂJQZ(b,
(Qj)jes, ist Uberdeckung von A, (Q;)jes, ist Uberdeckung von B

= LrA)+LYB) < X Qi+ Y19,

Jen1 jeJ2

= 2 1Qjl
JjeJ
< L"AUB)+¢
= L"(A)+ L"(B) < L"(AUB),
und die umgekehrte Ungleichung folgt aus der Monotonie.
Nachzuweisen : Borel-Regularitit von L™

Sei A C R™ beliebig. Nach (i) gibt es eine Folge U; offener Mengen mit

Up> A, LA) = lim £"(Up).

k—oo

B := () Uy ist Borel-Menge (also messbar), B D A, mit
k=1

£'(B) < LY(Uy) =3 £7(A), d.h. £7(B) < L™(A).
Die umgekehrte Ungleichung gilt trivial, also ist B mafigleiche Borel-Obermenge zu A.
(iii) (Qj)jes abzihlbare Quaderiiberdeckung von A

—> (b4 Qj)jes abzdhlbare Quaderiiberdeckung von b+ A
auerdem  |b+ Q;| = |Q;|, da die Kantenléingen gleich sind = L"(A) = L"(b+ A).

(iv) ist Spezialfall von

(v) Sei (Qj) Quaderiiberdeckung von A = (T'Q;) ist Quaderiiberdeckung von T'A mit

SITQl =1lr1--ral - > 1Qy1,
jeJ jeJ

denn ist

Q = [al,bl] X ... X [an,bn],
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so gilt

TQ = [a1, 1] X ... X [an, Bp] mit ag < Br, {o, Bk} = {rrak, 1% - b}
Es folgt

LM(TA) <|ri...m|L"(A) (%)

Ist ein 7; = 0, so gilt ,,=” direkt (vgl. nachfolgende Bem.).
Sind alle r; # 0, so setze

1 1
Sz = <x1, cee :):n> .
1 Tn

Es gilt () fiir S statt 7" und T'A statt A, d.h.

£° (S(TA)) < \:1 e (ra)

n

Gemifl S - T = Id folgt die Behauptung.

O
Folgerung :
R
ACc{zeR":zpy=c} firein ke {l,...,n},ceR
— LM(A) =0 R
A
denn : nach Translation o.E. ¢ = 0.
Sei T(x) = (1’1 o Tl—1 Oxk_H .. .I‘n) = TA=Aund [,n(TA) = O,Cn(A) =0.
Bemerkung :
hier zunéchst £"(A) < oo, da sonst Term der Form 0 - co auftritt;
falls L"(A) =00 = Dbetrachte 4,, = AN{z:|z|] <m}
O

Wir bemerken, dass L™ weitgehend durch die Aussagen von Satz 23.7 eindeutig festgelegt wird.
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Satz 23.7 : Eindeutigkeit von L™

L" ist das einzige Maf3 A auf R™ mit

(1) Translationsinvarianz :

(i) Additivitdt auf Quadern :

(7i1) Normierung :

(iv) Regularitit :

Beweis : -

Bemerkung :

103

Ab+A)=XA) VbeR" ACR"

Fir disjunkte Quader C R™ gilt

MQ1U Q2) = A(Q1) + A(Q2)

A0, 1) = 1

AMA)=inf{\U): ACU offen } VACR"

(1), (ii), (iv) legen L™ bis auf einen Faktor o > 0 fest. Es ist a = A\([0, 1]™).

O

Unser geometrisches Mafl L™ sollte invariant gegeniiber Drehungen sein, denn
Drehungen verdndern ja anschaulich das Volumen nicht. Das 148ss t sich sehr einfach beweisen,
wenn man L£” mit Hilfe von Kugeliiberdeckungen charakterisiert. Zur Vorbereitung dient ein

Topologisches Lemma :

Sei U C R" offen. Dann gilt U = |J W; mit abgeschlossenen achsenparallelen Wiirfeln

i=1

W;, deren Inneres paarweise disjunkt ist.

Beweis :

Sei m € No und Fpy, := 277" = {27 ({4, ...

,En) Ez € Z}

~ induziert Zerlegung von R"™ in abzihlbar viele, abgeschossene, achsenparallele

Wiirfel der Kantenldnge 27",

Definiere nun folgende Mengen:

We = {W?:iel,} Menge der Wiirfel aus Fo, die ganz in U liegen

~ Iy ~ N oder #1, < o0;

Up:=U— |J W? offen
i€lo

Wh:={Wl:ie,} Menge der Wiirfel aus Fi, die ganz in U; liegen

~ I ~ N oder #1I; < o0;
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induktiv: Upg1 = U, — U W™,
i€l
wmtl . — {I/Vim+1 1 € Lyt Wiirfel aus Fpp, 41, die ganz in U,,41 liegen
W= (Wf ) el System von Wiirfeln mit paarweise disjunktem Inneren es gilt:
JE€No € J

v-nUw

j=04i€l;

Wir benutzen das topologische Lemma zum Beweis von

Mafitheoretisches Lemma :

Sei U C R" offen und beschrinkt. Dann gibt es abzdhlbar viele, paarweise
disjunkte, abgeschlossene Kugeln B; C U mit

LU = L" (G Bl-) = iﬁ”(Bi)
i=1 i=1

Bemerkung :

o0 [e.e]

Es gilt im allgemeinen nicht U = |J B; sondern nur £" (U — |J Bi> =0, d.h.
i=1 i=1

die Kugel B; schépfen U nur bis auf eine £"-Nullmenge aus.

Beweis :
o0
Wir schreiben nach dem vorigen Lemma U = |J W; mit Wiirfel W;, deren Inneres
i=1

paarweise disjunkt ist, «; = Kantenldnge W;, a; = Mittelpunkt von W;.

a; B; = Innenkugel zu W; um a; mit Radius %

73

I/T/i = achsenparallele Wiirfel um a; in BZ mit Kantenlénge G
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Ersetze B; durch eine etwas kleinere konzentrische Kugel B; mit
LM(By) > n 2L (W;).

Beachte : die B; sind jetzt disjunkt!

AuBerdem sei B; abgeschlossen. Dann gilt einerseits

cr (G W) 4 Iznne“’siﬁn( W) ch ) > £MU), da Wi D T,
=1 =1

und andererseits

(U ) < L"(U) wegen der Monotonie.
Also folgt

oo > LU Z L"(W;), so dass die Reihe rechts konvergiert.

m
Sei Uy :=U, Uy := U; — |J B; offen, wobei m spéter gewéhlt wird.
i=1

Es gilt :

U WUUW B;)

i=m+1

0wy = 3 LW DR (W) - £(B)
- [ ¥ W )+Zn‘N/2£”(W) In(B] + (1 — n=N2)Lr(W5).

i=m+1 )1

Es ist n="/2L"(W;) — £"/(B;) < 0

— L+ gj (1 n="/2)Ln(Wi)

MS

< { Zﬁ” )+ PEN (W) — In(By) b+

(1= n="/2) L7(W;)

N
Il
—

<0
Da die Reihe konvergiert, gibt es ein Ny mit {...} <0 Vm > Nj.

Sei m = Ny und Us mit diesem m definiert. Dann ist

LMU) <Y (L=n""2)LrW;) < (1—n""2) L7(Th).
i=1
Definiere rekursiv offene Mengen Uy D Uy D U D ...
(wiederhole die Konstruktion mit Uy, statt Uy, usw. !)



Analysis 111 106

mit | L"(Ugs1) < (1 - n_"/2) L™(Uy)

Es gilt in jedem Schnritt :
Uk+1 =Ug — U endlich viele, abgeschlossene, disjunkte Kugeln C Uy.

Sei {Ky}ren eine Abzidhlung der disjunkten, abgeschlossenen Kugeln, die in jedem
Schritt entfernt werden

- U:UkUUKg Vk
(=1

— LMU) < L) *ﬁ £ (Ky).
=1

k—o0

Mit  £(Uy) < (1—n2)"2n;) =0

folgt  L7(U) = Y- L7(K),
/=1

denn ,,>” ist wegen Ky C U und der Disjunktheit von K, trivial.

Mit Hilfe des vorstehenden Lemmas beweisen wir jetzt

Satz 23.8 : (weitere Eigenschaften von £™)

(i) Fir AC R"™ gilt L"(A) =inf{> L™"(B;): B; Kugeln mit A C |J B;}.
i=1 =1

(i) Fir f:R™ — R"™ mit |f(z) — f(y)| < L|z—y| ist L*(f(A)) < L™-L*(A), ACR"

(i1i) Ist T : R™ — R"™ eine Isometrie, also Tx = x, + Sz mit einer orthogonalen Abbildung
S, so gilt fir ACR"™ :  L™"(TA)=L"(A).

(iv) Ist L : R™ — R" linear und A C R", so ist
L"(LA) = |det L|- L™(A).

(v) Ist m < n, so sind m — dim Untermannigfaltigkeiten von R™ L™-Nullmengen.

(Aus (v) folgt u.a., dass es in (i) egal ist, ob die Kugel offen oder abgeschlossen sind.)

Bemerkung :

Hier zeigt sich der Vorteil, Mae auf P(IR") zu definieren und nicht nur auf gewissen
o-Algebren M. Man hétte dann némlich zu zeigen, ob in (ii) f(A) € M gilt fur
AeMm.
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Beweis von Satz 23.8 :

(i) £'(A) =00

Sei zunéchst A offen und beschrankt

Lemma
—

~ o0 ~
3 disjunkte, abgeschlossene Kugeln B; C A,€ N, mit L"(A) = > L™(B;)
i=1

C:=A— |J B, ist £"-Nullmenge
=1

1=

= zu ¢ > 0 gibt es eine Wiirfelitberdeckung C C |J W; mit ) L£"(W;) <e.
7j=1 7j=1

Zu Wj bilde die Umkugel B} mit Radius %diam Wij.

Wegen der Homogenitét von L£" folgt (beachte : L(W;) = (dia\r;%wj )")
1 n nn/?
L"(B}) = L"(B) - (5 diam W;)" = wy, 5 L"(W;), wobei wy, := L"(By).

Damit ist

9]
> LMB)) < w2 e
j=1

Die Kugeln B; bilden zusammen mit den Kugeln B eine Uberdeckung von A und daher
0 B 00
LAY <3 LMBy) + Y LY(BY) < LM(A) +e- 270w,
i=1 J=1

Wegen der Beliebigkeit von ¢ folgt die Behauptung.

A beliebig : iiberdecke A durch offene Quader @; bis auf ein £ und benutze den ersten
Beweisteil fiir @);.

(ii) 0.E. L > 0 und L"(A) < oc; fiir By(x,) C R™ ist f(Byr(z.)) C Br.(f(xo)).

Man wihle eine Kugeliiberdeckung A C |J By, (z;) mit Y L"(By,(z;)) < L"(A) +¢
i=1 i=1

— A4 | Bn(f())
i=1
und
L"(f(A)) < > LY (B, (f(x:))
i=1

)
Homog. + Translationsinv. Z n n
. L' LBy, (@)
i=1
< L™ (L(A) + ).

Wegen der Beliebigkeit von ¢ > 0 folgt die Behauptung.
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(iii) Da wir bereits Translationsinvarianz wissen, sei T' 0.E. eine orthogonale Abbildung,

also |Tz — Ty| = |z — y|. Aus (ii) folgt
LUTA) < 17 £7(A) = £7(4) = LT~ (T A)) < £7(TA),
da auch T~! orthogonal.
(iv) Sei L linear. Dann gilt (— Polarzerlegung der Linearen Algebra)
L =01D0s

mit orthogonalen Abbildung O, 02 und einer Diagonalmatrix

Es folgt
LM(L(A)) = L™(01(DOy(A))) = L™(DO:(A))

fritheres Ergebnis

T 7l £7(02(A)) = |11 7| - £7(A) = | det L] - L7(A).

(v) Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ mit dim =n — 1.

Zu zeigen : L"(M) =0

R

Q' X (—¢,¢)
0 R £(0)
14
U M
U = offene Umg. von 0inR",

V= offene Umg. von @ := f(0) in R",
f : U — V Diffeomorphismus mit f(0) = ¢ und f(UNR"™ ) =MNV

Q" = Quader in R"!
= f(Q) C f(Q x(—¢,2))
= L"(f(Q) < Lip(f)" - L"(Q" x (—¢,€)) < Lip(f)" - const - €
Da € > 0 beliebig ist, folgt

LM(f(Q)N)=0 = L'(fUNR")=0 = L"(MnV)=0.



24

Mef3bare Funktionen

bilden die Grundlage der Integrationstheorie.

Definition 24.1 :

Sei X eine beliebige Menge, Y ein topologischer Raum, A\ ein Maf§ auf X.
f:X =Y heifit >-messbar, falls f~1(Q) A-messbar ist fiir alle offenen Q C Y.

Bemerkungen :

1) Sei ¥ :={ACY :f~1(A)ist A-messbar }.

Rechenregeln fiir Urbilder = ¢ C P(Y') ist eine o-Algebra, die per Definition
die offenen Mengen in Y umfaf}t.

Also : ’Borel—Mengen inY C 19‘

2) X Borel-Ma8} auf X (metr. Raum), f: X — Y stetig
= f ist A-messbar, denn f-Urbilder offener Mengen in Y sind offen in X.
(Analyse der Stetigkeitseigenschaften messbarer f = vgl. Satz 24.3)

3) Sei M C X. Dann gilt: (— Ubung !)

’XM : X - R MAmessbar <— M /\—messbar‘

0, ¢ M
we = {0 2E

4) Kriterium fiir reellwertige Abbildungen :

Sei A ein Maf} auf einer beliebigen Menge X und f : X — R. Dann gilt :
(=00, t]) oder f1([s,t]), s, t € Q < analog mit )

A-messbar <—
f { A-messbar fiir alle ¢ € @Q), offenen Intervallen

109
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denn aus dem System (—oo,t], t € @, kann man alle offenen Mengen C R durch abzéhlbare
Schritte, Vereinigungen und Differenzen erzeugen. Entsprechendes gilt fiir das System
[s,+00), s € Q.

5) Es ist zweckméifig, auch Funktionen
f: X —R=][-00,00 = RU{& o0}

zu betrachten, d.h. f(z) € {£ oo} ist moglich.
Dabei wird R mit seiner natiirlichen Ordnung — oo < z < oo, z € R, versehen und wir
sagen :

FH{=00}), f7H({+00}), f7HI) (I offen CR)

f: X — Rist A-messbar <=
A-messbar.

Funktionen mit Werten in R treten z.B. als Limiten von Folgen f, : X — R auf.

Satz 24.1 : (Rechenregeln fiir messbare Funktionen)

Sei A Maf$ auf X.
(i) Sind f,g : X — R A-messbar, so auch f+ g, f - g, |f|, min{f, g}, max{f,g}.
Fiir g # 0 hat man A-Mefbarkeit von f/g.

(ii) Sei fr.: X — R eine Folge A-messbarer Funktionen.

Dann sind inf fi, sup fi, liminf fi, limsup fr A-messbar.
k k k—o0 k—o0

(iii) Seien Y, X topologische Riume, g : Y — Z stetig und f : X — Y A-messbar.
Dann ist go f : X — Z A-messbar.

(iv) f: X — R"™ \- messbar <= jede Komponente A\-messbar

Bemerkung :

In (i) darf man R als Bild nur dann zulassen, wenn keine Ausdriicke vom Typ
00 — 00, 000 auftreten. f: X — Rund g: X — R ist fir f + g moglich.

Beweis :
(i) Esist fira € R

(*) (f—|—g)_1(—oo,a) = U (f_l(_ooar) ﬁg_l(—oo,s)),

r,s€EQ
r+s<a

woraus A-Mef3barkeit von f + g folgt.
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Beweis von (%) :

77C7, :
ze(f+g) 7 (~00a) = f(z)+g(z)<a
Setze € :=a — (f(z) + g(z)) > 0 und wihle r,s € Q
mit f(z) <r < f(r)+5, g(x) <s<g(z)+35
= T € fﬁl(_oo7r)mgil(_ooax)
und
r4s < fl)+g(x)+3e = 3(a—(fx)+9(x) + fz) +g(z)
= Za+1(f(2)+g(x) <a
77:)“ :
Sei f(z) <7, g(z)<sfirr, se€Q,r+s<a. Dann:
fx)+g(x)<r+s<a = z€(f+g) (—00,a).
Wir zeigen A-MefBbarkeit von f?:
a>0 = (fQ)_l(_Ooaa) = f_l(—OO, \/a) - f_l(_\/a7 OO)
N\ Ve
A-messbar
a<0 = () Y~o00,a) = 0
Daraus folgt A-MeBbarkeit von f - g, denn
1
fra=5[f+9" = -4,
d.h. f - g ist Summe von Quadraten und damit messbar.
Rest von (i) : — Ubung!
Bemerkung :
o= Fxp1(000)) ist A-messbar
== X o) -

fiir A-messbare f, da f~!(...) A-messbar. Daraus folgt A-MeBbarkeit von

fl=f" 4+, max{f,g} = (f —9)" + g min{f, 9} =—(f—9)” +g.
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Weiter im Beweis von 24.1 :
(ii) Seien fp : X — R A-messbar

- (é?&f’f>_ ([_Oova)):plfil([—oo,a))

-1 00
<sup fk) (=o0a) = A £ (=000

keN

= inf fg, sup fi sind A\-messbar

keN keN
(Diese Funktionen kénnen durchaus = —oo bzw. +00 sein!)
GemaéB
liminf f = sup {inf fi},
k—oo m>1 k>m
limsup fy = inf {sup fi}
k—o0 mz1 g>m

folgend daraus die anderen Behauptungen von (ii).

Spezialfall :

flx) = klim fr(z) existiert fir x € X = f:X — R ist \-messbar.
—00

(iii) (iv) — Ubung!

Satz 24.2 : Zerlegung messbarer Funktionen > 0

Sei A ein MafS auf der Menge X, f: X — [0,00] sei A\-messbar.
Zu jeder Folge {ry}ren mit

oo
re >0, 1, —0, > rp=o0
k=1

gibt es eine Folge { Ay }ren A-messbarer Teilmengen von X mit

oo
f=> 71-xa,.| ¢ (punktweise Konvergenz!)
k=1

Spezialfall :  rp =1/k.

Beweis :

Sei r, = 1/k, die allgemeine Aussage folge genauso. Setze induktiv
A = {reX:f@) =1,

ko1
Ay = {zeX:f(x)> 1+ 2 sxa @)}, k>2
j=1
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1.) Es gilt:

1
EDIY
k=1

Falll:x¢ J A = f(@©)>0=3 Lxa(2)
k=1 k=1

Fall 2 : x € A, fiir nur endlich viele k.

Sei ko :=max{k € N:z € A;}. Dann ist z € Ay,

Def 1 ko—1 1 ko 1 00 1
) 2t D0 e ) = 3 (@) = 3 < xa (o).
° =1 j=1

Fall 3 : z € Ay, fiir eine Folge k,, "—s 0.
Zu jedem N € N gibt es ein k,, > N, also

wEAkm km—1

o) T S - 3 L, @)
N .
> ;% 4;()

Mit N — oo folgt die Behauptung aus 1.).
Ist f(x) = oo, so folgt x € Ay, fiir alle k, also

e 00 1
D@ =) =1
k=1 k=1

Im Fall f(x) < oo, gilt © ¢ A, fiir unendlich viele n
(sonst Widerspruch zu 1.) und der Divergenz der harm. Reihe).

w\w

Fiir jedes solche n ist per Def. von A,

Zl

J

:\*—‘

Nach 1.) ist die linke Seite > 0, n — oo ergibt die Behauptung

Wir wissen : A\ Borel MaB auf R”, f : R® — RF stetig = f A-messbar.

Was kann man iiber die Stetigkeitseigenschaften messbarer Funktionen aussagen ?

Mefbare Funktionen lassen sich dem Mafe nach durch stetige Funktionen approrimieren bzw.
sind bereits grofitenteils stetig.
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Satz 24.3 : (von Lusin)

Sei A ein Borel-requlires Maf auf R™ und f : R" — RN A-messbar. Es sei A C R"
A-messbar mit \(A) < oo. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine kompakte Menge
K =K. mit KC Aund \(A—K) <e, sodass f|: K — RN stetig ist.

(Das bedeutet nicht, dass f an jeder Stelle xo € K stetig ist, lediglich f|x hat diese
FEigenschaft.)

Bemerkung :

Allgemeine Versionen finden sich bei Federer, 2.3.5.

Beweis :

Fiir jedes ¢ € N zerlege den Bildraum in der Form
o0
RN = J B
j=1

mit disjunkten Borel-Mengen B;; (d.h. By, N By, = 0 fiir ¢ # k),
wobei diam B;j < 1 (konkret: Wiirfelzerlegung von R™).
[Gemeinsame Seiten werden jeweils nur einem Wiirfel zugeschlagen!|

Die Mengen
Aij = f_l(BZ'j) NnNA

sind A-messbar und
A= 4y
j=1

fiir jedes ¢. Nach 23.4 (beachte A\(A) < o0) ist v := A| A ein Rodon-Maf, der Zusatz
zu 23.5 liefert kompakte Mengen K;; C A;; mit
I/(Az‘j — Kij) <eg- 27(i+j).

Es folgt :

J= J=

A4~ ’E'jl Ky) = v(A- ﬁl Kij)
(

7=1
< 2 v(Ai — Kij)

IN
™
b

J

114
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N (o)
Aus A(A) < oo und ngnOOA(A - jL:Jl KJ) - A(A -U

K]>
folgt :  IN(i) € N mit
N()
(+) /\<A— U K]) <2270,
=1
NI
=:D;
Die Mengen D; sind kompakt. Fiir 7, j € N wihle b;; € B;; beliebig und setze
g; : D, — ]RN, gz(l') = bija falls x € Kzg

Da Kij, ..., K;n() paarweise disjunkt sind und somit (als kompakte Mengen) Ab-
stand > 0 haben, ist g; stetig. Auflerdem :

() (@) — gila)| < -

1

oo
fir alle z € D;, da diam B;; < % Sei schliefllich K := () D;, dann gilt :
i=1
K C A ist kompakt, g; = f nach (%) und daher ist f|x stetig.
Auflerdem :
MA - K) = )\(A— ﬂpi) <Y MA-Dy) < 2.
=1

i=1

Korollar :

Sei A ein Borel-reguldres Mafl auf R™, A C R™ sei A-messbar mit A\(A) < oo.
f:R™ — R sei A-messbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine stetige Funktion

f=f.:R*"— RN mit A ({z € A: f(z) # f(2)}) <e.

Beweis :

Wihle nach dem Satz K C A kompakt mit
MA—-K) <eund flg : K — RY stetig.
fli 148t sich zu einer stetigen Funktion f : R™ — R fortsetzen.
(nicht trivial, benutzt das ,,Lemma von der Zerlegung der Eins” — [“Jbung!)

genauer : Ist K C R™ kompakt und ¢ : K — RY stetig, so gibt es eine
stetige Fortsetzung g : R* — RY.

Gemi {z € A: f(x)# f(r)} CA— K folgt die Behauptung.
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Definition 24.2 :

Sei A ein Maf$ auf der Menge X, A C X. Fine Figenschaft gilt A-fast iiberall auf
A (\-f.i.), wenn sie bis auf eine A-Nullmenge A, C A richtig ist.

Beispiele :

1) f=xRr-q ist L1-fi. =1, denn f(z) =1 <= z € Q und Q ist £!-Nullmenge.

2.) Sei A ein Mafl auf X,Y ein topologischer Raum und f : X — Y sei A-messbar. Ist
g: X — Y M. gleich f, also A({z € X : f(z) # g(z)}) = 0, so ist g A-messbar.

Beweis : — Ubung!

Der folgende Satz zeigt : punktweise Konvergenz liefert glm. Konvergenz
abgesehen von ,,kleinen” Restmengen.

Satz 24.4 : (von Egoroff)

Sei A ein Maf$ auf der Menge X, die fr : X — RN seien A-messbar. A C X sei
A-messbar mit \(A) < oo, und es gelte fr, — g A\-f.i. auf A. Dann gibt es zu jedem
e > 0 eine A-messbare Menge B C A mit

MA—-B)<e wund fr =g (gleichmifsig!) auf B.

Beweis :
Sei Cjj:= kU{x Cfr(z) — g(z)] > 274,
=j

Dann gilt C; 11 C C;; und somit (wegen A(A) < 00)

lim A(4NCi5) = A(4n ﬁ Ciy)
j=1

j—)OO
fiir jedes i € N.

Seiz € AN () Cj ;. Dann heiit z € ANC; ;5 :
j=1

Jky > 1 mit |fr, () — g(z)] > 27
AuBerdem gehort x auch zu AN Cj gy 41, d.h.

ko > ki + 1 mit | fr,(z) — g(x)| > 27¢, usw.
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Man gewinnt eine Teilfolge {f%,(z)}, k‘g ¥ 00, mit der Eigenschaft

| fr(z) — g(2)] > 27 V¢, d.h. fiu(x) A g(z) bei m — oco.

Die Menge der Punkte x aus A, bei denen keine Konvergenz gegen g(x) vorliegt,
haben nach Vor. A-Maf} 0, also

lim A(ANC;;)=0 Vi.

j—)OO

Sei € > 0 gegeben. Zu jedem i € N wihle man N (i) mit
)\(A N Cl,N(l)) <é€- 2_i

und setze

B:=A-— UqN(z — AA-B) Z (AN Cingy
=1 i=1

Es gilt

() |fm(@) —g(z) <27

fiir alle € B und alle m > N (i), also f,, =% ¢g auf B.

Wiére namlich fiir ein z € B und ein m > N (i)

| () = g(2)| > 277,

so hétte man x € C; n¢;), was BN C; n(y = ) widerspricht.

Definition 24.3 : Konvergenz dem Mafle nach

Sei X ein Maf$ auf X, fi,f: X — R"™ seien A-messbar. Sei A C X A-messbar.
{fx} konvergiert dem Mafle nach auf A gegen f , wenn :

kli_}m AN({zeA:|fulx)— f(x)|>e})=0 firallee>0.

Korollar: (zu Egoroff)

Sei A ein Mafl auf X, A C X messbar mit A\(4) < oo, und des gelte fr, — f f.ii. auf
A fiir die A-messbaren Funktionen fj, f. Dann gilt :

fr — f auf A dem Mafle nach.

Hierbei sind fj, f R"-wertig.
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Beweis :

Sei fiir gegebenes € > 0
Ey(e) :i={x e A: |fu(z) — f(z)] = e}
Zu zeigen :  lim A(Eg(e)) = 0.
k—o00

Sei 0 < e. Nach Egoroff gibt es E C A messbar mit A\(E) < 0 und fr = f auf A— F.
Es gibt also k() mit

[fe(x) = f(z)| <0
fir alle v € A — E, k > k(). Daraus folgt
Ek(&‘) cCFE

gemif 0 < e.
Also :

AERE) <6 YE > k(6),
d.h.
lim A(Ey(e)) = 0.

0

Man kann das Korollar teilweise umkehren, d.h. punktweise Konvergenz A-f.ii. auf A ist nur
etwas stéirker als nur Konvergenz dem Mafle nach.

Satz 24.5 : (von Riesz)
Sei A ein Maf$ auf X, A C X sei A-messbar. fr, f: A — R" seien \-messbar mit

fr = f dem Majfe nach auf A. Dann g¢ibt es eine Teilfolge, die A-f.i. auf A gegen f
konvergiert.

Bemerkung :

Die Folge selbst muf3 nicht \-f.ii. auf A gegen f konvergieren.

Beweis :

vgl. H.Bauer, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der Mafltheorie.
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Definition 24.4 :  (noch eine Aussage tber die Struktur messbarer Funktionen)

Sei X eine Menge. f: X — R" heifsit eine einfache Funktion,
wenn f nur endlich viele verschiedene Werte annimmt.
Mit Bildf = {a1,...,an} und A :={x: f(z) = oy} gilt :

N
f=> arxa
k=1

Satz 24.6 :

Sei A ein MafS auf der Menge X und f : X — [—o00,00] sei A-messbar. Dann gibt
es eine Folge {fr} von reellwertigen A-messbaren Funktionen fi : X — R
mit folgenden Eigenschaften :

e fi. ist einfach

o |fil < |fr+1l
. kli_}nl fr(x) = f(z) fir allex € X.

Ist f beschrdnkt, so gilt : f = f auf X.
Ist f>0,s0qilt :0< f1 < fo<...<fi < f.

Beweisskizze :

Sei f>0.Firne Nund 1 <k <2"-n sei

Apr = {xeX:%S <2n}
B, = {ze€X: f(z)>n}.
Die Mengen A, j, By, sind A\-messbar
K1
= fulz) = ; on XA,.k(T) +nxB,(T)

ist A-messbare, einfache Funktion > 0.
Es gilt:
(1) fa(z) <n Ve X,
denn ist f(z) > n, so folgt x ¢ A, fur k=1,...,n2",
so dass fn(z) =n-xp, () =n.
Ist hingegen f(z) < n, so folgt

n2"

Jj—1
Z on XATLk ): omn ’

1

k=
wenn 2 l<f( )<271 fir ein j € {1,...,n-2"}.

Offenbar ist aber Z 27 < n.
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Auflerdem gilt :

(2)

und

3)

frn < fat1 < f (Monotonie)

[f(2) = ful(@)| < 35 Va & By

zu (2) :

fn < f wurde unter (1) schon erledigt, die Ungleichung f,(z) < fn41(2)
rechnet man mit Fallunterscheidung nach.

Ist x ¢ B,, also f(z) <n, so gilt :

k—1 k
f(z) e [QT’ 27) fiir genau ein k € {1,...,n-2"}
und somit
k—1
fu(z) = on

Das bedeutet
0< f(z)— folz)<2™™ Vaz¢ B,.

Ist also f(x) = oo, so folgt f,(x) = n fiir alle n, mithin f,(z) — f(z).
Fir f(z) < oo ist x ¢ By, fir n > n, > f(z), also gilt nach (3) ebenfalls

fu(@) = f(2).
Sei f beschrénkt, also f(z) < c. Gemé$ (3) gilt wieder

0< f(z)— folz) <27 Vn>ne>ec
Daher :

a2 T

Hat f beliebiges Vorzeichen, so zerlegt man f = f* — f~ und benutzt den
ersten Beweisteil fiir f*.

120



25

(Lebesgue - ) Integration

ist ein allgemeines Konzept zur Definition von [ fdA, wenn A ein MaB auf X ist und f eine
A-messbare Funktion X — R. Als ,,Spezialfille” bekommen wir

° f;f(t) dt fur Regelfunktionen f: [a,b] — R

e Volumenintegrale [ f(z1,...,2z,)dL"(21,...,2y,) {iber Mengen Q@ C R™ sowie Verfahren
Q
zur Berechnung.

e unendliche (Zahlen-) Reihen als Integrale bzgl. spezieller Mafe.

Definition 25.1 :

(a) Sei A ein Maf$ auf X. Fine Funktion f: X — R heifit A-Treppenktion,
falls Bild f abzdhlbar und f bzgl. des Mafles A messbar ist.

(b) Sei g > 0 \-Treppenfunktion. Man setzt :

[gdh:= > y- Mg *({y}))| mit der Vereinbarung 0 - co = 0.
y€[0,00)

[ gdX €[0,00] heifit A-Integral von g, andere Schreibweisen
(mit Angabe der Integrationsvariable) : [ g(x)dA(z), [ g(y)dA(y), ete.

Bemerkungen :

(1) Da g~ '({y}) nur fiir hochstens abzihlbar viele y > 0 nicht-leer ist, macht die Summe Sinn
in [0, o0].

(2) Es sei ausdriicklich betont, dass A-Treppenfunktionen nur reelle Werte annehmen diirfen
(Funktionen X — R werden wir spéter betrachten). Der Grund hierfiir ist, dass man
Treppenfunktionen addieren will, ohne auf Terme der Form co — co zu kommen.

(3) Die Konvention ,,0 - oo = 0” 148t sich so erkléren :
ist g = 0 auf einer Menge mit A- Maf3 co, so liefert dies anschaulich keinen Beitrag zum
Integral.
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(4) Beispiele :
a) Sei {ay} eine Folge in [0, 00). Setze
g:N—[0,00), g(n):=an

(das war ja unsere urspriingliche Def. von Folgen!) und

A=Y 4, 5n(A)::{ (1) Zéﬁ } ACN.

n=1

Dann ist A ein Maf auf N mit (beachte : g Treppenfunktion!)

[oar- S Sy bl gl Zg =3 = 1%a,

n=1y>0 n

Also kann man die Theorie der Reihen mit Gliedern > 0 als Spezialfall wiedererkennen.

b) f = xq ist £L}-Treppenfunktion mit [ fdL! = 0! (xq ist nicht Riemann integrierbar)
Definition 25.2 : Integral von Treppenfunktion mit beliebigem Vorzeichen
Sei g: X — R eine A-Treppenfunktion mit
() /g+d/\<oo oder /gd)\<oo7

wobei g7 :=max{0,g}, g~ := —min{0,g}, also g=g" —g~.

Das A-Integral von g ist [gdX:= [gTd\ — [g~ dA.

Im Fall (x) nennen wir g A-integrierbar.

Bemerkungen :

b

(1) Aus (x) folgt, dass ,,00 — oo ” nicht eintritt.

(2) g Mintegriethar = [gd\= Y y-Ag '({y}) € R
yeR

(3) g A-Treppenfunktion = g¢*, g~ A\-Treppenfunktionen.

Der folgende Satz ist —  Ubung!
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Satz 25.1 :

Seien f, g : X — R A-Treppenfunktionen und v € R. Dann ist v - f + g A-
Treppenfunktion. Sind f, g A-integrierbar, so auch r - f + g mit

Jr-f+g)dx=r-[fdr+ [gd\]|,

! vorausgesetzt die rechte Seite ist kein unbestimmter Ausdruck !

Insbesondere folgt A-Integrierbarkeit von r - f + g im Fall [ fdX, [gd\ € R.

O

Wir definieren jetzt das A-Integral allgemeiner Funktionen durch Approximation mit Treppen-
funktionen.

Definition 25.3 :  A-Integral (von messbaren Funktionen)

Sei X ein Maf auf der Menge X und f: X — [—00, 00| A-messbar.

(i) Das A-Oberintegral von f ist definiert durch

; s . g ist X-integrierbare Treppenfunktion : X — R
[ fdx:= 1nf{fgd)\ D mitg > A
Ist f = oo auf einer Menge mit positivem Maj, so gibt es keine
A-Treppenfunktion g mit g > f f..
Dann sei [ fdX\ =400 (inf{...} =0)
(i) Das A-Unterintegral von f ist erklirt durch

L . h ist A-integrierbare Treppenfunktion : X — R
[fdkﬁ—mm{fhdA.thng¢d }-

Man setzt : [ fd\:= —oco , falls sup{...} = 0.

(iii) f heifit A-integrierbar <= [ fd\= [fdX in R.

Den gemeinsamen Wert von Ober- und Unterintegral bezeichnet man dann mit

/fdx

Achtung :
[ fdX ist nicht notwendig eine reelle Zahl, es ist durchaus [ fd\ = £oo
mdglich. Manche Biicher benutzen integrierbar nur im Fall [ f d\ € R.

(iv) Ist f A-integrierbar und [ fd\ € R, so nennen wir f A-summierbar.
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*
Satz 25.2 : Eigenschaften von [ und [
*

Sei X ein Maf auf X, f, g: X — R seien A-messbar.
(fiir Treppenfunktionen sind [ und [ gleich dem Integrtal aus Def.25.1)

(0) f: X — R A-integrierbare Treppenfunktion = [ f d\ = ]:fd)\
(fiir Treppenfunktionen sind [ undf* gleich dem Integral aus Def.25.1)
(1) f<g M\fii. = ]ifd)\ < f*gd)\ (analog fiir )
= (2) f >0 X-fi. :>f*fd)\20, [fdx>0
(3) ffdA<oo :>ff+d)\<oo und f(x) < oo fiir \-f.a. v € X

(4) fir0 < c< oo istf*(af)d)\:c]ifd)\

(Ubung!) — (5) [ fdA+ [gdX < oo “L2™ [(f+g)dN < [ fdr+ [ gdA

(6) [ fd\=— f(—f) d\ (dadurch braucht man vieles nur fir [ zu beweisen)
(7) ffd)\ﬁjfd)\.

Beweis :

6) [fdx = sup{[hd\:...h <[ Miii}

= sup{— [(=h)d\:...—h>—f..}

= —inf{[(=h)d\:...—h>—f...}

= —inf{[ gdX\: g ist Mintegrierbare T.F. mit — f < g f.ii.}
= —jnar

(0) Sei h eine A-T.F. mit h > f A-f.ii. Angenommen [ hdX < [ fdX (Integral nach Def. 25.2).
Dann ist f — h A-integrierbare T.F. mit

/(f—h)dAS'QZS'l/fd/\—/hd)\>O.

Geméafl f — h <0 AL, ist aber trivialerweise

/(f—h)dADef':%‘Q/(f—h)+d)\—/(f—h)_d)\<O,

=0 =0




Analysis 111

(4)

also folgt
[hd\ > [ fd)\, dh. (nach Ubergang zu inf bzgl. h)

*

[frax > [fdx

Dass [ fd\ > [ fd\ ist, folgt aber trivialerweise, da ja f selbst A- T.F.
Analog fiir [ fdA.
{h : h A-Treppenfunktion > g A-f.ii. } C {h:h AT.F. > f i}

— inf{[hd\:...h>g..}>if{[hd\:...h>f...}.

— [gd\> [ fd\ (entsprechend fiir [ )

*

*

der 1% Teil von (2) folgt aus (1) wegen [0dA =0, wenn man in (1) g=0 wéhlt.

fiir das Unterintegral : zz.: f>0 = [f>0

Sei h A-integrierbare T.F. mit h < f f. ii., d.h. speziell : [ ATdX — [ h™dA\ ist definiert.

Wegen f > 0 ist h™ dann A-integrierbare T.F. mit h™ < f.

Aus [ hTd\ >0 (Def. 25.1) folgt :

Sup{/pd)\ : p Aintegrierbare T.F. < f A-f.ii.} > 0, also /fd)\ > 0.

Sei [ fd\<oo = 3 Aintegrierbare T.F. g > f A-f.ii. mit

/gd)\ < 00, speziell /g+ d\ < oo.
g ist A-T.F. = g" ist A-T.F. = g7 ist reellwertig, also g(z) < .
f(z) < gt (z) Mf.ii. liefert dann

Az F(x) = 00}) = 0.

Da gt > f* gilt (und g% A-integrierbere T.F. ist), folgt :

/f+d)\§/g+d)\<oo.
Rest des Satzes — Ubung
[(ef)dh = nf{[hd\:...h>cf.. ML}
* = inffc- [R2dr:. B> fo M i)
= inf{c- [gd\:...g>f.. X LiL}

= c-f*fd)\.
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(5) — Ubung! (Hinweis: indirekt, benutze (3) )
(7) Seien h T.F. < fund g T.F. > f.
QW fhax < [gdx

nun bilde sup (inf) bzgl. h (g).

Satz 25.3 : Kriterien fiir Integrierbarkeit

Sei X ein Maf auf X, f: X — R sei A-messbar.

(1) f>0 A-fi. = [ ist integrierbar mit [ fd\ € [0, o0]
(2) f integrierbar —> c- f integrierbar fir jedes ¢ € R mit
/(c - f)dA = c/fd)\ (Konvention : 0 - (£o0) = 0)

(3) Sind f und g M-integrierbar und ist [ f d\+ [ g dX kein undefinierter Ausdruck,
so folgt A-Integrierbarkeit von f + g mit

/(f+g)d)\:/fd)\+/gd/\.

Speziell : ’f, g summierbar =  f+ g summierbar| !

(4) Sind f, g A-integrierbar mit f < g \-f.d., so ist
/fd)\ < /gd)\. (Monotonie)
(5) f A-integrierbar <=  f1 oder f~ A-summierbar.

Dann : /fdA:/ﬁdA—/fdA.

(6) f A-integrierbar =  es gilt die Abschditzung

[ rax < [1n1an

(7) f A-summierbar <= |f| A\-summierbar.

(8) f =g A-fii., [ integrierbar <= g integrierbar, und die Integrale sind ,,=".
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Beweis :
(1) Fall 1 :
Sei A (f~1{o0}) > 0. Setze b :=n - X f-1{c0}-
hist XT.F. mit h < f
— n - AfHoo}) < /tfd)\, also /fd)\ = oo fiir n — 0.
Aus 25.2 (7) folgt [ fd)\ = oo, so dass [ fd\ = oco.

Fall 2 :
Sei A (f~'{oc}) = 0. Fiir ¢t > 1 zerlegen wir disjunkt

{z: f(z) >O}—U{x t" < flx) < "1}

neZ =A,

und setzen g : X — [0, 00)
{ t" , xe€ A, flireinn e

x) =
9() 0 , sonst

Da f A-f.i. endlich ist, ist ¢ - g eine A-Treppenfunktion > f A-f.i., d.h. :
/fdAg/t-gd)\ Satz:%'lt-/gd)\gt-/fd)\, denn g ist \-T.F. < f.

Im Fall [ fd\ = oo sind wir fertig (Satz 25.2 (7)).
Ist [ fd\ < oo, so geht man zur Grenze ¢ | 1
= [ fdX < [ fd), also folgt die Behauptung.

(2) folgt aus Satz 25.2(4) (Homogenitdt des Oberintegrals fiir Faktoren > 0 bzw. der

entsprechenden Relation fiir [, die man aus Satz 25.2 (6) bekommt).

(3) Seien f, g A-summierbar, also [ fd\, [gdX € R.

Satz 25.2(5) — [ fdA+ [gdA> [(f+g)dA

Also : Jfdx+ [gdX> [(f+g)dX
(daf*:ffﬁrf,gundf(f—i—g ff—i—g ) d\)
Satz 25.2(6) — [(f+g)dA = —[—(f+g)d

*

S (f(—f) ar+ f"(—g) dA)

2 [ fdA+ [gd,

—
~
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denn mit f, g sind auch —f, —g A\-summierbar, so dass (x) gilt. Zusammen folgt

/(f+g)d)\:/fd)\+/gd)\.

Die Fille [ fd\, [ gd\ € {£ oo} diskutiert man analog. (Rest — Ubung !)
(4) Sei [gd\ < o0

520 g(x) < oo f.ii, also f(z) < g(z) < oo ALl
= g — f ist definiert und > 0 A-f.i.

HON g — f ist A-integrierbar mit [(g — f)dA >0

g f — g ist A-integrierbar mit f(f —g)d\ <0.

Jgd\+ [(f — g) dX ist kein unbestimmter Ausdruck, daher gilt nach (3) :
/gdA+/(f—g)d>\:/fd>\ — /gdAz/fdA.
<0

Im Fall [ gdX\ = oo ist nichts zu zeigen.

(5) ,=":

Sei f A-integrierbar, also [ fdA = [ fdA.

Fall 1: [fd\= [ fd\< oo

Satz 25.2 (3) = f*f+d)\ < 0o
Satz 25.3 (1) —> [ f+d\ = [ f+d\
Also ist fT A-summierbar.

Fall 2: [ fd\ > —c0
analog : f~ ist A-summierbar.

Da einer der beiden Fille offensichtlich eintreten muf, folgt ,,=—".

- ” .
bRl .

Sei fT oder f~ A-summierbar

— [ fTd\— [ f~d\ ist kein ungestimmter Ausdruck

Q f=f"— f ist Mintegrierbar mit

/fd)\:/f+d)\—/f_d)\
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(6) |f|, f*, f~ sind nach (1) A-integrierbar, aus (3) folgt

[istar= [+ an= [rras [5an

Ist [|f|]d\ < oo, so auch [ frdA, [ f~dA.
Aus f < |f], ~|f] < f folgt mit (4)

/|f|d)\§/fd)\§/|f|d>\v

also die Abschitzung (6). Fiir [ |f|d\ = oo gilt sie trivialerweise.

Ist schlieBlich f summierbar, so folgt aus dem Beweis von (5), dass dann f* summierbar
sein miissen. Die Gleichung aus (6)

/|f|d)\:/f+d>\+/f‘d)\

liefert Summierbarkeit von |f|.

Satz 25.4 :

1) Sei X ein Maf auf X. Fiir \-messbare Mengen A C X gilt :
MA) = [ xad.
2) Sei [a,b] ein kompaktes Intervall in R. Dann gilt :

(i) Regelfunktionen f € R([a,b]) sind L*-messbar
(1) Xap) - f st L-integrierbar mit

b
I Xjap fd Lt = [ fz)dx.

Bemerkung zu 2) :

Rechts in (ii) steht das bekannte Integral von Regelfunktionen. Die Aussage von (ii)
ist daher, dass das Integral von Regelfunktionen nichts anderes ist als das Integral
bzgl. des eindim. Lebesgue-Mafles auf R. Ist also f geniigend gut, so kénnen wir
umgekehrt zur Bestimmung von [ x(,5) f dL! alle Regeln fiir ff f(z) dx benutzen.

Es gibt durchaus Funktionen, die nicht zur Klasse der Regelfunktionen
gehoren, die aber bzgl. £! integrierbar sind.
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Beispiel :

Sei f:[0,1] — R, f(:v):{ ‘1) zgg‘q@

Dann :

1
/ f(z) dz nicht definiert,

aber

*

/ Yo fdLh = 0= / Yo f dL,

*

da f=0 LMl auf [0,1].

Notation :

A C X A-messbar, f: A — R Amessbar. (<= xa f: X — R A\-messbar)
LA
bzgl. A

Dann :

Jfdx:= [xafd\| (sofern das Integral rechts existiert).
A

Beweis von 25.4 :

1) — Ubung!
2) Sei f € R ([a,b]). Approximationssatz aus §12

= Jfn:la,b) — R mit ||fr, — fllee — 0,

wobei f,, Treppenfunktion bzgl. einer endlichen Zerlegung von [a, b] ist.
—  f, ist £'-Treppenfunktion.
Somit ist f insbesondere punktweise Limes der £'-messbaren f,,, also £!-messbar.

Nun benutze 12.7 :  zu jedem € > 0 gibt es é > 0 mit

b n
| #@) =3 e - mo)| <= ()
a k=1

fiir jede Zerlegung a = v, < ... < z, = b der Feinheit < § und beliebiger Wahl von
Stiitzstellen zy € [zp_1, Tk
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Wiéhle zy, so, dass f(zx) = sup{f(z) : x € [xp_1, 2]} und setze

f(zk)  x € (zp—1,28)
o(x) := < beliebig , x € {xo,...,xn}

0 , sonst

= > f Ll-fil auf [a,b]; ¢ L'-Treppenfunktion

*

= (1) I Xap fAL < [@dLh = 57 fzr)(2k — 23—1)
k=1
Dann wihle Z; mit f(Z;) = inf{f(x) : € [xx_1,2x]} und bilde @(z) wie oben.
= (2) [ Xiap fALY > kzlf<2k)($k — Tp—1)
Nun Gilt :

0< -/

AN
M=

f@w@k—MA)—'é;ﬂ%XM—mmﬂ

e
Il
—_

|
NgE

f@%m—xhn—ﬁfwdt+tﬁﬂwﬁ—é;ﬂ@m%—mA>

>
Il
—_

2e

= [ =[= [ Xy fdc
1,2 b 1 b
=" [Jf(t) dt —e < [ Xjqp fAL < [ f(t) dt + ¢

— [ Xap fAL = [P f(t) dt

Wir diskutieren jetzt Konvergenzsitze fiir Folgen vom Typ [ f,, d\, bei denen f,, — f in

einem gewissen Sinn gilt.

Satz 25.5 : Lemma von Fatou

Sei X ein Maf$ auf X und fr, : X — [0,00] eine Folge nicht-negativer A\-messbarer
Funktionen. Dann gilt :

lim inf dX < liminf | frd.
S (Bt ) 2 < a5

Verallgemeinerung : (ohne Vorzeichen)

fr > g AL mit g A-summierbar
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Beweis :
f = lign inf fi ist A-messbare Funktion > 0, d.h. alle auftretenden Integrale sind
—00

definiert in [0, co]. Sei g eine A-Treppenfunktion mit 0 < g < f A-f.ii., also

o
g= Z ajX4a;, aj >0, Aj A-messbar, paarweise disjunkt.
j=1
Man setzt fir 0 <t <1, € N, ke N
Bk :=A;n{z: fo(x) > ta; VI>Ek}.
Es gilt :

(1) 4= U Bjr,
k=1

denn fiir z € A; ist offenbar f(x) = h;?ig.}f fr(z) > g(x) = aj > ta;.
Gébe es kein k& > 1 mit o € B}, so konnte man zu jedem £ ein £ > k finden mit
fe(z) < taj, d.h. ligiglf fe(x) < taj. Deshalb gilt (1).
Offenbar gilt auch :
(2) Bjr CBjry1 (CAj).

N
GeméB fr > > fixa; VN folgt (bei festem N)
j=1

N N
o[ fedh = 3 [xafedh <[ frdX
J=1A; j=1
Bj,kCA] N Def.BJ k N
= [fedx = X [ fedh =t 3 a;N(Bjg)
J=1Bj,k j=1

W@ . il
= liminf [ frd\ > t- > aj A(4;) ,
k—o00 j=1
denn \(Bj 1) hooe A(A;j). Diese Abschétzung gilt fiir alle N € N, N — oo ergibt :
lim inf > t- .
im in [ fedh > t-[gdx
Mit ¢ 1 ergibt sich
dX\ < liminf dA
Jgdr <liminf [ f
fiir jede A-Treppenfunktion 0 < g < f. Also
dX < liminf dA
*f fdX\ <liminf [ fi. dA,

d.h. wir haben die Behauptung gem#i [ fd\ = [ fd\, vgl. Satz 25.3 (1).
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Satz 25.6 : (monotone Konvergenz)

Sei {fr}, fr : X — [0,00], eine monoton wachsende Folge nicht-negativer
A-messbarer Funktionen. Dann gilt :

J Jim fiedd = lim [ fi-dA

Bemerkungen :
1) f(z) = lim fi(z) ist wegen der Monotonie punktweise erklért, > 0 und messbar
—00
— [ f dX existiert in [0, 0o].

2) entsprechend :  fi > ¢ mit g A-summierbar.

Beweis :
FirjeNist f; < f
— ffj dN < ffd)\

Fatou
— limsup [ f;dN < [fdx < liminf [ f;d),
J—00

Jj—o0

also existiert lim [ f; d\ mit Wert [ fdA.
J—00

Korollar: (durch Anwenden auf Partialsummen)

Sei fr : X — [0, 00] A-messbar. Dann gilt :

S [rar=[(Xa) o
k=1 k=1
p'Awi(I;ime]S

speziell ist Y fr A-summierbar, wenn Y ([ fx d)) < oco.
k=1 k=1
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Satz 25.7 :  (Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz)

Sei g : X — R A-summierbar, also [|g|d\ < oo (Satz 25.3 (7)).
fr, f seien A-messbare Funktionen X — R mit |fi| < |g| und fr — f \-f.ii.

Dann gilt :

klgrolo/yfk—fydA:o <:>kli_>r{)10/fkd)\:/fd/\>

speziell ist

f A-summierbar.

Bemerkung:

Man nennt g aus offensichtlichen Griinden eine summierbare Majorante.

Beweis :
| fil < gl

Satz 253 (4)/|fk|d)\§/|g|d)\<oo und (Fatou) /]f|dA§liI§ninf/|fk|dAS/|9|d)‘
—00

Alle auftretenden Funktionen sind A-summierbar.
Sei ¢ :=2-|g| — | fx — f] > 0 M.
Fatou .. .
| f > (1 f =[2 .
— limin Jord\> [ imin opd\ = [2]g|dA
= 0 < liminf [ (¢ —2]g]) dX
k—o0
= liminf [ (=|fx = f]) dX
= —limsup [ |fr — f]dA

k—o0

= limsup [ |fx — fldX < 0,
k—o0

d.h.
[1fx = fldx — 0.

Die 2% Behauptung folgt aus

S.25.3 (6)
[ fedh— [ FaN =|[(fs— F)dN < [|fx— fldA
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Als — Ubung iiberlege man sich folgende

Variante der dom. Konvergenz:

g, gk : X — [0,00] seien A\-summierbar; fi, f : X — R seien A\-messbar, und es
gelte :

.. k—oo
|frl < gks fro = f, g — g £.i. und /gkd)\ =3 /gd)v

Dann gilt :

/\fk—f\d)\kifo.

Zum Abschlufl fragen wir :

Welche Konvergenz f, — f folgt aus [|fx — f|d\ — 07

Satz 25.8 :

Seien fr, [ A-summierbar mit klim [ 1fx = fld\ = 0. Dann gilt f, — f dem Mape
— 00
nach, eine Teilfolge {f,,} konvergiert daher punktweise \-f.i. gegen f.

[Die Folge selbst muf} nicht f.ii. punktweise konvergent sein!]

Beweis :

Die letzte Aussage folgt aus der ersten mit dem Satz v. Riesz.

Setze Ex(8) :={x: |fr(x) — f(x)] >0}, ke N, § > 0.

Zu gegebenem § > 0 und € > 0 wdihle ko mit [ |fy — f|d\ <& - ¢ fiir alle k > k.
Fiir k > ko folgt

LSA(BL(0))) < &

MEK(3)) = i)

|

U plans g [ flarse

d.h.

Vh>ke: MEWO)<e = lim A(E(5)) =0.

k—o00

135
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Produkt-Mafle / Satz Von Fubini

Motivation :

Volumen eines Kérpers A in R" = L™"(A) = [ xad L™

Berechnen kénnen wir aber nur fab f(z)dz. D.h.: Welcher Zusammenhang be-
steht zwischen [ f(zq,...,2,)dL"(x) und den iterierten Mehrfachintegralen
S () f(z1 .. an)dz) .. ) dzy,, wo sukzessive ausintegriert wird?

Definition 25.4 : Produktmaf}

Seien XA und p Mafle auf X bzw. Y. Das Produktmaf A X p ist ein Maff auf X XY,
das durch

i=1 i=1
mit beliebigen Mengen A; C X, B;CY}, CC X xY

festgelegt wird. Dabei vereinbart man fiir die Summanden 0 - oo = 0,

wenn A(A;) :{ go und  p(B;) :{ 20

Satz 25.9 :

A X p st ein MafS auf X xX Y.
Beweis : — Ubung ! (vgl. die Uberlegung fiir £7)

Aus der Definition folgt sofort

(A% p)(Ax B) < MA)p(B)| (%)

fir alle A C X, B CY, und man kann zeigen :
A X p ist das Supremum aller Mafle g auf X X Y mit (x).

2

In (%) gilt i.a. ,,<”, wir geben gleich Bedingungen fiir A, p, A, B, wann ,,=" eintritt.

Satz 25.10 :

Fiir das Lebesque-Mafl auf R"™™ = R™ x R™ gilt

Lrm = s cm

136
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Korollar :

AR ist L= L' x ... x L1,
—_———

n—mal

Bemerkung:

Das n-fache Produkt A\; x ... x A, von Maflen \; auf X; wird induktiv erklart. Man
iiberlegt sich leicht, dass diese Bildung assoziativ ist, d.h. man braucht keine Klam-
mern setzen!

Beweis von Satz 25.10 :

Es ist zunéchst
(1) LrxLm< Lntm,
denn: VC cR*M™

L) = inf { Y LQ;) 1 Qi = Q(”) X Ql(m) CR"™™ mit |J Q; D C}
i=1 i=1

7

= b {3 QM) Lm @™ L)
=1

> inf{ > L7(A;) - L™(B;): A; CR", B; CR™ mit |J(4; x B;) > C}
i=1 =1

(da rechts von “>” das inf {iber eine gréfiere Menge von Zahlen gebildet wird).

Man beachte weiter die Giiltigkeit von
(2) L"T™(Ax B)<L"(A)-L™(B), VACR", BCR™.

Mit anderen Worten : Das Mafi £"™ hat die Eigenschaft (). £ x £™ ist aber das
groBte Maf dieser Art, d.h. L7 < £" x £™. Mit (1) folgt die Behauptung.

ad (2):SeiAC UQ;,BCc U Qj mit Quadern Q; C R", Qj C R™, wobei

=1 J=1
S LYQ;) <e+LMA), S L™Q;) < e+ L™(B) mit gegebenem ¢ > 0.
i=1 j=1

oo 00 ~
Esist Ax BC |J U Qi x @, also :
i=1j=1

8

13

LA B) <3S LMQIEM@) = (X £7(Q0) - (£ £7(Q)

1 1
A)- L™(B) + [L™(A) + L™(B)] + 2.

< L

<.
Il

<
Il

—~

Da man O.E. £L"(A), £L™(B) < oo annehmen darf, folgt (2) mit ¢ | 0.
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Bemerkung:

Alternativ kann man zeigen, dass L™ x L™ die Voraussetzungen des Eindeutigkeits-
satzes fiir das Mafl £ auf R erfiillt, also = L™ sein muss.

Die Volumenberechnung durch Schnitte bzw. die Berechnung von Integralen durch iterierte Mehr-
fachintegrale geht nun mit folgendem Satz.

Satz 25.11 : (Satz von Fubini)

Seien X\ und p Mafe auf X bzw. Y. Dann gilt :

(i) Axp ist ein reguléres Maf, d.h. zu C' C X xY existiert eine A X p-messbare,
maflgleiche Obermenge C. Dies gilt auch wenn X, p selbst nicht reguldr sind.

(ii)) A C X A-messbar, B CY p-messbar = A X B ist X\ X p-messbar mit
(A x p)(Ax B) = AA)p(B)

(macht den Beweis des vorigen Satzes komplett).

(iii) Sei S C X x Y o-endlich bzgl. X X p, d.h. es gibt A X p-messbare Mengen
Sy mit (A x p)(Sg) < oo und S = |J Sg. Dann gilt :
k=1

Die Schnitte
Sy = {zeX:(r,y)eS}CX, yey,
Sy = {yeY:(z,y) €S} CY, zeX,
sind - bzw. p-messbar fir p-f.a. y bzw. A-f.a. x.
Y

Sy S

T X

Die Funktion y — X(S,) ist p-integrierbar,

die Funktion x — p(Sg) ist A-integrierbar mit

(A x p)(S) = [ p(Sz) dXN(x) = [ A(Sy) dp(y).
X Y

Man erhdlt also das Volumen von S bzgl. des Produktmafles \ x p durch Aufin-
tegration der Schnittfiichen, wobei es keine Rolle spielt, bzgl. welcher Richtung
man die Schnitte bildet.
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(iv) Ist f : X x Y — R integrierbar bzgl. X x p, und ist {(z,y) : f(z,y) # 0}
o-endlich bzgl. A X p (2.B. wenn f summierbar), so gilt

y— [ f(z,y)d\(z) ist p-integrierbar,
X

z+— [ f(z,y)dp(y) ist A-integrierbar,
Y

[ Fay)dAxp)(z,y) = [
XxXY X
J

,,schrittweise Integration”

Beweis :

— Literatur, z.B.: Federer, 2.6.2, p.115f.

Bemerkungen und Beispiele :

(1) ,,0-Endlichkeit” in (iii), (iv) ist notig, sonst gelten die beiden Formeln nicht :
X=Y =R, A\=L', p=7ZshlmaB, S={(z,2):0<2 <1} und f = xs.

L' und p sind Borel-regulir

— L! x p ist Borel-regulir, d.h. die Borel-Menge S ist £! x p-messbar;
gemiB f = xg > 0 folgt Integrierbarkeit von f bzgl. £ x p.

Aber :

[ ([ fly)dLi(x)dply) = [ ([ xs(x,y)dL (x)) dp(y)
= [L'({z: (z,y) € S})dply) = [L'({y})dp(y)
= 0,

(S fy)dpy))dci(z) = [ ([ xs(z,y)dply)) dL' (z)
= [p({y:(x,y)eSY)dL(z) = [ p({z})dL(x)

[0,1]
= [ 1-dfYz)=1.
[0.1]

Also ist S nicht g-endlich bzgl. £! x p, d.h. wir bekommen insbesondere

(LY x p)(S) =00  und auch /f(:c,y) d(L' x p) = oo,
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denn andernfalls wére ja {(z,v) : f(z,y) # 0} o-endlich.

(warum ? [f>0]:tj[f>%],Maf3von[f>}L]<n [ fd(Lt x p) < o0)

n=1

(2) Volumen des Katagraphen :

R
Seien A C R™ L"-messbar,

f:+A—|0,00] L"-messbar.
A R"”
Setzer—{azy JEAXR:0<y< f(x }Danngﬂt

£n+1 (Kf) Fuglm

[LY({t e R: (z,1) € K;}) dL™(x)
A

= fﬁl({t €ER:0<t< f(x)})dL(x)
= ff )dL" (x

Wendet man Fubini auf dle Schnitte in ¢t-Richtung an, so folgt :
LYKy = fﬁ”({:}: eA:(x,t) e Kf}) dLi(t)

= [Lr({zeA: t< f(a)})dLi(t)

RS
= [ LUt 00]) ALY (D),
R$
konkret :
) fge—max{|m|37\y|3’|z‘3} dﬁ?’(x,y, z) ="
R

Sei f: R® — R, f(z,y,2) = exp ( — max{|z[*, [y, [2]*}).
f ist stetig = f L3-messbar; aulerdem: f > 0.
Deshalb :

/f(a:, Y, 2) d£3(x,y, 2) = £4(Kf) andere Formel /53 (f_l([t, oo))) dﬁl(t).
3 0

Fir ¢ > 0 ist

FHIt,00) = {(z,y,2) € R® : max{Jz, [yl [} < ¥/In1/t},

wobei wir ¢ < 1 annehmen diirfen, da stets f < 1.
Also ist f71([t,c0)) ein Wiirfel mit Kantenlinge 2 ¢/In 1/t

[ el W Y 43y 2) = (2 /i) de
R3
= f08ln1/tdt
= 8/ Intdt

= —8[t-lnt—t],=8.
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Dieses Beispiel zeigt, dass man die Katagraphenformel auch zur Berechnung von
iterierten Integralen benutzen kann. Die Formel aus Satz 25.11(iv) fithrt wohl nicht(?)
so direkt zum gewiinschten Ergebnis.

(i) f (22 + zy) dL(z,y) = ?
[0,

Alle Voraussetzungen von (iv) des Satzes erfiillt
1

Jo (

1

= b (

= [ (2? +2y)dL3(z,y)
[0,1]2

fo 2% + zy) dL (z)) AL (y)

fol (z? + zy) dz) dy

1

I
=

1 1
o (5+3v)dy

1_ 7
t1= 13

|
Ll

wobei wir die £!-Integrale standardméBig ausrechnen diirfen.
iif) [ (1= Va2 +y?) dL(z,y)
{(z,y):x?+y2<1}

L3({(zy,2) 2 +y? <1,0< 2 < 1 — /a2 +y2})
Katagrap:hcnformcl fol £2 ({(x7 y) - \/m < t}) "

- [ £2(B1-4(0,0)) dt

Katagraphenformel

= wy [ (1 —1)2dt  mit wy := L2(B1(0,0)) =
Zur Berechnung von ws benutzt man die Katagraphenformel

[ =vITE =
= [1VI—t2dt,

also

1
(,UQ:2-/ V1—t2dt =T.
-1

Einsetzen ergibt :

(1 — a2+ y2)dL?(z,y) = 7/3.

{(z,y):x?+y?<1}
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Die Transformationsformel

Diese Formel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir eindimensionale Integrale und
gestattet manchmal die Reduktion komplizierter Mehrfachintegrale auf einfachere Ausdriicke.

Situation :

U C R" offen, ® : U — ®(U) sei ein Diffeomorphismus der Klasse C*.

Problem :

Welche Beziehung besteht zwischen £™"(A) und L™"(P(A)) fir AC U ?

Allgemeiner :
Umrechnung von [ gdL"in ein Integral iiber A!
®(A)
Fiir g := Xg(4) hat man den urspriinglichen Fall.

Sei A C R™ L"-messbar, dann ist bekannt :

. ) S.23.9(iv
® linearer Isomorphismus :( )

L'(P(A) = |det | L(A).
Sei nun ® C'-Diffeomorphismus U — ®(U) und A C U.

Man zerlegt A in kleine Stiicke A;, so dass

(

L)~ 3 L),

Lr(D(A) ~ i £r(D(47)),

O(x) ~ D®(a;)(x —a;) + ®(a;) auf A;,
=:Ti(x)

wobei a; € A;. Dann ist
LM(@(A)) = L(Ti(Ai) = LY(D(ai)(4)) = | det DP(a;)| - L"(A))
denn T; und D®(a;) unterscheiden sich nur um Translationen. Es folgt :

LM (P(A) ~ > | det DD(a;)| L(A).

=1

Da D® stetig ist, gilt

> | det D®(a;)| L (Ay) —>/|det D®|dL"
=1 ‘A

bei zunehmender Verfeinerung der Zerlegung A;. Indem man alle Schritte prizise ausfiihrt, folgt
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Satz 25.12 : (Transformationsformel fiir £™-Integral)

Sei U C R"™ offen und ® : U — ®(U) ein C*-Diffeomorphismus. Dann gilt :

(i) A C U messbar <= ®(A) messbar

(ii) | A C U messbar = L"(®(A)) = [|det D®|dL".
A

(iii) g:®(U) — R messbar <= go®:U — R messbar
<= (go®)-|det D®|: U — R messbar.

A C U messbar, g : ®(U) — R messbar

(i) — [ gdL" = [go®|det DP|dL™,
o(A) A

wobei: keins der Integrale existiert oder beide existieren in R und sind gleich.

Bemerkung zum Beweis : Die Mefibarkeitsaussagen sind trivial.

(iv) folgt aus (ii), indem man g > 0 annimmt (es existieren beide Integrale in [0, co])
o0

und dann (vgl. Satz 24.2) schreibt g = > 1xB,, Br C ®(U) messbar. Mit

k=1
[e'e) 1 oo 1
XB, © P = Xo-1(5,) und Z %(XB;C °o®) = Z EXBk °®
k=1 k=1
folgt :
[ gdc™ = /> %XBk Xa(a) dL”
B(A) (U) k=1
Konvc:rgcnz Z % f XBk . Xq)(A) dﬁn
k=1 &(U)
B2 S Lo, na(4))
k=1
O S | det DOJdC
k=1 CI>71(B/€)OA
= Z%fkao{ﬂdetD@\dﬁ”
k=1 A
Konvergens

k—1

(Y $xB, ©®)|det DO|dL™
go ®|det D®|dL™

4
!
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Bemerkung und Beispiele :

(1) Im Spezialfall n = 1 erhilt man die Substitutionsregel :

Sei f:I — J C' mit f' # 0 iiberall auf dem offenen Intervall I. J sei das Bild von f.
Sei g : J — R stetig und [¢,d] C J. Dann gilt nach der Transformationsregel

d
/ g(y) dy = / gdl' = / (go f)-1f'ldCt.
‘ [e.d] F1{e.d)
Es ist f~Y([e,d]) =: [a,b] C I.
Fall1: [/ >0

= fla) =¢, f(b) =d

d b ()
= [gly)dy= [ gof-fldl'=[gof-f'dz = [ gof-fdx
c [a,b] a F=(e)

Fall 2: f' <0

— fla)=d. f(b)=c
=)
gof-fda

d b
= [gly)dy=— [ gof -fldlt=—[gof fdax=
c a (o)

[a,b]

(2) Verallgemeinerungen :

.| Ist ®: U — R"™ U C R" offen, injektiv und von
der Klasse C!, so gelten alle Aussagen von 25.12.

Hinweis: man benutzt den Satz von Sard :
Fiir eine C'-Funktion ¥ : R"” D U — R ist

L ({¥(x) : det DY (z) = 0}) = 0.
II. Sei U C R™ offen und ® : U — R™ lediglich C*.

(i) Fiir A C Umessbar ist auch ®(A)messbar.
Die Vielfachheitenfunktion

R'sy+— #{z e A: d(z) =y} = V(®|a,9)

ist ebenfalls messbar, und es gilt :

JV(®|a,-) dL™ = [ |det D®|dL™.
A
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(ii) Ist A C U messbar, g : R®™ — R messbar, so ist g o ® | det D®| messbar, und es
gilt

[g-V(®la,-)dL" = [ go®|det DD|dL".
A

Hier existieren entweder beide Integrale und sind gleich oder keines existiert.
Offenbar folgt I. aus II., da dann V (®|,-) = X®(A)-
(3) Sei f:[0,00) — R L'-integrierbar. Dann gilt :
J F(Va? +y?) dL(z,y)

R1<y/z2+y?<R3

= 2r [ f@t)-tdL()
[R1,R2]

= 2m [{2 f(t)-t-dt, 0<Ri<Ry<oo

wobei das letzte Gleichheitszeichen korrekt ist, wenn f auf jedem Intervall [r, R]eine
Regelfunktion ist.

Beweis :

®(r,p) = (r - cosg,r - sinp) Polarkoordinaten in R?

— f f(\/x2+y2) dL?(x,y)

{(zy):R1i<|(w,y) |<Ra}

p— f « e
®([R1,R2]x[0,27])

= I [(®(r9)) [det DL (r, @)
[R1,R2]><[0,2ﬂ‘]

= J fr)-rdC(r, 0)
[R1,R2] X [0,27T]

2 [ f(r)-rdCi(r).

[R1,R2]

Fubini

Damit 148t sich zeigen :

e e dr = /7

denn :
[ e d L ay) T (] e ant @) ac'y)
R2 —00  —00
= Je(JeTaw)icty) = ([ et o)

Begrii:ndung ( 7‘0671‘/2 dt)Q.
—00
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Andererseits

22 2 Formel v. vorhin o0 2
[ eV dL (x,y) = 2 [re™" dr
0

RQ
o0
= 27rf(—%d%e*’"2)dr:7r
0
(o]
— (/e_tZdt)2:7r
—00

Weitere Anwendungen der Transformationsformel fiir £™

(4) Raumliche Polarkoordinaten

O(r, 9, ) := (rcosv cos g, rcosVsin p, rsind) auf (0,00) x (—g, g) x (0, 2).

® ist ein Diffeomorphismus mit Bild ® = R? — (—00,0] x {0} x R, |det D®| = R? - cos 9.

L3-Nullmenge!

Beispiel :
Volumen der Kugel um (0, 0,0) mit Radius R

L3(Bg) = S r2 cos ¥ dL3(r, 9, p)
(0,R)x(—Z,2)x(0,27)

Fubini o - (fOR r? dr) (fi{% 00319) = 3R>
Wie in (3) kann man sich iiberlegen

Ro

[ (TR ace s =i [ i
R
Ro< /PR 1

und im R" gilt :

Ro
/ F(le]) dL™ () = n-wn/rn_lf(r) dr
Ri<|z|<R2 R

fiir £l-integrierbare f : [0,00) — R (genauer: f Regelfunktion auf jedem
Intervall [Ri, Ro]). Fiir die letzte Formel mul man Polarkoordinaten in R”
einfiithren.
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Erginzungen

Bis jetzt kénnen wir nur das Volumen £"(K) von ,,Kérpern” K C R"™ verniinftig messen, nieder-
dimensionale Mengen werden nicht beriicksichtigt, denn Untermannigfaltigkeiten der Dimension
< n sind automatisch £™-Nullmengen. Wir bendttigen deshalb niederdimensionale geometrische
Mafe.

Definition 25.5 : Hausdorff-Mafle

Ws , seN

0 < —
Sei 0 < s < 00, a(s) { beliebig >0 , sonst

a) Fir0<d<oo sei (ACR")

H3(A) = inf { > als)

=1

diam A; \ ° (Ai)ien beliebige Uberdeckung von A}
2 " mit Mengen A; wobei diam A; < 6

b) Fir A CR"™ sei (s-dim. Hausdorff-Maj3)
H(A) = 161&17-[5(14).

Eigenschaften :

(1) Hj, H® sind MaBe auf R"
(2) 6 — Hj(A) ist monoton fallend — H*(A) = léiﬁ)l H3(A) existiert
(3) A beschrinkt = H3(A) < oo fiir alle 6 >0
(aber Hj(A) kann i.a. nicht unabhéngig von ¢ beschrénkt werden)
(4) dist(A, B) > 20 = HI(AUB)=H3(A) +Hi(B)

=(5) dist(A,B) >0 = H(AUB)="H*(A)+ H*(B)
D.h.:  H?® ist Borel-Maf3 auf R™.

(6) [£" = H" = H} auf R” fiir jedes § > 0

(7) H?® ist homogen vom Grad s und invariant unter Isometrien von R".
(8) H° ist das Zahlmaf.
(9) Fiir A C R" gilt
HE(A) <o = HY(A)=O0fiirallet > s
HE(A) >0 = HYA)=co fiir alle t < s.
(10) A C f-dim. Hyperebene, A beschrinkt = H!(A) < oo
(11) U offen C R™, m < n, f: U — R" regulir — H™(f(K)) < oo VK kompakt C U
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Bemerkung :

(9) - (11) zeigen, dass H¢ das richtige Maf zur Messung £ — dim Mengen in R™ ist.

Lemma :

Sei L : R® — R linear mit n < IN. Sei
[L] := det(LT o L)% (genannt die Jacobische von L)
Dann gilt fiir A ¢ R"”

H™(L(A)) = [L] - £"(A)

Bemerkung :

(1) ,Lineare Algebra”: [L] = \/ Su;nfl Z (%f;tggz?igenager !
(2) Esist L'o L : R —s R” mit
(L' o Lv,v) = (Lv, Lv) > 0

= det(L'o L) >0, so dass [L] definiert ist.

Mit dem Lemma und Approximation beweist man

Satz 25.13 : Flichenformel

Seien n < N und U C R"™ offen sowie ® : U — RN C'. Dann gilt fiir alle
L™-messbaren A C U

/upcp]] arcn — /V((I)]A,-)dH"(y).
A R™

Ist ® injektiv, so folgt :

a) |H™(B(A)) = 1{[[1)@]] acr

b) (Berechnung von Flichenintegralen)
/ gaH" = /goq> [D®] dL"
a(A) A

fiir H™-messbare g : RN — R (z.B. Borel g), wobei entweder keins der Integrale
existiert oder aber beide Integrale existieren und gleich sind.
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Beispiele :

(1) Kurven von R¥ :

7 : [a,b] — R’ injektive C'-Kurve;
b
=0l = # ) = [ Ol Kuvelinge)

(2) Graphen in R"*! :

QCR"offen, f: Q — R, M :={(z, f(z)) : z € Q} ist n-dim. Untermannigfaltigkeit
von R™"™ mit F(x) := (z, f(z)) ist

folgt leicht aus der anderen Darstellung
DF =4/1 2 .
[DF@)] +IVI@)] (VOH [DF(x)] fiir n =2, 3 direkt priifbar)
Also :

(M) = / JIEVIP AL ().
Q

Zum Schluf} eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes, der

Satz 25.14 : (Satz von Gauf})

G C R"™ offen, zusammenhdingend und beschrinkt, OG sei eine (n — 1)-dim. Mannig-
faltigkeit, N'(z) € (T,0G)* sei der dufere Normalenvektor (JN| = 1).
Ist F € CY(U,R") fiir U > G offen, so gilt

[div FdLr = [ (F,N)dH"!
G oG

und der

Satz 25.15 : Satz von Stokes

Seien eine Fliche M C R? mit Rand OM und ein Vektorfeld F : R? >— R3 gegeben.
(N=Normalfeld zu M, T=,,richtig orientierter” Tangentenvektor an die Kurve OM )

N

frotF-Nd'H2: f F-TdH!
M

oM




26

Vektoranalysis - Kurvenintegrale von
Vektorfeldern und 1-Formen

Typische Frage: Wann ist ein Vektorfeld F' : R® — R3 konservativ, d.h. F = Vf?

Definition 26.1 : (1-Form)

Sei U C R™ offen, (R™)* sei der Dualraum von R™.
FEine 1-Form auf U ist eine stetige Abbildung ¢ : U — (R™)*.

(Andere Sprechweise: 1-Form ist Differentialform vom Grad 1)

Darstellung von 1-Formen

e1,...,e, = Standardbasis voni R"
el,...,e" = duale Basis, d.h.
e € (R™)* wird definiert durch e’(e;) = L=
J 0, sonst

Sei p: U — (R™)* eine 1-Form = ¢(z) € (R™)* fir jedes 2 —

mit eindeutig bestimmten (stetigen) Koeffizientenfunktionen ¢, : U — R.
Beachte :

per Def. ist eine 1-Form ¢ an jeder Stelle x € U eine lineare Abbildung
R™ — R, wirkt also auf Vektoren v € R" :p(x)(v) ist linear in v.
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Notation :

dz' ist die konstante 1-Form, dz’(z) = ¢’ Vo € R"
(in R2: dz, dy, in R3: dz, dy, dz, statt dz', dz? bzw. do!, dz?, dz3)
fiir eine beliebige 1-Form ¢ gilt deshalb

n
= Z pidx".
i=1

Beispiele :

(1) ,,Differentiale”: f: U — Rsei C! = Df ist 1-Form, da Df(z) : R"® — R
linear per Definition der Ableitung
Schreibweise : df statt D f

Es gilt :
d N\ 8f _ w af 7 = : 77
If (z)(e;) = o (x) == |df =) g da'|,duBere Ableitung
i i=1 "
konkret :
f(z,y) = x-siny
df (x,y) = sinydz+ x-cosydy

(2) Vektorfelder: F = (F,...,F,) : U <5 R"

ordne F' die 1-Form

or U — (R")*, op = 3 Fidz'
i=1

zu; umgekehrt gehort zu
U:U— (R
das Vektorfeld
G=(Vy,...,¥,).
konkret :
F(z,y,2) = (2,6, 2%) —  o(z,y,2) = zdx + " dy + 2° dz.
Man sieht :

{1-Formen auf U} = {Vektorfelder U <, R"}.
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Integration von 1-Formen (Vektorfeldern) lings Wegen

(@) Sei 7 : [a,b] — U stiickweise glatter Weg in U,
v (b)

d.h. es gibt eine Zerlegung a =t, < t;,< ... <ty =t

wie folgt:

(i) v € C°(la,b],U)
(i) v € Ct ((tp_1,ty),U) fiir k=1,...,N
(ii1) 'l (t,_,.t0) 1Bt sich stetig in die Randpunkte fortsetzen.

(Bemerkung : ¢ ist i.a. Sprungstelle von 7/)

Definition 26.2 : Wegintegral

Sei v wie oben und w: U — (R™)* 1-Form.
Dann ist (wov)(v') : [a,b] — R eine Regelfunktion und

Jwi= [Pw(®)( (1) dt
J

heifst Wegintegral von w ldngs 7.

Bemerkungen :

(1) Die Def. hingt nicht von der Wahl der Parametrisierung von ~ ab, denn :
o : [e,d] — [a,b] sei Umparametrisierung von v mit (0.E.) o/ > 0.

Mit ' : [¢,d] — U, T := v oo, folgt :
JE o) (r(t)) dt
= S w o (@) (1)’ (1)) dt
I o) (0 () (7 (1)) - o (2) dt

Sustitutionsregel f

P(wor)(s)(Y(s)) ds.
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(2) Schreibe w = " w;dz’
i=1

n n

= w()'(1) =D wily(®) dz’ (YO (1) = Y wily(1)) (Y (1)) = D wilv(D)i(2)
=1

i=1 i=1

o=

n
w;i(7(t))7i(t) dt | Komponentendarstellung
=1

(3) Sei F' € C°(U,R"™) stetiges Vektorfeld; setze

JF:= ff F(~(t) +/(t) dt| Kurvenintegral des Vektorfeldes F
5

offenbar :
fr=for
¥ ¥
so dass alle folgenden Aussagen iiber Kurvenintegrale von 1-Formen auch fiir
Integrale von Vektorfeldern gelten.
(4) Beispiel :
w(z,y) = xz;ﬂﬂ(—y) dr + xg;ﬂ/gx dy
v(t) = (cost,sint), 0 <t < 2w

dann :
7' (t) = (—sint, cost) und w(vy (t)) = —sintdz + cost dy

Also :

2
/w = /(sin2t+c052t)dt =27
y 0

Obwohl der Weg geschlossen ist, ist das Kurvenintegral # 0.
Analog :

y r o
/(_x2+y2’$2+y2)2”
vy

fiir das Kurvenintegral des Vektorfeldes.
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(5) Sei v : [a,b] — U reguldr, d.h. injektiv mit +/(¢) # 0. Dann ist ' := ~([a,b]) 1-dim.
Mannigfaltigkeit mit natiirlichen Orientierung des ,, Tangentialraums”, man wéhlt 7' /|+/|
als Tangentenfeld an die Kurve, setzt also

T:T — R", T(p) :=~'t)/|¥ ()], falls p= ().

Dann gilt : (— Flidchenformel)

Jw= JW(p) (T(p)) dH*(p)

Rechenregeln fiir [w :

2
(1) f(wl +wo) = fw1 + fw2
(2) [(c-w) = ¢ [fw, ceR
B) [ w = [w+ [w
T+72 " V2

wobei in (3) Endpunkt(y;) = Anfangspunkt(ys), also

7

Y a,b) — U, 72t [a,b] — U, mit 71(b) = v2(a). 72

Dann sei
Y+ :(a,20 —al — U, 1+ 7(t):=

(1) - (3) folgen trivial aus der Definition.

Definition 26.3 :

Sei w eine 1-Form auf U. w heifit exakt

— 3 feCYUR) mit , d.h. w= igjd%.
i=1 "

f heifit eine Stammfunktion zu w.
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Bemerkung :

Sei F': U — R™ Vektorfeld; dann:

wp exakt <= 3 fecCYUR): .

Man sagt:

das Vektorfeld F' ist konservativ und f heif3t ein Potential von F'.

Wie priift man Exaktheit? Dazu zur Vorbereitung folgender

Satz 26.1 :

Sei w eine 1-Form auf U. Dann sind dquivalent:

(i) [w=0 Y geschlosene Wege v in U
v

(ii) [w= [w fiir alle Wege v1, 2 in U mit gleichem Anfangs- und Endpunkt.
71 Y2

Ist w exakt, so gelten (i) und (ii).

Beweis :

(i) = (i) :
Sei 7 : [a,b] — U geschlossen, also y(a) = y(b). Setze
I:fa, 0] — U, T'(t) =v(a) = /w:O
r

und nach (ii) gilt: [w= [w.
Y r

(i) = (ii):
bilde = + (—72), b

wobei 7, durch Orientierungsumkehrung entsteht:

—Y9 i [a,b] — U, t— y(b+a—1) m

= 7 ist geschlossen, d.h.

e et

Y1+(=2) 2
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n .
Sei nun w = df. Dann ist wegen w = Y % dx*
i=1 "

b

b
[o=] OF ()it dt = / & 1) dt = F(8) ~ F(r(a)) = 0,
Y

81,‘1'

a

falls v geschlossen.

Bemerkungen :

(1) Die Eigenschaften (ii) nennt man Wegunabhiingigkeit von [w. Also
g

’w exakt auf U = Wegunabhéngigkeit

Die Umkehrung wird gleich untersucht.

(2) Die 1-Form w(z,y) = —% dr 4 2z dy ist also auf R? — {(0,0)} nicht exakt.

Satz 26.2 :

Sei w eine 1-Form auf der wegzusammenhingenden Menge U. Dann gilt:

w exakt <= das Kurvenintegral hingt nicht vom Weg ab.

Beweis :

,,=" erledigt (auch fiir beliebige U)

9
77¢

fiir einen beliebige (stiickweise glatten) Weg von z, nach z. Offenbar ist f(x) wohl-
definiert (, und da U als zusammenhéngend vorausgesetzt wird, gibt es mindestens
einen Weg von x, nach z in U).
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Z.z.. df =w

Sei dazu z € U, B sei eine kleine Kugel um z in U. Sei v ein Weg von z, nach x
= v+ ist Weg von x, nach y, y € B

= f) ~f@)= [w=[fol+tly-o)y—o)dt

MWS wxz+s(y—z))(y—=z) firein 0 < s < 1.

Es folgt:
[f(y) = f@) —w(@)(y —2)| = |w(@+sy—2)(y—2)—w@)y - )|
(Il - || Operatornorm ) < w(@+s(y—2) —w@)|| - |y —=|

< sup fw(z 4ty — ) —w(@)]| [z - y|
0<t<1

=:R(y)

= f ist differenzierbar in x mit df (r) = w(x), denn
R(y) — 0 bei y — = wegen der Stetigkeit von w.

Wie priift man nach, ob w exakt ist 7

Wegunabhingige Integrierbarkeit ist kein handliches Kriterium.

Definition 26.4 :

n .
Es sei w =Y w;dx® eine Differentialform der Klasse O
i=1

(d.h. die Koeffizienten w; sind von der Klasse C*).
w heifit geschlossen <= es gilt die Integrabilitdtsbedingung

(IB) | g0 wi=gp wi ¥ ij
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Bemerkungen :

158

(1) F: U — R3, U offen in R?, sei ein Vektorfeld der Klasse C!, wp die zugehorige 1-Form.

Dann gilt:

’wp geschlossen <= rotF = 0‘

(2) Sei f € C*(U,R), w =df = > 2L da’. Dann gilt:
i=1 "

dwi 0 Of 9 Of 0w
aﬂj'j _albjal'i_a{l}ial'j N 83:1

Also:

w exakt mit f € C? = w geschlossen

(3) Uns interessiert die Umkehrung, aber:

y x
- d
z? + y? x+x2+y2

w(z,y) = dy

ist geschlossen auf R? — {(0,0)}, aber nicht exakt.

@( _ L) . —x?—y?42y? . yP—a?
dy 22442 - (@2+y2)2 = @2
9 ( z ) . x2+y2_2x2 . yz_xz
Oz \ z2+4y2 - (x2+92)2 = (@2y2)2

Fiir die Umkehrung braucht man zusitzliche top Bedingungen an U.

Definition 26.5 :

es gibt einen Punkt v, € U

" heillt st o i :
U C R"™ heift sternformig <= mit Tox C U fir alle x € U.

(man sagt dann: U ist sternformig bzgl. x.).

Bemerkungen :

(1) U konvex = U sternformig bzgl. eines beliebigen Punktes

(2) sternformig ist schwiicher als konvex:

To

sternférmig, aber nicht konvex!
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Satz 26.3 :

Sei U offen, sternférmig und w eine geschlossene 1-Form der Classe C*.
Dann ist w exakt.

Beweis :

Gesucht ist also f: U — R mit w = df.

O.E. sei 0 € U und U sternférmig bzgl. 0.

Angenommen, ein solches f existiert. ’

Sei y(t) =tx, 0 < t < 1

1 1 1
— f(z) — f(0) = bf%f(v(t))dt = 0fdf(ltfb’)(ﬂf) dt = JW(M)(%) dt.
Da offenbar mit f auch f + ¢ Stammfunktion zu w ist, machen wir den Ansatz
Fa) = /Olw(tx)(:c) dt — /01 iwi(tx)xi dt,z € U,

i=1

Z.z.:df =w (beachte: (IB) wurde noch nicht benutzt!)
Es gilt:

d(

O%H

n n 1 n
Z; wj(t)z; dt) = fz aij ( of Z; wj(tz)x; dt) da’

n 1 n
= > [ {3t (t) + wita) iy} dt dad
0

no1
= > of {w;(tz) + Z trg 8”2 tm)} dt dx’

B 3 jl‘ {w;(tz) + Zt:rza“’? (tz)} dt da?
0

n 1 )
%(twj(tx)) ={..} = df(zx) = > g%(twj(tx)) dt dx?
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Zusammenfassung

U offen in R”, wC! 1- Form

w exakt 201 alle Umlaufintegrale 0
1 26.3 $26.1
w geschlossen (IB) Wegintegrale héngen nur vom
+ top. Bedingung an U Anfangs- und Endpunkt ab

andererseits:

(1) w exakt = w geschlossen (ohne Bedingung an U)
(denn: w = df mit w € C* impliziert f € C? und damit (IB) klar!)

(2) alle Umlaufintegrale 0 + U zusammenhéngend 202 exakt

D.h.:

’U sternféormig = exakt, geschlossen, wegunabhingig integrabel sind dquivalent

In Termen von Vektorfeldern F : R? D U — R? der Klasse C! hat man:

’F konservativ. <= rotF =0 <= Umlaufintegrale sind 0

vorausgesetzt U ist sternférmig.

Differentialformen vom Grad r > 1

Wir erinnern an einige Begriffe aus der Algebra.

Sei V ein R-V.R. Wir setzen fiir m € N

A"V :={®:V x...xV — R| ® ist m-linear und alternierend }
—_————

m-fach

Dabei heifit eine m-lineare Abbildung alternierend, falls ®(vy,...,v,) = 0 gilt,
wenn v; = vj ist fiir mindestens ein Indexpaar i # j.

Aquivalent dazu ist:
D (Vg (1) - -+ Vo(m)) = (sign 0)@(v1,. .., vpy) fiir jede Permutation o von {1,...,m}
oder

O(..v...w...)=—P(...w...v...) bei Vertauschen von zwei Stellen.
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Beispiel :
V=R"m=n
D(vy,...,v,) = det(vy,...,vp)
ist n-lineare alternierende Abb. in den Spaltenvektoren vy, ..., v,.
Bemerkungen :

(1) Vereinbarung: A\°V =R
(2) Es gilt A'V = V* (Dualraum)

Lemma :

Sei ®:V x...xV — R m-linear. Dann sind dquivalent:
————

m

(i) @ ist alternierend

(ii) ®(vi,...,v) =0 falls vy,..., v, linear abhingig.

Folgerung :

dmV=n<m = /\mV:O,‘

denn m Vektoren aus V sind ja stets linear abhingig, so dass ®(vq,...,v,) = 0.
Mithin ist ® die Nullabbildung.

Basisdarstellung :
dimV =n < o0, e1,...,e, sei eine Basis von V, m < n.
Setze fir a = (@1, ..., 0m), a1 < ... < ay <,

Q:Vx...xV—R,
~—_—

m

Qa(6517""€5m)::{(1) : Zig, f

+ m-lineare, alternierende Fortsetzung

Dann ist Q% € A™V und es gilt:

{1 < <..., <y <n}

ist eine Basis von A" V.
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Folglich hat ® € A" V die eindeutige Darstellung

® = S d, - Q°

1<ai<...<am<n

mit Koeffizienten @, € R.

Korollar:

m<n: dmV=n=dmA"V = ()
Speziell: dim A'V = dim V* = n
dim A"V =1

m>n: dimA™V =0.

Beispiele :
DV=R}m=2 = dimA’R>=3.
(e1, €2, 3 kanonische Basis), dann gilt:
a) Q1((1,2,3), (0,0,1)) = Q09 (er,e) + 2003 (e, e3) + 3009 (e3, 5)
= Q13 (e, e3)
=0
b) Q23((0,0,4), (0,1,0)) = 4223 (e3,e2) = —4.
2) V=R"'m=n =— dimA\"V=1

ei,..., e, kanonische Basis

Q(172,---7n) (’U]_7 ey U’I'L) — det(’Ul7 e )UTL)

denn:
(v1,...,0,) > det(vy,...,v,) ist Element von (A" R™) — {0},
und da dim A" R"™ = 1 ist, folgt Q12" = . det mit a € R — {0}.

Nun werte dies aus auf (eg,...,€e,), um a = 1 zu sehen.

Definition 26.6 :

Sei U C R™ offen, m € N, £ € N,. Eine Abbildung w: U — N R" der Klasse C*
heift Differentialform vom Grad m der Klasse C* auf U.
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Bemerkungen :

(1) m=0 = die Differentialform vom Grad 0 sind die Funktionen € C*(U, R)
(2) m=1 = 1-Formen auf U

(3) fiir jedes x € U ist w(z) : R" x ... x R" — R m-linear und alternierend.
—_—

m

163

(4) Sei f € C*(u,R). Dann ist w = f - det eine Differentialform vom Grad n der Klasse C*.

Wie erzeugt man Differentialformen? — dufleres Produkt

Lemma :
Sei V' endlichdimensional. Fiir r, s € N, gibt es einen eindeutig festgelegten Ope-
rator (“dufleres Produkt”)
T S r+s
NAVXAV— AV
mit folgenden Eigenschaften:
(i) A ist bilinear:
(aw +b0) An=alwAn)+bl@An)
wA (en+dn)=...
(ii) A ist assoziativ:

weNV,neNV,ae N'V = wAAa)=(wAn) Ao

(iii) A ist antikommutativ:

nAw=(—1)"wAn

(iv) VANV — A"V st gegeben durch
chNa=c-a. (beachte c€R,da A’V =R)

Beweis :
Seiw e A"V, ne A\’V. Dann folgt aus (i) - (iv):

(*) (77 A W)(Ula R UT‘+S) = ZI: (Signa) ’ 77(%(1)7 s 7’00(7“)) ’ W(fUa(r—H)a s ?UU(T+S))
oc 7,8

wobei I, ¢ alle Permutationen {1,...,7 + s} umfaft, die auf {1,...,7} und
{r+1,...,r 4+ s} streng wachsen.

Nun definiert man n A w durch (%) und rechnet alle Eigenschaften nach.
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Bemerkungen :

(1) (%) muB man sich nicht merken, aus (i) - (iv) kann man 7 A w immer im konkreten Fall
ausrechnen (— s.u.).

(2) V=R", ey,...,e, Standardbasis, e!,...,e" duale Basis
— {e*W A, Ae®™ 1 <a(l) <...<a(m)<n} Basis von A" R"
konkret:
el Ne?, e? Aned, el Aed Basis von /\2 R3, dann hat w € /\2 R? die Darstellung
w=a-e'rne2+be?Ned+cel Aed mita, b, ceR.
(3) Beispiel: V. =R* (a,b, c€R)
(aet Ne3+be2 Aet)A(ce?Ned) = a-clet Ae3)A(e2ned)+b-c(e2 Net Ae? Aed)
= —a-cle! ANe3nedne?)—b-cler Ae?2 Ne? Aed)

= 0, dae'ne=0.

Definition 26.7 :

Sei U C R"™ offen. Das &ullere Produkt n A w von Differentialformen

wird punktweise erkldrt, d.h.

(n Aw)(x) = n(z) Aw(z).

Beispiele :
(1) da',... dz™ waren die konstanten 1-Formen
da'(z) = €.
Damit erzeugt man die konstanten m-Formen
dz® :=dz“* N .. N dz a = (ag,. .., am),

die an jeder Stelle z den Wert e* A ... A e®™ haben.

Ist w: U — A" R™, so kann man schreiben
w= Z We dz®,
[e%

wobei a = (aq,...,am), 1 <ag <...qpm < n.

Die w, : U — R sind die Koeffizientenfunktionen.
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(2) auf R®: w = 2xdrAdz 2-Form
= z-dy 1-Form
wAn = 2zxz drAdzAdy

= —2xz dxANdyANdz

Basisdarstellung der 3-Form w A 7.

AuBere Ableitung (von Differentialformen)

Sei U ¢ R", w: U — A™R"™ m-Form der Klasse C*. Da w Werte in einem Vek-
torraum endlicher Dimension hat, ist die Bedeutung von w € C*¢ klar. In Termen der
Basisdarstellung

W= g W dx®
«

bedeutet dies: die Koeffizienten w, gehoren zu C*(U,R). Ist £ > 1, so kann man die
totale Ableitung Dw(a) ausrechnen und erhilt eine lineare Abb. L : R" — A\™ R".
Es gilt also

m

L(v) € /\]R",
so dass
L) (w1, ..., wp) = B(v,wi,...,wn)

bildbar ist. B ist (m+1)-linear, aber nur schiefsymmetrisch bzgl. der Variablengruppe
w1, ..., Wmn. Uns interessieren nun der alternierende Anteil von B, und diesen nennen
wir die #uere Ableitung dw(a) € A" R” von w bei a.

Wir geben eine explizite Konstruktion:

(1) f 0-Form der Klasse C1(U) (also eine C'-Funktion). Die duflere Ableitung df ist die
1-Form (von friiher)

df = Z g:fz dz'  (offenbar: df nur noch C°)
i=1

(2) w:U — A™R™ m-Form der Klasse C', w = Y w,dz®

al,<...<am

duflere Ableitung :

dw:= Y dwgAdz®| = dwist (m+ 1)-Form auf U.

a1 <...<am




Analysis 111

Beachte:

n .
(1) gemédB dwy = > aa% dz' ist
i=1 "

dw = Z Z E;L;(j dz' A dz®.

a1 <...<am 1=1

Dies ist allerdings keine Basisdarstellung, dazu muf man die Produkte da’ A da®

sortieren.

(2) m =n = dw = 0 aus Dimensionsgriinden!

(3) w= > wjdz' I-Form = dw = ). gT‘U;d:cJ A dxt
i=1 ij=1

- > (g:z — a“Z)Qla: A dad

Man sieht:

die 1-Form w ist geschlossen (I.B. gilt) <= dw =0

(4) n=3:
a) w=4x-dy ANdz

= dw=4dxANdyNdz=4-det, dh. w(z,y,2)=4-det

b) w=sinz -dy+e*dr =
dw = cosx dx ANdy + e*dz ANdx = coszdx A dy — e*dx N\ dz
und

d(dw) = d(cosx dx Ady)—d(e* de Ndz)
= —sinxdxANdxANdy—e* dzANdx Ndz
= 0.

Fiir die duBere Ableitung gilt

Satz 26.4 :

Sei U C R™ offen, 0 < r, s <n. Dann gilt:
(i) d(w +n) = dw + dn fiir C* r-Formen w, n auf U
(ii) d(f - w) = fdw +df Adw fiir 0-Formen f, r-Formen w der Klasse C!
(111) d(w An) =dwAn+ (-1 )gmdw w A dn fiir r-Form w, s-Form n der Klasse C*
(iv) d(dw) = 0 fiir r-Formen der Klasse C?

166
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Beweis :

Triviale Rechnungen mit der Definition!
z.B. (iv): fir Funktionen f ist

n

of . 192
d(df) = d( aa“idxl):‘z szo’

=1 3,j=1 axla
82 9%f j i i j
da W—m, aber dCL' /\d.ﬁE ——dx /\dl'
Seiw= > wgdz* A...\Ndz%".
a1 <...<opr

Es gentigt der Nachweis von

d (d{wadz® A ... Adz*}) =0

d(d{wadz® A ... Adz*}) = d(dwa Adz™ A ... A dzor)
W (G duwa) Adz® A .. A dz® — dwg Ad(dz® A ... A da®)
——
=0 =0 nach Def. von d
O
Notation :
Sei w r-Form der Klasse C! auf U.
(1) w geschlossen: <= dw =0
(2) w exakt: <= 3 (r —1)-Form, Q mit w = d2
Offenbar:
w exakt = w geschlossen.
Mit analogen Argumenten wie im Beweis von Satz 26.3 kann man zeigen
Satz 26.5 :
Sei U C R™ offen und sternférmig.
Ist die r-Form w der Klasse C' geschlossen so ist w exakt.
O

Jetzt zum Satz von Stokes in einer speziellen Form. Die allgemeine Version erfordert die
genaue Diskussion von berandeten Mannigfaltigkeiten, auf die wir aus Zeitgriinden verzichten.
(— Barner - Flohr, Bd. II)

1-Formen lassen sich lings Wegen in R integrieren, also liegt es nahe, m-Formen iiber m-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten zu integrieren.
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Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

b CR"
a
Rm
Dann wissen wir:
Zu a € M existieren W, offen in R™, U, offen in R" und ¢, : W, — R" regulér mit
0a(Wo) =U, N M.
Nun fixiere ¢ € M und eine Orientierung von T, M, etwa sei 8%1 Py ey % (g positiv orientierte

Basis von T, M,x € M N U,.

Wenn M NU, NU; # 0 ist, so kann ¢, dort genau die entgegengesetzte Orientierung induzieren,
d.h. 8%1 Dby e v ey % p ist negativ orientiert oder dquivalent:

det D(gpgl 0 pg) < 0.

Definition 26.8 :

a) Kann man die Mannigfaltigkeit M so durch Karten beschreiben, dass auf den
Uberlappungsbereichen stets det D(apb_l 0 pg) > 0 gilt, so nennt man M orientierbar.

Py Pa

b) Ist M orientierbar und a ein Punkt aus M, so wird auf M eine Orientierung O festgelegt,
wenn man in TyM eine Basis auszeichnet und diese positiv nennt. M zusammen mit dieser
Orientierung O heif$t orientierte Mannigfaltigkeit.
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Beispiel : (M Hyperfliche C R")
Annahme: es gibt ein stetiges Normalfeld N : M — R"™ auf M,
d.h. N(z) € T, M, |N(z)| = 1.

Wiéhlt man dann in T, M jeweils e1(x), ..., en—1(x) so, dass e1(z), ..., en—1(z), N(x)
zur Standardbasis dquivalent ist, so wird eine Orientierung von M festgelegt. Das
Normalfeld A orientiert M entgegengesetzt.

Definition 26.9 :

Sei (M,0) eine orientierte m-dimensionale Mannigfaltigkeit, U C R™ offen D M
und w: U — N\ R™ stetig. Das orientierte Integral von w iiber (M, O) ist

f(M,O) wi= [y, w@)(ri(®),..., Tm(x)) dH™(2) .

Ist O festgelegt, so schreibt man kurz wa.
T1(2), ..., Tm(x) ist hier eine positive ONB von T, M.

Bemerkungen

(1) Man mu8 natiirlich sicherstellen, dass  — w(z)(71(2), ..., Tm(z)) auf M H™- integrierbar
oder -summierbar ist!

(2) Wie berechnet man [;,w ?

Fall 1:

Man kommt mit einer Karte aus: M = (W), ¢ : R™ D W — R" regulir. Ist
dann 014, ..., Onp positive Basis, so folgt aus der Flichenformel (die Jacobi-
sche kiirzt sich!)*

/M w= /Ww(go(a;))((?l, O,y Omp) dL™.

Fall 2:

Zerlege M in Stiicke M; (disjunkt), die durch eine Abbildung beschrieben werden
und benutze Fall 1 sowie

fe= 2],

*es ist w(p(2)) (O1p(@) ... Omp(w)) = [De(2)]w(p(@)) (11(e(2)), - - -, Tm(0(2)))
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Definition 26.10 :

M C R" heifit m-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, falls gilt:
zu jedem x € M gibt es eine offene Umgebung U C R, so dass

entweder: M NU m- dimensionale Mannigfaltigkeit ist
oder: es gibt eine offene Umgebung V von 0 in R™ sowie

einen Diffeomorphismus ¥V : U — V mit U(z) =0

und W(UNM)={yeV:yml=...=y"=0,y™ >0}
“oder”: U(UNM) ist fir m =2, n=3 im Prinzip eine Halbkreisscheibe

in y1ya-Ebene, und zwar im Bereich y?> > 0

Ys

Yo
(U NM)
hn

Definition 26.11 :
Ist M Mannigfaltigkeit mit Rand, so setzt man OM = {x € M :es gilt “oder” }, und

nennt diese Menge den Rand von M.

Achtung : 0OM ist nicht der topologische Rand von M !
Offenbar: M — OM ist Mannigfaltigkeit im alten Sinn.
Beispiel :

U:{zeR":|z|] <1} — U Diffeom. der 1-Kugel auf eine offene Menge U C R"

— M::\IJ({:EEIR":|x|§r,xm+1:...:mn:0})
ist Mannigfaltigkeit der Dim. m mit Rand, sofern r < 1.

(‘?M:\IJ({JJEIR”: |x\:r,xm+1:...:xn20})

¥
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Bemerkung :

M Mannigfaltigkeit
der Dim. m mit Rand

Es gilt:

T,0M C T, M.

OM Mannigfaltigkeit
der Dim. m — 1.

N(z)

Sei M orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand. Sei x € M. Dann gibt es in T, M
genau 2 Vektoren 7,7y der Linge 1 mit 1; € T, ML, 1 und 1, sind entgegen-
gerichtet, d.h. 72 = —n;, und sie bilden anschaulich den inneren und den dufleren

Normalenvektor an OM.

Definition 26.12 :

Sei N'(z) der AuBBere Normalenvektor an OM.

Fine ONB 7i(x),...,Tm-1(x)
von T,O0M heifit positiv

(), .y Tm—1(x), N(x) ist
positive Basis von T, M.

Dadurch wird OM orientiert, man nennt diese Orientierung die induzierte

Orientierung O’.

Theorem : Stokes

Sei (M, O) orientierte berandete m-Mannigfaltigkeit, U C R™ offen
mit U > M und w : U — A" 'R" von der Klasse C''. Dann gilt:

f(M,O)

dw = f(aMO/) w

171
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Spezialfal: n =3, m =2

M

M habe ein Normalenfeld v

Orientierung O: vy, vy € T M positiv. <= vy, v9, v positive Basis von R?
Orientierung O": 71 € T,0M positiv <= 1,N positive Basis von T, M

< 71,N,v positive Basis von R?

Dann:

w 1-Form der Klasse C!' auf Umg. von M = / dw = / w (%)
M oM

Rechts steht jetzt ein Linienintegral!

Da 1-Formen und Vektorenfelder F' isomorph sind, folgt aus (*) der klassische Satz
von Stokes

/rotF-z/dH2:/ F-rdH!.
M OM



