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Blatt 1, Losungen Abgabetermin: /

Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte)

Fiir alle t € R schneidet die ebene Gerade durch die Punkte (0, 1) und (¢,0) die Einheitskreislinie
K = {(z,y) e R?*; 2 + y* = 1} in genau einem von (0,1) verschiedenen Punkt, der durch
(z(t),y(t)) bezeichnet sei.

(i) Bestimmen Sie die Funktionen x,7: R — R und zeigen Sie, dass durch a: R — R?, ¢
(z(t),y(t)) eine reguldre Parametrisierung von K \ {(0,1)} gegeben ist.

(ii) Berechnen Sie die Bogenlinge der Kurve af_11): [-1,1] = R?, t — a(t).

Losung. (i) Seien t € R und
71 [0,1] = R?, s+ (as +b,cs + d),
wobei a, b, c,d € R so, dass
24(0) = (b,d) = (0,1) und (1) = (a,c +d) = (+,0),

also
Y (s) = (ts,—s + 1)

fiir alle s € [0, 1]. Weiterhin gilt
() = |ts]P 4+ |—s+ 12 =22+ (1—s)? =22 +1 - 25+ s> = s(s(t>+1)—2)+1 =1

genau dann, wenn

s =0 oder s:i.
t2+1
Damit erhalten wir
z:R—>R, t— 2
2 +1
und ) 21
y: R =R, t|—>1—t2+1 RN
sodass o 21
a: R =R t— (z(t),y(t) = (2524—1’ 752—1-1> .
Da
Q) = —2 (1= 2,26) £ 0
GRSV

(bitte wenden)



fiir alle t € R gilt, ist « eine regulére Parametrisierung. Es bleibt zu zeigen, dass Bild(«) =
K\ {(0,1)}. Sei dazu (Z,y9) € K \ {(0,1)}. Wir suchen ein ¢t € R so, dass

(x(t), y(1)) = (%, 9)

gilt. Angenommen es gibt ein ¢t € R so, dass

0,00 = (g s ) = @0

t24+1't241

Fir £ =0, d.h. (Z,9) = (0,—1), ist t = 0 die eindeutige Losung. Fiir & # 0 besitzt obiges
Gleichungssystem die eindeutige Losung

sodass Bild(a) = K \ {(0,1)}.

(ii) Fiir t € R gilt
o (t) = (t?+11)2 (—2(2 — 1), 41)

und

-
(t? + 1)2

o/ ()] = VAR —1)2 + 16¢2

G SV/Ath — 812 + 4 + 1612

2
= 7(t2+1)2\/t4+2t2+ 1
2
R

Damit folgt
1 1
1 1
/ |o/(t)| dt = 2/1 o dt = 2[arctan(t)]—; = 7.

-1

(bitte wenden)



Aufgabe 2 (5+5=10 Punkte)

Begriinden Sie, dass die folgenden Kurven im R? endliche Linge haben und berechnen Sie diese:

(i) B:[0,1] — R3, t s (6,32, 1),

(i) ~: [0, \/5] — R3, t — (t,tsin(t),tcos(t)). (Hinweis : Sie kénnen folgende Identitit ohne Beweis
benutzen: [§ /1412 dt = 1 (V1+ s2 - s+ arsinh(s)) mit s > 0.)

Losung. (i) Es gilt
B'(t) = (6,6t,3t%) = 3(2,2t,t?)

fiir alle ¢ € [0, 1], sodass

B/(1)] = 3V/A+ 42 + 1 = 32+ 2)

fiir alle t € [0, 1] folgt. Damit erhalten wir

1

1 1 1
/}ﬁ’(t)\ dt:S/ 2+t2dt:3[2t—|—3t3] — 7
0 0

0

(ii) Es gilt
7' (t) = (1,sin(t) + t cos(t), cos(t) — tsin(t))

fiir alle ¢ € [0,/2], sodass

Y (1)|* = 1+ (sin(t) + tcos(t))? + (cos(t) — tsin(t))?
=1+ sin(t)? + 2sin(t) cos(t)t + (t cos(t))? + cos(t)? — 2t cos(t) sin(t) + (¢sin(t))?
=2+t

()

fiir alle ¢ € [0,/2] folgt. Damit erhalten wir mit dem Hinweis

Aﬁhﬁﬂ&:vﬁéﬁﬂy+c%fdt

1
—2/)V1+ﬁdt
0

= /2 + arsinh(1).

(bitte wenden)



Aufgabe 3 (5+5=10 Punkte)
Parametrisieren Sie die folgenden Kurven nach der Bogenlinge:

(i) &: (1,00) = R3, t s e"*(cos(t),sin(t), 1),

(ii) e: R — R3, t = (ef, et V20).

Losung. (i) Es gilt

§'(t) = —e *(cos(t),sin(t), 1) + e~ *(—sin(t), cos(t), 0)
= e '(— cos(t) — sin(t), cos(t) — sin(t), —1)

fiir alle t € (1, 00), sodass
|6'(t)] = e'\/(cos(t) + sin(t))2 + (cos(t) —sin(t))2 + 1 = v/3e ™

fiir alle t € (1, 00) folgt. Damit erhalten wir fiir alle ¢ € (1, c0)

/1 }5/(7” dr = \/g[—e*T]’i = \/5(_6% +€—1)

und schlieflich
t
s: (l,oo) =2 R, t— / 8'(7)| dr = V3(—e t+eh).
1

Die Umkehrfunktion von s eingeschrankt auf das Bild ergibt sich zu

e (0 ) o (- ()

a: <0, ?) — R, t— a(p(t))

Damit ist

die Umparametrisierung nach Bogenldnge.

(ii) Es gilt
£'(t) = (¢!, —e,V?2)

fir alle t € R, sodass
) = e e 42 =2 (M 4262+ 1) =2 (2 +1) = (¢ + )’
Damit erhalten wir fiir alle ¢ € R
t t
/0 '(r)| dr = /0 e +eTdr=[¢ — e*T}g = 2sinh(¢)

und schlieflich .
s:R—R, t— / |€(7)| dr = 2sinh(¢).
1

Die Umkehrfunktion von s ergibt sich zu
t
¢ =s51:R =R, t arsinh <2> .

Damit ist
a:R—=R3 t— alet))

die Umparametrisierung nach Bogenlange.

(bitte wenden)



Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte)

Seien a: I — R? (I C R ein Intervall) eine regulire Kurve, [a,b] C I und A = a(a), B = a(b)
mit A # B. Zeigen Sie:

(i) Fiir jeden Einheitsvektor e € R? gilt:
(B—A)-e<L,,

wobei L, die Lange des Bogens von A nach B sei.

(ii) Die kiirzeste Linge von A nach B ist die Strecke, welche diese beiden Punkte verbindet.

Loésung. (i) Sei e € R? ein Einheitsvektor. Dann gilt mit dem Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung

a(b) — a(a) = </01 o (a+ (b — a)) dt) (b—a) = /ab o (1) dt,

sodass mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

b b b b
(a(b) — afa))-e= </ o (t) dt> e < / o(t) dt-e| < / o (t) dt|le| < / ‘o/(t)‘ dt
folgt.

(ii) Seien

v:[0,1] = R% ¢+ afa) + t(a(b) — a(a))

und
__ a() ~afa)
|o(b) — a(a)|

Dann gilt



