UNIVERSITAT DES SAARLANDES
FACHRICHTUNG 6.1 - MATHEMATIK
Prof. Dr. Martin Fuchs

M. Sc. Dominik Schillo

Ubungen zur Vorlesung
Differentialgeometrie 1
Wintersemester 2017/2018

Blatt 2 Abgabetermin: 777

Aufgabe 1 (3+3+4=10 Punkte)
Es seien a, : I — R3 differenzierbare Abbildungen auf einem Intervall I C R. Zeigen Sie:
(i) Die Abbildung o x B: I — R? ist differenzierbar mit

(axpB)=d xB+axp.

(ii) Gelten mit den Konstanten a,b, c € R die Beziehungen
o =aa+bB und /' = ca — af,
S0 ist « X 8 konstant.
(iii) Beweisen Sie fiir u, v, w € R? die Identitit

(uxv)xw=(u-w)v— (v wu.

Loésung. Nachrechnen.

(bitte wenden)



Aufgabe 2 (2+4+2+2=10 Punkte)

Seien a, b, c € R mit a® + b*> = ¢ und a # 0. Betrachten Sie die durch
v:R—>R3 s (acos (f) ,asin (ﬁ) ,bf)
c c c
erkldrte parametrisierte Kurve.

(i) Ist v nach Bogenldnge parametrisiert?
(ii) Berechnen Sie die Kriimmung und Torsion von +.

(iii) Sei s € R. Zeigen Sie, dass alle Geraden in Richtung des Normalenvektors von ~(s), die
durch 7(s) gehen, die z-Achse unter einem konstanten Winkel schneiden.

(iv) Skizzieren Sie die Kurve ~.

Losung. (i) Sei s € R. Es gilt

sodass

2 2 b\ 2 242
P = (Zsn (2))+ (Beos ()4 (1) =55 =1
c c c c c c
folgt. Damit ist v nach Bogenlénge parametrisiert.

(ii) Sei s € R. Es gilt
0= (< (2~ (2.0) =5 (o (3 o (2).)

ra(8) = [7"(s)| =

sodass

folgt. Weiterhin gilt

ny(s) = Z«,Ej = —%’ (cos (Z) ,sin (Z) ,0) = —sgn(a) (cos (2) ,sin (Z) ,0)

0= (i (7)o ().

sowie (mit der Rechnung auf Seite 19 im Skript)

und

b (s) = +/(s) x nl(s)
= SgI;(a) (—a sin (Z) , 4 COS <§) ,b) X (— sin <§) , COS <Z> ,0)
= _sgr;(a) (—bcos (Z) ,—bsin (2) ,O)

b
= _67277”‘/(8)7

sodass

(bitte wenden)



(iii) TODO. Sei s € R. Dann gilt

(iv) Plot (a =3,b=4,¢=15):

(bitte wenden)



Aufgabe 3 (10 Punkte)

Seien I C R ein Intervall und a: I — R? eine beliebig (nicht notwendig nach der Bogenlinge
parametrisierte) regulidre Kurve mit nirgends verschwindender Kriimmung. Zeigen Sie, dass das
Frenetsche Dreibein (¢4, 14, ba) gegeben ist durch
; o o x o y o/ b o x o
= — n = — —_— = —
@ |O/" @ ‘alXa/l‘ ’O/" @ ’alXa/l‘

(Hinweis : Parametrisieren Sie die Kurve nach der Bogenlinge und benutzen Sie Aufgabe 1.)

L6sung. Seien s, die Bogenlinge von o und ¢: J = Bild(sy) — I die Umkehrfunktion von s,
(eingeschrankt aufs Bild). Betrachte nun die nach Bogenldnge parametrisierte regulare Kurve

a:J =R 7= (o)1) = ale(r)).

Per Definition gilt

ta:tdocp_l, na:ndogo_l und by = bg o ¢

Nach (1) und (2) auf Seite 23 im Skript gelten

(‘0/: (‘a/‘*1> o

-1

und

Damit folgt

/
- 1 a
o=@ =@ ol = (@ o) @ op)| = (&) o
und
@' = (a0 p)'' + (a0 p)¢"
= ("0 ) (¢)° + (@ 0 )"
o oo o
(o) o7
o |O/‘2 —da" o
= |O/|4 (0] 90
(@ xad")x o
= —’a/‘4 O (p
mit Aufgabe 1 (iil) Mit (3) auf Seite 24 im Skript ergibt sich
(o) x o) xa |o? o/xo//xo/
Nnsy = = (@] = —_— —_— O .
’ o7 o xa] ) 77 ol xa] T al]) 7
Schlieflich erhalten wir mit Aufgabe 1 (iii)
b O/ O/ X O// O/
—— R
o=t = (o< (o 1)) o
. 1 / " / ’
= <_a’><o/’||o/|2(a x (@' xa))xa |op

(bitte wenden)



Aufgabe 4 (5+5=10 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriimmung einer beliebigen reguliren ebenen Kurve a: I —
R2, ¢+ (2(t),y(t)) (I C R ein Intervall) gegeben ist durch

2y (1) — 2" (0 (1)
/(02 + /(1))

Ko: I — R, t—

(ii) Zeigen Sie, dass die orientierte Kriimmung einer reguléren ebenen Kurve bei Umorientie-
rung das Vorzeichen wechselt.

Lésung. Seien I C R ein Intervall und a: I — R?, ¢+ (2(t),y(t)) eine reguliéire ebene Kurve.

(i) Seien s, die Bogenldnge von o und ¢: J = Bild(s,) — I die Umkehrfunktion von s,
(eingeschrankt aufs Bild). Betrachte nun die nach Bogenléinge parametrisierte regulire
Kurve

a:J =R 7= (ao)(r) = ale(r)).

(¢ e ()

ist (ta,na) punktweise eine positive ONB. Es gilt (vgl. Losung von Aufgabe 3)

Mit t5 = & und

puil

(%
1 x//y/2 — 'y
= <O/|4 (y//x/Q — o2 cyp
zly" — 2y 1 [~y
—— 7 [ — o
|Oé/’3 ‘a/| g 2

sodass

(ii) Seien ¥ die Umorientierung von o (¥ = —1) und ay = (zy, yy) die umorientierte Kurve
bzgl. a.. Nach Teil (i) gilt

a:,/ y// _ fl:” y/ :E/y// _ a,:l/y/
Kerg :w: T C 2 ) oU = (—Kq)oVU.

‘a\p

(bitte wenden)



