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Aufgabe 1 (10 Punkte)

Nach dem Satz von Picard-Lindeldf gilt: Ist J C R ein kompaktes Intervall und F': J x R — R™
Lipschitzstetig bzgl. zweiten Komponente, d.h. es gibt eine Konstante L > 0, sodass fiir alle
te J,y,ys € R?

’F(t7y1) - F(t7y2)’ <L ’yl - y?’

gilt, dann gibt es eine eindeutige Losung y: J — R™ des folgenden Systems gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen

Zeigen Sie: Die obige Aussage gilt auch unter der Voraussetzung, dass F': I x R" — R" stetig
und linear in der zweiten Komponente und I C R ein beliebiges Intervall ist.

Losung. Seien I C R ein beliebiges Intervall und F': I x R® — R” stetig und linear in der
zweiten Komponente. Dann gilt
F(t,y) = F(t, 1)y

fir alle (t,y) € I x R™. Da F(-,1) stetig ist, existiert | F'(-,1)|, fiir jedes kompakte Intervall
K C I, sodass F Lipschitzstetig auf K x R™ ist. Wéhle nun eine aufsteigende Folge (K, )nen
kompakter Intervalle mit U,enK,, = I. Fiir alle n existiert auf K, eine eindeutige Losung y,des
AWPs. Die Vorschrift

y(@) = yn(z)
fiir z € K, definiert eine Funktion y: I — R"™, die die eindeutige globale Lésung des AWPs ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 2 (5+5=10 Punkte)

Es seien I C R ein Intervall und o: I — R? eine regulir parametrisierte Kurve. Zeigen Sie:

(1) Schneiden sich alle Normalen der Kurve in einem festen Punkt, so ist ihre Spur Teil einer

Kreislinie.

(ii) Schneiden sich alle Tangenten der Kurve in einem festen Punkt, so ist ihre Spur Teil einer

Geraden. Gilt dies auch ohne die Voraussetzung, dass a regulér ist?

Losung. Sei o ohne Einschrinkung nach Bogenldnge parametrisiert.

(1)

Nach Voraussetzung existiert eine differenzierbare Funktion (777)
AT — R,
sodass a(s) + A(s)nq(s) fiir alle s € I konstant ist. Mit den Frenet’schen Formeln folgt
0=0qa +Nng+ I, = (1= Aca)ta + Nng + (=1A74)ba.
Da t,n, b linear unabhiingig sind, folgt
(1—Xko) =0, N =0 und A7, =0,

also ist A konstant und somit ko = 1/ sowie 7, = 0. Daraus erhalten wir, dass « planar
ist mit konstanter Kriimmung, d.h. die Spur von « ist Teil einer Kreislinie.

Nach Voraussetzung existiert eine differenzierbare Funktion
AT — R,
sodass a(s) + A(s)ta(s) fiir alle s € I konstant ist. Mit den Frenet’schen Formeln folgt
0=0a +Nto+ M, = (1+ N)ta + (Mka)na-
Da t und n linear unabhéngig sind, folgt
(1+XN)=0 und Xkq=0,

also ist A\(s) = —s + a fiir alle s € I mit einer Konstanten a und somit ko (s) = 0 fiir alle
s # a. Da Kk, stetig ist, erhalten wir x, = 0 und damit o” = 0. Also ist die Spur von «
Teil einer Geraden.

(bitte wenden)



Aufgabe 3 (2+5+3=10 Punkte)
Fiir r > 0 betrachten Sie die Abbildung

i (=m 1) = RS, £ (1 + cos(t), sin(t), 2 sin (;)) .

Zeigen Sie:
(i) Die Kurve v liegt im Schnitt des Zylinders {(z,y,2) € R®; (z —r)*+y* =r?} und der
Sphére um den Ursprung vom Radius 2r.
(ii) Bestimmen Sie das Frenetsche Dreibein der Kurve .

(iii) Berechnen Sie Kriimmung und Torsion von +.

Losung. (i) Dies folgt direkt aus den Identitdten

sin(t)? + cos(t)? =1

£\ 2
2sin <2> =1—cos(t)

und

fiir alle t € (—m, 7).

(ii) Seit € (—m,m). Dann gilt

— sin(?)
() =7 | cos(t)
cos ()
und
cos(t)
V()= | sin(t) |
2sin (3)
sodass
(cos(t)3sin (£)) — (cos (%) sin(t))
Y () x v (t) = —p? (cos (%) cos(t)) — (— sin(t)% sin (%))
(—sin(t) sin(t)) — (cos(t) cos(t))
cos(t) sin (£) — cos (L) sin(t)
= —r? | cos (L) cos(t) +sin(t) 4 sin (4))
) 3 sin (4) (cosst) +2)
e
—1
Mit .
e
IV ()] = 7 (1 + cos <2>>
folgt
tv(t) =
und mit .
V(1) x 7" (t)]* = = (3cos(t) + 13)

(bitte wenden)



folgt

Da

erhalten wir

na(t) =
(iii) Seit € (—m, 7). Dann gilt
+(t) = ,1 5 [ () xA"(1)] =
v ()]
Weiterhin erhalten wir
—sin(t)
V"'(t)=—r | cos(t) |,
1 cos (3)
sodass » .
’Y(t) _ ’Y( ) Xy (t)2 ”/(t)

() x A (2)]

(bitte wenden)



Aufgabe 4 (8+2=10 Punkte)

(1)

(i)

Es seien I C R ein Intervall, sg € I und x: I — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen
Sie, dass durch

a: I —R? s+ (/ cos(0(t)) dt + a,/ sin(A(t)) dt + b)
S0 S0
mit

0: 1 — R, s'—>/ k(t)dt + ¢
50

eine regulire nach der Bogenlédnge parametrisierte Kurve mit x als orientierter Kriimmung
erkliart wird und diese Kurve bis auf eine Translation des Vektors (a,b) € R? und eine
Drehung des Winkels ¢ eindeutig bestimmt ist.

Fine sogenannte Klothoide ist eine ebene Kurve, die sich dadurch auszeichnet, dass ihre
Krimmung an jedem Punkt proportional zu ihrer Bogenldnge bis zu diesem Punkt ist.
Bestimmen Sie die reguliire Parametrisierung a: R — R? einer Klothoide mit «(0) = (0,0)
und o/(0) = (1,0).

Losung. (i) Sei s € I. Es gilt

o/(s) = (cos(6(s)),sin(0(s))) = (cos(0(s)),sin(6(s))),

sodass
‘o/(s)‘Q = cos(6(s))? +sin(f(s))? = 1.

Weiterhin erhalten wir
o (s) = (—sin(0(s))d (s), cos(0(s))8'(s)) = k(s) (—sin(f(s)), cos(6(s)))
und mit Blatt 2, Aufgabe 4

R(s) = k(s) (cos(0(s)) cos(8(s)) — (—sin(0(s))) sin(0(s))) = k(s).

Die Eindeutigkeit ist klar durch Integration und Unabhéngigkeit von |o/| und & von 6.

Waihle sp = 0. Nach Voraussetzung existiert ein ¢ € R, sodass
K(s)=c-s

fiir alle s € I gilt. Damit folgt

1
0(s) = 5032 +

fiir alle s € I. Die Bedingung «(0) = (0,0) impliziert (a,b) = (0,0). Da

o/ (0) = (cos(p), sin(yp)),

folgt aus der Bedingung o/(0) = (1,0), dass ¢ = 0. Insgesamt erhalten wir also

s 1 s 1
a:R—-R? s— </ cos (ct2) dt,/ sin <0t2> dt> .
0 2 0 2



