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Aufgabe 1

i) Es sei � : [a, b] ! R2, t 7! (x(t), y(t)) eine (nicht notwendig nach Bogenlänge)
regulär parametrisierte ebene Kurve. Zeigen Sie: Für den Rotationsindex I� von �
gilt:

I� =
1

2⇡

bZ

a

x0(t)y00(t)� x00(t)y0(t)

x0(t)2 + y0(t)2
t

ii) Skizzieren Sie die Spur der folgenden ebenen Kurven und berechnen Sie ihren Ro-
tationsindex:

a) ↵n : [0, 2⇡] ! R2, t 7! (cos(nt), sin(nt)) (n 2 N),

b) �a,b : [0, 4⇡] ! R2, t 7! (a cos(t), b sin(t)) (a, b > 0),

c) � : [0, 2⇡] ! R2, t 7! (cos(t)� cos(2t), sin(t)� sin(2t)).

Aufgabe 2

Seien I ⇢ R ein Intervall und ↵ : I ! R3 eine reguläre parametrisierte Kurve mit nir-
gends verschwindender Krümmung . Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

i) Es gibt einen Vektor v 2 R3 \ {0}, sodass t · v konstant ist.

ii) Es gibt einen Vektor v 2 R3 \ {0} mit n · v ⌘ 0.

iii) Es gibt einen Vektor v 2 R3 \ {0} derart, dass b · v konstant ist.

iv) Das Verhältnis von Torsion ⌧ und Krümmung  ist konstant.

Eine Kurve, welche einer dieser äquivalenten Bedingungen genügt, heißt Böschungslinie.



Aufgabe 3

Betrachten Sie die Abbildung

c : R ! R3, t 7!

8
><

>:

(t, e�1/t2 , 0), falls t < 0,

(0, 0, 0), falls t = 0,

(t, 0, e�1/t2), falls t > 0.

i) Zeigen Sie, dass c eine reguläre di↵erenzierbare (c 2 C2(R,R3)) Kurve ist.

ii) Beweisen Sie, dass die Kräummung  von c nur auf 0,±
q

2
3 verschwindet. Welche

geometrische Bedeutung hat die Aussage (0) = 0?

iii) Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Schmiegeebenen von c bei t # 0 die Ebene
{(x, y, z) ; y = 0} ist, während bei t " 0 die Ebene {(x, y, z) ; z = 0} approximiert
wird. Was bedeutet dies für die Torsion?

Aufgabe 4

Es seien L > 0 und ↵ : [0, L] ! R2 eine ebene, nach Bogenlänge parametrisierte einfach
geschlossene Kurve. Für ihre orientierte Krümmung  gelte 0 < (s)  c für alle s 2
[0, L] mit einer Konstanten c. Zeigen Sie: Für die Länge L der Kurve gilt

L � 2⇡

c
.

Was bedeutet das anschaulich?


