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FEin Polynom (mit rationalen Koeffizienten) ist ein Ausdruck p(z) = > a;x* mita; € Q (i =0,...,d). Ist aq # 0,
i=0

so heifit d = deg(p) der Grad von p. Wir setzen deg(0) = —oo fiir das Nullpolynom 0. Fir die Menge aller

Polynome mit rationalen (bzw. reellen, komplezen) Koeffizienten schreiben wir Q[z] (bzw. R[z], Clz]). Q[z] (bzw.

R[z], C[z]) ist ein Ring bzgl. der iblichen Addition und Multiplikation.

Aufgabe 21 (4+2+2+43=11 Punkte)

(i) Seien p,q € Q[x] mit g # 0. Zeigen Sie: Es gibt eindeutige Polynome r,s € Q[z] mit
deg(r) < deg(g) und
p=s8q—+r.

(Hinweis: Vollstindige Induktion nach dem Grad von p.)

(ii) Seien p1,p2 # 0 € Q[z] mit deg(p1) > deg(pe). Fiir ¢ > 2 und p; # 0 wihle Polynome g;
und p;11 nach Teil (i) mit deg(p;+1) < deg(p;) und
Pi—1 = qiPi + Pit1-

Zeigen Sie: Es gibt ein n € N mit p, # 0 = pp+1 und p, = ggT(p1,p2), d.h. es gibt kein

Polynom ¢ € Q[x] mit deg(q) > deg(p,) das Teiler von p; und po ist.

(Hinweis: Die Aussagen (i) und (ii) gelten auch fiir Polynome mit reellen oder komplexen Koeffizienten.)
(iii) Bestimmen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler von py = 27 +2% 4225+ 324 + 23 4+ 322 +1

und pg = % + 223 + 222 4 22 + 1 mit Hilfe von Teil (ii). Geben Sie insbesondere fiir jeden
Schritt ¢; und p;41 an.

(iv) Bestimmen Sie alle Nullstellen von p(z) = 2° + 2* — 42 + 3z — 1.

Aufgabe 22 (44-6=10 Punkte)
Finden Sie jeweils ein a € R und zu gegebenem € > 0 ein N = N (¢) € N derart, dass |a, —a| < €
fiir alle n > N(e), falls

(i) an = ﬁ fiir alle n € N,

(ii) an = £ fiir alle n € N.

(bitte wenden)



Aufgabe 23 (3+2+2=7 Punkte)

Seien a,b € R und seien (an)nen, (bn)nen Folgen in R mit lim a, = a und lim b, = b.
n—o0 n—oo

(i) Zeigen Sie: Ist a,, > 0 fiir alle n, so ist @ > 0.
(ii) Zeigen Sie: Ist a,, > b, fiir alle n, so ist a > b.

(iii) Beweisen oder widerlegen Sie: Ist a,, > b, fiir alle n, so ist a > b.

Aufgabe 24 (44+-8=12 Punkte)
(i) Zeigen Sie
(1+z)">1+nz
fir alle n € Ny und alle x € R mit x > —1.

(ii) Untersuchen Sie, fiir welche g € R die Folge (ap)neny mit a, = ¢" (n € N) konvergiert und
bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.




