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Vorlesung Elementare Zahlentheorie SS 2003

Das Riemann-Stieltjes-Integral

I=[abCR fa:I-—R

A = (zg,... ,x,) Unterteilung von I, a =xg < x1 < - - < xp = b
£ =(6o,---,&n1) Zwischenwerte, z; <& < zi41 (0 <0 <n)
RS(éa Aafa Ol) = Z f(fl)[a(:EH-l) - a(x’t)]
0<i<n
/ f(z)da(z) = hm RS(&, A, f,a)
A|—0 -

(falls dieser Limes existiert unabhingig von der Wahl der Folge von
Untertellungen A, deren Feinheit |A| gegen 0 geht, und unabhingig
von der Wahl der Zwischenwerte ).

b
2) / f(@)do()

existiert, falls f stetig ist und a beschrankte Variation hat, oder falls
a stetig ist und f beschrankte Variation hat.

b
3) / f(z)de)

ist in beiden Argumenten f, « linear.
(4) Ist f stetig und a von beschrinkter Variation, so gilt fiir alle ¢ € (a, b):

/fda /fda /fda

(5) Ist f stetig und « eine Treppenfunktion mit Sprungstellen z1,... ,x, €
(a,b), so gilt

/f Jda(@) = 3 flalelwt) — (o).

1<i<n
Dabei ist fiir eine Funktion 8 und z € R:
Bla) = lim o+ h),  Blo-) = lim Bl — b).
h>0 h>0

(6) Ist f stetig und « stetig differenzierbar, so gilt

/f )da(a /f



(7) Ist f von beschriankter Variation und « stetig, so gilt:

b b
/ f(z)da(z) = f(b)a(b) — f(a)o(a) —/ a(z)df (z).

(8) Sei f stetig und a von beschriankter Variation. Fiir

F(z) = / " fdalt) (@ el)

elten:
g(i) F hat beschriankte Variation (ist aber i.a. nicht stetig!);
(ii) F(z+) — F(z) = f(2)[efz+) — a(z)], z € [a, b);
(iii) F(z) — F(z—) = f(z)[a(z) — a(z—)], z € (a,].

b
Schreibe /+f(x)da(x) fir F(b) — F(a+), f:_ f(x)da(z) fir F(b—)

etc.

Beweise und Erginzungen finden sich z.B. in D.V. Widder, The Laplace
Transform, Princeton University Press 1946, Kapitel 1.

Dazu gehoren insbesondere:

b
e Abschitzungen fir / f(z)da(z), falls Abschitzungen fiir f und «
a

vorliegen;
e Vertauschung von Summen mit Integralen;
e Substitutionsregel;
e uneigentliche RS-Integrale



