Losungsvorschlige zum Ubungsblatt 8 der Vorlesung:

e Zur Aufgabe 1: Gesucht ist die Anzahl der m—Tupel (aq,as,as, ..., ;)
nichtnegativer ganzer Zahlen a; mit 2 { g; fiir alle i € N,,, und >, a; = n.
Diese stehen offenbar vermoge der Abbildung

( ) 0,1—1 0,2—1 am—l
a1,a9,03, ..., Ay, ) — s 5 eeny
1,82, U3, ..vy 9 9 9

in Bijektion zu den Tupeln (by, bo, ..., b,,) nichtnegativer ganzer Zahlen mit
>;bi = %52, Damit ist nach dem “zwdlffachen Weg” die gesuchte An-

2
n—m _ n+m
zahl gleich 2 ,;F_,T 1 ) = ( 2 m 1 ) oder 0, je nachdem ob n =

2

2
m (mod 2) gilt oder nicht.

e Zur Aufgabe 2: Es soll eine Bijektion zwischen den transitiven und re-

flexiven Relationen R und den Topologien 7" auf einer endlichen Menge X
angegeben werden.
Fiir eine Relation R wie oben lassen wir Ty das Erzeugnis der Mengen
zp = {y : yRx} mit x € X sein. D.h. Ty sei der Schnitt aller Topologien
auf X, die alle Mengen xy enthalten. Offenbar gilt T = {A C X : z €
Aund yRx = y € A} (Achtung! Hier geht die Transitivitit von R mit ein).
(Beispiele:

— Fiirfir X = {1,2,3}und R = {(1,1), (2,2), (3, 3) } ist T das Erzeugnis
der Mengen 1p = {1},2z = {2} und 3z = {3}, dh. Tr = P(X).
Wihlen wir aber R := X x X, so ist offenbar Tr = {0, X }.

— Fordern wir nicht die Transitivitdt von R, so ist unsere Abbildung
R +— Tgi.A. nicht injektiv! Wéhle z.B. wieder X := {1,2,3} und jetzt
R=1{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3)}. Dann ist Ty das Erzeugnis
von 1p = {1,3},2p = {1,2},3r = {2,3}. Offenbar enthilt Tx dann
1IN 2r = {1}, 1g N 3g = {3} und 2z N 3z = {2}, ist also gleich
T ea.6y = PBX).)

Jedenfalls, in der Situation der Aufgabe ist die Abbildung R +— Tj injektiv:
Nehmen wir an, es gelte T = Tx fiir zwei Relationen R, R'. Fiir alle z € X
muss rp = Tg sein, denn zg (bzw. zg) ist offenbar die (!) kleinste Menge
in Tx (bzw. in Tg/), die x enthdlt. D.h. es gilt R = R'.

Wenn man sich nun fiir gegebene Relationen die zugehdrigen Topologien
hinschreibt und sich anschaut, wie man daraus wieder die Relation zuriick-
gewinnt, ergibt das eine Anleitung, wie man allgemein aus einer Topologie
T auf X eine Relation Ry auf X konstruieren kann: Man definiert fiir alle
r,ye X

YyRrz =y € NyeaaerA.

Ry ist, wie man nachrechnet, wieder reflexiv und transitiv. D.h. unsere
Abbildung R +— Ty ist sogar bijektiv (sie besitzt, wie man sich iiberlegt,
T — Ry als Inverse). Damit sind wir fertig.
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e Zur Aufgabe 3: Wir haben eine endliche Menge X mit | X | = m und sollen
zunéchst die Anzahl der Algebren auf X zéhlen.
Wir zdhlen die Algebren auf X, indem wir jeder solchen Algebra ein ein-
deutiges Erzeugendensystem zuordnen und diese Erzeugendensysteme zéhlen.
Es gilt:
Zu jeder Algebra Y auf X gibt es genau eine disjunkte Zerlegung US; = X
von X in endlich viele disjunkte, nichtleere Teilmengen S;, so dass ¥ gerade
das Erzeugnis der Mengen S; ist.
(Eine sofortige Konsequenz dieser Behauptung ist natiirlich, dass unsere
gesuchte Anzahl von Algebren auf X gleich der m—ten Bell-Zahl B(m) ist!)
Beweis der Behauptung: Zur Eindeutigkeit der Zerlegung: Haben wir eine
Algebra X und zwei Zerlegungen US; = US’; = X von X wie in unserer Be-
hauptung, so darf keiner der Schnitte S; N .S nichttrivial sein, d.h. ungleich
(0 und echt kleiner als S; oder S’; sein, denn sonst wire das Erzeugnis der
S;N .S eine “feinere” Algebra als 3 (insbesondere also ungleich ¥), was nicht
sein darf.
Zur Existenz so einer Zerlegung: Fiir eine Algebra X, fiir A, B € ¥ und
B C Aist A— B € . Insbes. ist A = BU(A — B). Deshalb diirfte es klar
sein, dass man wegen |X| < co den Raum X nach und nach in nichtleere,
paarweise disjunkte Mengen aus X zerlegen kann, die ihrerseits nicht weiter
zerlegbar sind. Dies muss eine Zerlegung wie in der Behauptung ergeben.

Jetzt war noch gefordert, die Anzahl der Isomorphieklassen von Algebren
auf X zu zdhlen. Zwei Algebren sind offenbar genau dann isomorph, falls
ihre zugehorigen Zerlegungen von X unter der Operation von S, ineinander
iiberfiihrt werden kénnen. Mit anderen Worten: Die Anzahl der Isomor-
phieklassen von Algebren auf X ist gleich der Anzahl p(m) der Partitionen
der Zahl m.

e Zur Aufgabe 4: Es sollte gezeigt werden, dass die Anzahl der Partitionen
einer Zahl n mit genau £ Summanden gleich der Anzahl der Partitionen von
n + ]; in genau k verschiedene Summanden ist.
Wir geben eine Bijektion zwischen den Mengen

A: = {(a,a9,...,a;) : a; € N;a; > ay > ... > a5 und Zai =n} und

B: = {(bl,bg,...,bk)ZbieN,b1>b2>...>bk und szzn—l— ( ]; )}

an. Betrachte die Abbildung A — B gegeben durch
(al, ag, ..., ak) — ((11 + /{3, as + (/{3 - 1), ey A+ O) .

Offensichtlich ist das eine solche Bijektion. Damit folgt die Behauptung der
Aufgabe.

e Hinweis: Bei noch ausbleibenden Fragen zu den Aufgaben kon-
nen Sie Herrn Metzner in der Ubung oder mich (Zimmer 217)
ansprechen.



