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Vorwort

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel ,,Untersuchungen zur Supersingularitdt von Drinfeldschen
Invarianten zur Erlangung des Bachelorabschlusses in Mathematik ist in der Zeit vom 1. Juni
2009 bis zum 31. August 2009 am Lehrstuhl von Prof. Ernst-Ulrich Gekeler entstanden.

In dieser Zeit habe ich mich mit einer Rekursionsformel g5 der Tiefe zwei iiber dem Polynomring
A in der Variablen T iiber dem endlichen Korper F, mit ¢ Elementen beschéftigt. In diese Re-
kursionsformel setzt man zwei Polynome ¢g und A ein. Ist g4(g, A) kongruent zu 0 modulo eines
irreduziblen Polynoms f aus diesem Polynomring, so heifst das Paar (g, A) supersingulir beziiglich
f.

Ist ga(d, A) supersingulir beziiglich f, so hat der von (g, A) iiber dem Restkorper A/(f) erzeugte
Drinfeld Modul spezielle Eigenschaften. Deshalb ist es fiir die mathematische Forschung interessant
zu untersuchen wie oft und in welchen Fillen diese Supersingularitdt vorkommt. Der Wert g4(g, A)
ist eine sogenannte Drinfeldsche Invariante, daher auch der Name der Arbeit. Auf die Theorie der
Drinfeld-Moduln wird in dieser Arbeit génzlich verzichtet, da es den Rahmen der Arbeit iiberstei-
gen wiirde und fiir die angestellten Untersuchungen nicht benétigt wurde.

Im ersten Schritt lasst man g und A fest gewéhlt und variiert f. Dann interessiert man sich fiir
die Frage, wie oft (g, A) supersingulér beziiglich f ist fiir alle irreduziblen normierten Polynome f,
deren Grad unterhalb einer gewissen Schranke liegt.

Im n#chsten Schritt sei f fest gew#hlt vom Grad d. In diesem Fall ist die Frage interessant, wie
viele supersingulire Paare (g, A) es fiir ein f gibt.

Beginnen werde ich jedoch mit den fiir das Verstdndnis benotigten Grundlagen. Anschliefend méch-
te ich eine Beschreibung der Situation geben, die fiir die ganze Arbeit giiltig ist.

Die Arbeit richtet sich an Leser, die bereits einige Vorkenntnisse auf dem Gebiet der Algebra und
Zahlentheorie besitzen. Es werden zusétzlich noch einige grundlegende Begriffe aus der Korpertheo-
rie, der Galoistheorie sowie der algebraischen Zahlentheorie benétigt. Die wichtigsten Begriffe und
Aussagen werden im Kapitel 1 zusammengestellt.

Die Berechnungen, die zu den in dieser Arbeit getroffenen Vermutungen fiihrten, wurden mit Hilfe
der Software MAGMA Computational Algebra System durchgefiihrt.

An dieser Stelle sage ich allen Dank, die mich wihrend meines Studiums und vor allem beim Anfer-
tigen dieser Arbeit unterstiitzt haben. Mein ganz besonderer Dank gilt Prof. Ernst-Ulrich Gekeler,
der die vorliegende Arbeit nicht nur betreut, sondern fiir meine Anliegen stets ein offenes Ohr und
mir bei Fragen immer als hilfreicher Berater zur Seite gestanden hat.

Ganz herzlich danke ich zudem Michael Hein, meiner Familie, meine Kommulitonen Anne Wald
und Bernadette Hahn und den Assistenten von Professor Gekeler, Johannes Lengler und Bernd
Mehnert.

Saarbriicken, im August 2009 Sarah Detzler



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden Grundlagen behandelt, die im Verlauf der Arbeit benétigt werden und
auf die an verschiedenen Stellen verwiesen wird. Leser, denen diese bekannt sind, kénnen gleich
zum néchsten Kapitel iibergehen. Die folgende Notation ist fiir die gesamte Arbeit giiltig:

N:={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen,

|z] :==max{nZ € |n < z} ist die Gauk-Klammer,

mit |G| wird die Kardinalitét einer Menge G bezeicnet,

p ist immer eine Primzahl.

1.1 Korpererweiterungen

1.1.1 Bemerkung:

Ist K ein endlicher Korper, so hat er ¢ = p" viele Elemente, wobei p eine Primzahl ist und » € N.
Zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p" existiert (bis auf Isomorphie) genau ein endlicher Kérper mit ¢
Elementen. Die Charakteristik dieses Korpers ist p und fiir alle a € K gilt a? = a. Des Weiteren ist
die Einheitengruppe (K )* zyklisch und (nicht-kanonisch) isomorph zu (Z/(q — 1)Z,+). Der endliche
Korper mit ¢ Elementen wird im Folgenden mit [, bezeichnet.

1.1.2 Definition:
Die Abbildung
p: N — N,
n — en) = #ae{l,...,n} | g9T(n,a) =1}
wird als Eulersche Phi-Funktion bezeichnet. Sie ist schwach multiplikativ, d.h. fir zwei teilerfremde
natirliche Zahlen n und m gilt p(nm) = p(n)e(m).
Im Spezialfalln =p", r e N, p € P, ist

e ) =(@—1)p " (1.1)

(Siehe [SPO7], Seite 75, Definition und Korollar 4.20.)
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1.1.3 Definition:

Sind K und L Kérper mit K C L, so nennt man K einen Unterkdrper von L bzw. L einen
Erweiterungskorper von K. Diese Korpererweiterung bezeichnet man mit LK.

L kann als K-Vektorraum aufgefasst werden. Man definiert den Grad der Kdorpererweiterung [L : K]

als Dimension des K-Vektorraums L.
Die Erweiterung LI K heifit endlich, falls L : K] endlich ist.

1.1.4 Bemerkung:
Die endlichen Korpererweiterungen des Kérpers F, sind die Korper [F 4, fiir d € N.

1.1.5 Proposition:
Der Kérpergrad ist multiplikativ:
Sei K der Grundkdrper und L eine Erweiterung von K, sowie M ein Zwischenkdrper, d.h.
K C M C L. Es gilt:
[L:K|]=[L:M]-[M:K]

(siehe [BosO6a], Seite 90, Satz 2).

1.1.6 Definition:
Ist € L :=1Ta, so ist die Spur von « tiber K :=F, definiert durch:

1

Tri(a) =a+a+ .. +a? .

Trﬁ(oz) bezeichnet die absolute Spur von « (siehe [LN94], Seite 51, Definition 2.22).
1.1.7 Satz:
Sei K :==F, und L :=F ., so besitzt die Spurfunktion Trk folgende Eigenschaften:

1. Triz(a+ B) = Tri(a) + Tri(8) fir alle a, 3 € L.

2. Trk(c-a)=c-Trk(a) fir alea € L undc€ K.

3. Trk(c)=d-c fir alle c € K.

4. TrE(a?) = Trk(a) fir alle o € L.
(Siehe [LN94], Seite 52, Theorem 2.23.)

1.1.8 Satz (Transitivitdt der Spur):
Sei K ein endlicher Kérper, L eine endliche Kdrpererweiterung von K und M eine endliche Kér-
pererweiterung von L. Dann gilt fir alle « € M:

Try (o) = Trg(Try (o))
(sieche [LN9/], Seite 53, Theorem 2.26).

1.1.9 Satz:
Das charakteristische Polynom f = Y"1, a;T" einer Matriz A € K™™" ist normiert vom Grad n.
FEs gilt: die Spur von f entspricht —a,—y (siehe [Bos06b], Seite 201, Satz 3).



1.2 Polynomringe iiber endlichen Koérpern

Nun betrachten wir den Polynomring F,[T] in der Variablen 7 iiber dem endlichen Korper F,
mit ¢ Elementen. In dieser Arbeit wird er mit A bezeichnet. Der Polynomring A ist insbesondere
nullteilerfrei. Besonders interessieren wir uns fiir die irreduziblen Polynome, d.h. die Elemente
aus A, die nicht weiter faktorisiert werden konnen. Die Anzahl und das Produkt aller normierten
irreduziblen Polynome kann man leicht angeben.

1.2.1 Bemerkung:

Die Primideale in F,[T] sind diejenigen Ideale, die von den irreduziblen Polynomen erzeugt werden.
Man kann einen endlichen Kérper mit ¢? vielen Elementen konstruieren, indem man aus dem Poly-
nomring F,[T] das von einem irreduzibles Polynom f vom Grad d erzeugte Primideal ausdividiert.
Es gilt also F,[T]/(f) ist ein endlicher Kérper mit ¢? vielen Elementen (siehe [Bos06al, Seite 26-27).
Ist g=3und f(T)=T%—T + 1, so hat der Korper F3[T]/(T° — T + 1) 27 Elemente.

1.2.2 Definition:
Die Mobiusfunktion st eine Funktion auf N, definiert durch die Vorschrift

1 n=1
w(n) =< (=1 n st das Produkt von k verschiedenen Primzahlen
0 n ist nicht quadratfres

(siehe [LN94/, Seite 85, Definition 3.22).

1.2.3 Satz (Mobius-Inversionsformel):
1. Additiver Fall: Seien h und H zwei Funktionen von N in eine additiv geschriebene abelsche

Gruppe. Dann qilt fiir allen € N
H(n) =) h(d)

din
genau dann, wenn fir alle n € N
n n
hn) = S5 H () = S pld) ()
din dln
gilt.

2. Multiplikativer Fall: Seien h und H zwei Funktionen von N in eine multiplikativ geschriebene
abelsche Gruppe. Dann qilt fir allen € N

H(n) =[] )
dn
genau dann, wenn fir alle n € N
h(n) = HH(d)u(%) _ HH(g)u(d)
dn dn

gilt.
(Siehe [LN94], Seite 85, Theorem 3.24.)



1.2.4 Definition:
Das Produkt aller irreduziblen Polynome in F,[T| vom Grad k wird im Folgenden mit I(q, k;T)

bezeichnet.
Die Anzahl aller irreduziblen Polynome in F,[T| vom Grad k wird im Folgenden durch N,(k) be-
zeichnet.

1.2.5 Satz:
Das Produkt 1(q,k;T) aller normierten irreduziblen Polynome in F,[T] vom Grad k ist durch
folgende Formel gegeben:

k
I(g, k;T) = H(Tq — T)“(g) = H(qu _ T)u(d)
dlk dlk
(siehe [LN94], Seite 87, Theorem 5.29).

1.2.6 Definition:
Wir definieren das Polynom [k] in F,[T] durch die Formel:

k] :=T" - T

1.2.7 Bemerkung:
Das Produkt I(g, k;T') aller irreduziblen Polynome in F [T vom Grad k ist ein Teiler von:

K] =T" —T = I1 f
f irreduzibel, normiert

grad(f)|k
Ist p die Charakteristik von [F, so gilt fiir alle F,[T]:

(f(T))" = f(T7)

1.2.8 Satz:
Die Anzahl N,(k) aller irreduziblen Polynome in F,[T| vom Grad k ist durch folgende Formel
gegeben:

Noh) = = S (et = T3 g’

dlk dlk
(siehe [LN94], Seite 86, Theorem 3.25).

1.2.9 Definition:
Fiir alle a € F* und b € F heiffen Abbildungen der Form

affine Transformationen.

Die Gruppe der affinen Transformationen operiert auf der Menge der irreduziblen Polynome.
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1.3 Ausziige der Galoistheorie

An dieser Stelle sollen einige Erkldrungen sowie wichtige Sitze aus der Galoistheorie, aufgefiihrt
werden. Dabei wird jedoch darauf verzichtet, den Begriff galoissch zu erklaren. Da in dieser Arbeit
nur endliche Korper betrachtet werden, ist die Eigenschaft galoissch bei den betrachteten endlichen
Korpererweiterung immer gegeben. Die Leserinnen und Leser dieser Arbeit, die eine Einfiihrung in
die Galoistheorie wiinschen, konnen diese beispielsweise in (|[Bos06a], Kapitel 3 und 4) nachlesen.

1.3.1 Definition:
Unter einem Korperautomorphismus versteht man eine bijektive Abbildung o : L — L von einem

Korper auf sich selbst mit den folgenden Eigenschaften:
Fiir alle o, 8 € L gilt

ola-B)=o(a) a(B),
ola+B) =o(a) +a().

Die Kérperautomorphismen bilden eine Gruppe beziiglich Hintereinanderausfihrung.
Dabei bilden die Automorphismen, die einen Kérper K C L festlassen, eine Untergruppe. Diese
Untergruppe heifft Galoisgruppe der Korpererweiterung L|K. Sie wird bezeichnet mit Gal(L|K).

1.3.2 Satz:
Sei F, ein endlicher Kérper, ¢ = p", sowie F eine endliche Korpererweiterung vom Grad n.

Dann ist F = Fpne und Gal(F,|F) zyklisch von der Ordnung n und wird erzeugt vom Frobenius-
Automorphismus, F, — F,, a — a? (siehe [Bos06a/, Seite 37-38 und 129).

1.3.3 Satz:
Es sei L ein Kiorper und G eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(L) von L. Weiter
setze man

K=1%:={ac L;yo(a) = a fir alleoc € G}.

Dies ist der sogenannte Fixkorper unter G.
Ist G endlich, so ist auch L|K eine endliche Galois-Erweiterung vom Grad [L: K| = |G| mit
Galoisgruppe Gal(L|K) = G ([Bos06a], Seite 140, Satz 4).

Wie bereits erwdhnt, ist eine Korpererweiterung unter bestimmten Voraussetzungen, die bei uns
immer erfiillt sind, galoissch. Ist dies fiir eine Kérpererweiterung der Fall, so gilt der Hauptsatz der
Galoistheorie:

1.3.4 Satz (Hauptsatz der Galoistheorie, siche ([Bos06a], Seite 142, Theorem 6)):
Sei L|K eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(L|K). Dann sind die
Zuordnungen

{Teilkérper M, K C M C L} «— {Untergruppen H C G}
M — Gal(L|M)
LA — H

welche einer Untergruppe H C G den Fizkérper L, bzw. einem Zwischenkdrper M von LK die
Galoisgruppe Gal(L|M) der Galoiserweiterung zuordnet, bijektiv und invers zueinander.
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Die Kérpererweiterung LIM ist ebenfalls galoissch und hat die Galoisgruppe H.

Des Weiteren ist L* genau dann galoissch, wenn H ein Normalteiler in G ist, also wenn fiir alle
g € G gilt: gHg™' = H. Ist dies der Fall, so induziert die Abbildung o +— |y einen Isomorphismus
von G/u nach Gal(M|K).

1.3.5 Satz:
Sei L|K eine endliche galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(L|K).
Dann gilt [L : K] = |G|. ([Bos06a], Seite 141)

1.4 Ausziige der Verzweigungstheorie von Galoiserweiterun-
gen

An dieser Stelle sollen einige Ausziige sowie wichtige Sitze aus der Verzweigungstheorie von
Galoiserweiterungen aufgefithrt werden. Da in dieser Arbeit nur Galoiserweiterungen behandelt
werden, mochte ich auf den allgemeinen Fall nicht eingehen. Auf die Grundlagen sowie die Ein-
zelheiten der Verzweigungstheorie mochte ich auch groftenteils verzichten. Dies ist nachzulesen in
(|[Neu07], § 8 und 9).

Sei K ein rationaler Funktionenkorper iiber einem endlichen Kérper und L|K eine endliche Galoi-
serweiterung vom Grad n mit Galoisgruppe G := Gal(L|K). Es sei O der Ganzheitsring zu L und
o der zu K, sowie p ein Primideal in o. G operiert auf O. Ist 0 € G und q ein Primideal iiber p(d.h.
qNo=p),so gilt dies auch fiir o(p).

1.4.1 Satz:
Die Galoisgruppe G operiert transitiv auf der Menge der tiber p liegenden Primideale q in O, d.h.

ist q ein Primpolynom in O dber p so auch o(p) fir alle 0 € G. Diese Primideale heiffen alle
zueinander konjugiert. ([Neu07], Seite 56, Satz 9.1)

1.4.2 Satz:
Ein Primaideal p von o zerlegt sich in O in eindeutiger Weise in ein Produkt von Primidealen,
pO = (q1-...- qq)"

Die auftretenden Primideale q; sind genau diejenigen Primideale von O, die dber p liegen.
([Neu07], Seite 48)

1.4.3 Definition:
Der Ezxponent e heifst der Verzweigungsindex. Der Tréigheitsgrad f ist definiert als

f=10/qi: o/p], wobei O /q; und o/p die Restkirper der Ganzheitsringe modulo der entsprechenden
Primideale sind. ([Neu07], Seite 58)

1.4.4 Satz:
Die Restkérper O/q; sind alle isomorph zueinander. Zudem gilt die fundamentale Gleichung:

e-f-g=n.
([Neu07], Seite 58)
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Kapitel 2

Situation

Betrachtet wird der Polynomring A in der Variablen 7' iiber dem endlichen Kérper F, mit ¢ Ele-
menten. p = (f) ist das von [ erzeugte Primideal zum irreduziblen normierten Primpolynom vom
Grad grad(f) = d. Im Folgenden wird mit der Kérpererweiterung F, := A/p iiber F, gearbeitet.
Wiéhlt man ein g € F, und ein A € F}, so kann man rekursiv eine Folge go, g1, g2,... in F, wie folgt
definieren:

go =1
g1 =49
9k(9, ) = —[k — 1groAT " + gp1g” .

Dies gilt fiir alle £ > 2. Des Weiteren wird [k — 1] als Element von F, betrachtet.
Wir bezeichnen ein Paar (g, A) als supersinguldr genau dann, wenn g = 0 ist in F,,.

Das besondere Augenmerk in dieser Arbeit wird auf die beiden folgenden Fragestellungen gelegt:

e Seien g und A fest gewéhlt. Wie oft ist (g, A) supersinguldr mod p fiir alle p unterhalb einer
gewissen Schranke, d.h. fiir alle p mit grad(p) < z?

e Die Polynome p seien fest gewdhlt vom Grad d. Wie viele supersingulire Paare (g, A) gibt
es modulo p? Lésst man p alle Primideale vom Grad d durchlaufen, so stellt sich die Frage,
welchen Wert

> grad(p)=d I{(g,A) | (g,A) ist supersinguldr mod p}| hat?

Dazu wurden theoretische Uberlegungen und numerische Rechnungen mit Hilfe des Computeralge-
braprogramms Magma angestellt. Die Berechnungen wurden mit der Magma-Version 2.11 auf dem
Server Pyramis der Universitdt des Saarlandes durchgefiihrt.
In dieser Arbeit werden die einzelnen p, fiir die ein festes j supersingulér ist, als supersingulére
Stellen von j bezeichnet. Fiir ein festes p werden die einzelnen j, die in IF, supersingulér sind, als
supersinguldre j-Werte oder supersiguldre Werte bezeichnet.

13



Kapitel 3

Allgemeine Voruberlegungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Frage, ob es méglich ist, die Supersinguléritit eines
Paares (g, A) schneller als durch die Berechnung von gy, zu {iiberpriifen. Wollen wir die Supersigula-
ritéit fiir alle Paare (g, A) iiberpriifen, so miissen wir g, fiir ¢?(¢? — 1) viele Paare (g, A) berechnen.
Wie wir sehen werden, ist dies nicht notig.

Betrachten wir also im Folgenden die Rekursion in [Fy:

go =1
g1 =49
9k(9, &) == —[k — 1]gr2AT " + gr1g? . (3.1)

3.1.5 Bemerkung:

Man kann jeder Variablen eines Polynoms einen bestimmten Zahlenwert, das sogenannte Gewicht,
zuordnen. Will man aus einer Variablen mit Gewicht m eine Konstante ausklammern, so muss
man diese Konstante in die m-te Potenz erheben. Ein Polynom heifst dann isobar vom Gewicht m,
wenn jeder Summand dasselbe Gewicht m hat. Isobare Polynome stellen eine Verallgemeinerung
von homogenen Polynomen dar. Bei homogenen Polynomen vom Grad n ist 1 das Gewicht jeder
Variablen und wenn man eine Konstante aus jeder Variablen ausklammert, so wird diese in die
n-te Potenz erhoben. Will man bei einem isobaren Polynom aus jeder Variablen eine Konstante
ausklammern, so wird sie in die m-te Potenz erhoben.

3.1.6 Beispiel:
Ordnet man X das Gewicht 2 und Y das Gewicht 3 zu, so ist f(X;Y) = X%+ Y* + X3.Y? ein
isobares Polynom vom Gewicht m = 12.

fleX;cY) = (eX) 4+ (V) 4 (eX)? - (eY)? = X0 4 Y + OXP - FY? = 2 f(X)Y)

3.1.7 Satz:
Ordnet man g das Gewicht w(g) = 1 und A das Gewicht w(A) = q+ 1 zu, so ist gi isobar vom

. k_1
Gewicht qul.
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Beweis: Mittels Induktion nach k.
Induktionsanfang:

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei erfiillt fiir alle n € N mit n < k.
Induktionsschritt: (kK —1) — &

k—2 2

w(=[k = 1] gra(g. A) - AT ) = w(gr_alg, A)) +w(AT )

k—2
= %Hﬁl)-q’“
_ -1
- 5
wige-1-9% ) = wlge1) +w(g’ )
v ¢ -1 k-1
= +fq
qg—1
-1
- =

L . k_ . . . k_
Die einzelnen Summanden von ¢, haben das Gewicht qqfll, somit ist g isobar vom Gewicht qufD

3.1.8 Satz:
Es qilt die Gleichung:

qkfl

ge(c- g, ™ A) = et - gi(g, A).
Beweis: Dies folgt direkt aus der Definition von isobar. 0J
3.1.9 Bemerkung: .
Diese Identitit beweist, dass die Supersingularitéit von (g, A) nur von j := g‘z abhingt. Fiir ein

a+1

festes j gibt es insgesamt (¢% — 1) viele Paare (g, A), fiir die in F,, gilt j = N

3.1.10 Definition:
Wir definieren im Folgenden:

po=1
pr=1

e G Y

er(X) =X o1 (X) = [k — 1] - pp—2(X)

k ungerade

1
k)=12"
x(k) {O, k gerade.
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3.1.11 Satz:
Es gilt:

gk —gx(k)

91(9. A) = @p(j) - A P X B,

Beweis: Mittels Induktion nach k.
Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir £ = 0 und k& = 1 erfiillt:

q0—gx(0)
k=0": go_l_gpoAqQ—l .gX(O)

gt —gx(1)

k=1: g =@ A @1 g

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei erfiillt fiir alle n € N mit n < k.
Induktionsschritt: (kK — 1) — k

k—2 k—1
9k(9,A) = —Uf—l]gkq(g,A)Aq + gr-1(g, A)g*
k _x(k—2) k—1_ _x(k—1)
v L k—2 B ) q gX ") k—1 _
= —[k—1oa()-A AT T g g () A qz’l Lg? Y
o (k=2), k=2, 2 k—1_ x(k—1)
= - lpal) AT g ()AL g e
g —gx(*) , P G N ST
= k=) AT B g () AT A g D
k=1_gx(k—=1)  jk_gx(k) k1 _ g% —gx(K)
— Ypr—2(j) + pr-1(j) - A 1 Ao gt DI ) AT g
. YA T O Dkt ) L NP g =X (*)
( k= er-a()) + er1(j) - A -1 gty ) AT g
B k—1_,_ 1\k _gx(k)
= (= Dol + ) AT ) AT g
. k=ly(—nk _ g —gx®)
( — pr—2(j) + pr-10) - AT g 1+(_1)k) AT g
k=1, ,_1\k
. gi+! i oF_gx(k)
= Heon—a(g) + or1(5) - { 71 FAET g
) .qk 1 ( 1>k q 7q)((k:)
< — Upra(j) +pea(j) -§ o ) AT g

3.1.12 Korollar:
g st genau dann 0, wenn pi(j) = 0 oder g = 0 modulo p. Beides zusammen kann nicht vorkommen.

Ist pi(j) = 0 fiir genau | verschiedene j, so ist g, = 0 fiir genau L - (¢* — 1) Paare (g,A) € Fp, x Fy
mit g # 0.

16



Beweis: Die Behauptung das g ist genau dann 0, wenn ¢x(j) = 0 oder g = 0 modulo p, folgt
direckt aus Satz 3.1.11.

Bleibt noch zu, dass ¢x(j) # 0, wenn g = 0. Ist ¢ = 0, so ist j = ® = 0. Mittels Induktion
nach k zeigt man, dass o5 (0) bis auf Vorzeichen mit [[*=) x(k 4 ) - [i] iibereistimmt. Da keiner
der Faktoren ein irreduzibles Polynom vom Grad k enthélt, ist ¢, (0) # 0 in F,,. Dies gilt fiir alle p

vom Grad k. O

0
A
1]

Betrachten wir nun den Spezialfall g = 0.

3.1.13 Korollar:
Ist g =0, so gilt fir alle Primideale p mit grad(p) =k in Fy:

g =0, falls k ungerade

g # 0,  falls k gerade

Beweis: Fiir ungerade k folgt die Behauptung direkt aus Satz 3.1.11.
Fiir gerade k£ und g = 0 gilt:

IMES

gk = (—1)

(2

k .
[P —1]- AT
=2

Induktionsanfang: Die Behauptung ist fiir £ = 0 und £ = 1 erfiillt.

k=0: go =1

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei erfiillt fiir alle n € N mit n < k.
Induktionsschritt: (k —2) — k

k gerade:
g(0,8) = —[k—1gral(g. A)AT " + gi_1(g, A)g”
= —[k—l]gkd(g;A)AqkiQ
k—2
Yo k-1=nE [ -1 A0 A
1=2
k i i
= (DF[Ji-1-ar
=2

Da keiner dieser Faktoren kongruent zu Null ist modulo eines Primideals p fiir alle p mit
grad(p) = k, folgt gr # 0 modulo p, da F, insbesondere nullteilerfrei ist. O
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Daher ist es im Folgenden ausreichend, ¢}, anstelle von gi zu betrachten. Wollen wir die Supersin-
gularitét fiir alle Paare (g, A) iiberpriifen, so miissen wir nicht g fiir ¢?(¢¢ — 1) viele Paare (g, A)
berechnen, sondern lediglich ¢, fiir ¢* — 1 viele j.

Zunichst stellt sich die Frage nach dem Grad von .

Der folgende Satz hat fiir die theoretischen Uberlegungen keine grofie Bedeutung, ist aber fiir die
Laufzeitanalysen notwendig.

3.1.14 Satz:
Seit 7 € A vom Grad d. Dann gilt:

k=1 N i
grad(pi(j) < {Ziil x(kti)-at o fird<g

Beweis: Mittels Induktion nach k.

Induktionsanfang;:

Fiir ¢o(7) = p1(j) = 1 ist der Grad jeweils 0.

Da py(j) = —(T% = T) + j ist der grad(pa(j)) < max(d,q).
Induktionvoraussetzung: Die Behauptung sei erfiillt fiir alle n € N mit n < k
Man unterscheidet die beiden Fille ¢ > d und ¢ < d.

Induktionsschritt: (kK — 1) — k

1. Fall: ¢ > d

grad(en(i)) = grad(i=E - e () — [k — 1] 9ra(i))

qk—1+(71)k

< mazx(grad(j =T 1)), grad(—[k — 1] - p-2(5)))
v k=14 )k k22 A . ,
< maz(d - %—FZXU{?— 1+1) -q’7qk_1~|—ZX(k+i) -q")
i=1 i=1
k-1

l
(]
>0
=
+
\T/v
Q&.

2. Fall: g < d
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grad(pr(j))

IA

INZ

=k

grad(j= = - a(f) = [k — 1] - pr—2(j))

Pl .
max(grad(j T ‘sz 1(])) grad(—[k —1] -
k 1 + k—3
i—1 k—1 - i—1
maz(d - 2 q+1 +ZX —1+i)-d-¢ ' q +;x(k+z).d.q )
k—1 k—2
q + (_1) . i—1
A T -1 .d-qt
d P + ; x(k +i)-d-q
k—2 k—2
d- (=)W (=1)'g" + Y _x(k—1+1i)-d
=1 =1
k—1
Zx(k +i)-d-q!
1=1
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Kapitel 4

Wachstum der Anzahl supersingularer
Stellen fiir feste

Wie auch in den vorangegangenen Kapiteln ist p das von einem irreduziblen Polynom f erzeugte
Primideal. Von grundlegender Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit ist die Fragestellung, wie oft
(g,A) fiir fest gewdhlte g und A supersinguliar modulo p ist, wobei f alle irreduziblen Polynome
mit grad(f) < z durchlduft. Wie wir in Kapitel 2 bereits gesehen haben, konnen wir () statt
gr(g,A) betrachten. Wir definieren eine Funktion H,(z) durch

Hj(x) =

=2

7 f ist normiertes, irreduzibles Polynom, mit grad(f) < z
und j ist supersinguldr mod p '

Im Folgenden wird der Wert H;(z) fiir ein vorgegebenes j berechnet und somit fiir alle Paare (g, A),
fiir die % = j gilt. In unserem Fall durchlauft j die Polynome aus A vom Grad < 2. Wir kénnen
uns auf die j aus A beschridnken, da wir nur am asymptotischen Verhalten von H; interessiert sind.
Fiir Paare (g, A) mit g, A € A, fiir die % = 7 ist, miissen wir diejenigen p ausschliefen fiir die
A = 0 ist. Da dies jedoch nur endlich viele sind, &ndert dies das asymptotische Verhalten von H;

nicht.

4.1 Voriiberlegungen

In diesem Abschnitt werden Uberlegungen angestellt, wie H ; effektiv berechnet werden kann. Zu-
nédchst kann man feststellen, dass man das Berechnen aller irreduziblen Polynome, deren Grad
unterhalb einer gewissen Schranke liegt, geschickt umgehen kann.

Nach Satz 1.2.5 ist das Produkt (g, k;T) aller irreduziblen Polynome in F [T vom Grad k durch
folgende Formel gegeben:

k
[(Q7 k’;T) = H(qu — T)M(E) - H(qu _ T)“(d),
dlk dlk
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Unser j wurde so gewahlt, dass es in A liegt. Dann liegt auch ¢ (j) in A und wir kénnen die
folgenden Rechnungen zunichst in diesem Polynomring durchfiihren.

Da I(q,k;T) jedes irreduzible Polynom vom Grad k genau einmal als Faktor enthélt, kann man
durch Berechnung von ¢g(j) in dem Polynomring A und anschliefender Bildung des groften ge-
meinsamen Teilers von ¢y (j) und I(q, k;T) feststellen, welche verschiedenen irreduziblen Polyno-
me ¢x(j) als Faktoren enthélt. Somit kann auch berechnet werden, fiir welche p das Polynom
¢r(7) in F, supersinguldr ist. Da jedoch nur die Anzahl von Interesse ist und nicht, fiir wel-
che f vom Grad k das Paar (g, A) supersinguldr modulo p ist, sind alle bendtigten Informatio-
nen im Grad von g¢T(pk(j),I(q,k;T)) enthalten. Fiir alle x > 2 berechnet sich H;(z) durch
Hi(z) = Zf:g gmdw. Diese Summe startet mit ¢ = 2, da ¢; = 1 ist und somit keinen
Beitrag zu H; liefert.

Die Gruppe der affinen Transformationen operiert auf der Menge der irreduziblen Polynome; da-
durch ergibt sich ein Invarianzkriterium.

4.1.1 Satz:

Sei j € A sowie b € F,. Dann gilt:

J(T) ist genau dann supersinguldr modulo p(T'), wenn j(T + b) supersinguldr modulo p(T + b) ist.
Somit haben j(T) und j(T + b) gleichviele supersinguldre Stellen eines festen Grades k.

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass ¢ invariant unter Transformationen der Art 7' — T + b
ist, da sowohl die Anfangswerte g = 1 als auch [k — 1] invariant unter diesen Tranformationen
sind. Ein j(T) € A mit j # 0 wird unter der Transformation auf j(T' + b) abgebildet. Durch
Ausmultiplizieren kann j(7' + b) in ein Polynom j'(7") umgeformt werden. Ebenso kénnen wir
mit einem Primideal p(7") verfahren. Man kann p(7") auf ein p(7" + b) abbilden und in ein p’(7)
umformen. Man iiberlegt sich leicht, dass p(7T") genau dann prim ist, wenn p(7"+b) prim ist. Somit
ist 7(7') genau dann supersingulir modulo p(7), wenn j'(T") supersinguldr modulo p'(7) ist. O

Weitere Invarianzkriterien ergeben sich aus folgenden Uberlegungen:
Zuniachst nutzen wir, dass die Rekursion invariant unter Galoistransformationen ist.

4.1.2 Satz:

Ser q = p", wobei p eine Primzahl und r € N mit r > 1 ist, 7 € A und o ein Flement der
Galoisgruppe von Fy|F,. Dann gilt:

J(T) ist genau dann supersinguldr modulo p(T), wenn o(j(T)) supersinguldr modulo o(p(T)) ist.
Somit haben j(T) und o(j(T')) gleichviele supersinguldre Stellen eines festen Grades k. Dabei setzen
wir in dieser Situation die Operationen von Gal(F,|F,) auf F,[T] fort.

Bewelis:

Fy

Zunichst stellen wir fest, dass ¢, invariant unter Galoistransformationen ist. Sowohl die Anfangs-
werte o = ;1 als auch [k — 1] sind invariant unter diesen Tranformationen, da sowohl ¢y = ; als
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auch [k — 1] Polynome mit Koeffizienten in F, sind. Fiir Polynome f gilt, dass f(7") genau dann
irreduzibel ist, wenn o( f(T)) irreduzibel ist. Somit ist j(7) genau dann supersinguldr modulo p(7),
wenn o(j(7)) supersingulir modulo o(p(7)) ist. O

4.1.3 Satz:
Das Polynom (X)) € A[X| =F,[T, X]| erfillt fir 0 # c € F, die Gleichung:

or(cT;eX) = clsl. or(T; X).

Dies zeigt, dass insbesondere die olgende Identitdt gilt:
k T
er(T:e) = el2l - pu(Z:1).

Beweis: Mittels Induktion nach k

Induktionsanfang: Fiir oo = ¢; = 1 ist die Behauptung wahr.
Induktionsbehauptung: Die Behauptung sei erfiillt fiir alle n € N mit n < k.
Induktionsschritt: £k — 1 — k

Wir unterscheiden die beiden Félle £ gerade bzw. k ungerade.

1. Fall: £ ungerade

A bl

In dieser Situation ist £ — 1 gerade und ¢ ¢+ =1, sowie L%J = ng
Damit gilt:
k—1 -k
op(cT;eX) = —((D)T  —(D))pr—2(cT;eX) 4+ (cX) ot -1 (cT;eX)
B ()" = () - el n (T x) 1 LT (1 X)
k -1
= b8l (@~ 1) (T3 X) + i (T3 )
= ol x)
2. Fall: k gerade
Fle(—nk
In dieser Situation ist £ — 1 ungerade und ¢ «*I = ¢, sowie L%J = L%J — 1.
Damit gilt:
b1 qk—1+(71)k
op(cT;eX) = —((cD)T  —(cT))pp_a(cT;eX) + (cX) T - 1(cT;cX)

k-1

)
) = (eT)) - L oo X) e ol (T )
(=TT =T) - ora(T: X) + g (T X))

4.1.4 Satz:
Ist k € N, so gilt:
Fiir alle 0 # j € F, gibt es gleichviele supersingulire Stellen f vom Grad k.
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Beweis: Ist p(7T) ein Primideal in F [T, so ist p(L) ein Primideal in F,[£] und umgekehrt. p(£)
kann durch Ausmultiplizieren und Normieren mit einem Primideal p/(7") identifiziert werden. Da
¢r(c) als Element in Fy[T] mit dem Element ¢ (1) von Fy[Z] identifiziert wird, gilt dass ¢x(c)

genau dann supersingular modulo p(7") ist, wenn dies fiir (1) modulo p'(T") gilt. O

4.1.5 Satz:
Die Primideale p(T) und p(a(T + b)) haben gleichviele supersinguldire j-Werte.

Beweis: Betrachten wir zunéicht das Primideal p(7" + b). Dieses hat nach Satz 4.1.1 genauso viele
supersingulire Werte, wie p(T'). Sei j; € A ein supersinguldrer Wert von p(7'). Dann ist ¢ (T'; j1)
ein Vielfaches von p(7).

Nach Satz 4.1.3 gilt alt) (T +0b;71) = @r(a(T+0b); ajy), diese Gleichung zeigt, dass p(7'+b) und
p(a(T+D)) die gleiche Anzahl an supersinguldren Werten haben. Insgesamt zeigen diese Argumente,
das p(T'+b) und p(T") genauso wie p(7'+b) und p(a(7 +b)) gleichviele supersinguldre Werte haben.
Somit gilt dies auch fiir p(7") und p(a(T +0)). O

Ingesamt haben wir also festgestellt, dass wir die irreduziblen Polynome nicht berechnen miissen,
was nicht nur die Rechenzeit, sondern auch den Speicherplatz, den unser Programm benotigt, re-
duziert. Sonst hétten alle irreduziblen Polynome in einer Liste gespeichert und diese ins Programm
eingebunden werden miissen. Es ist jedoch nur notwendig, grad(ggT (k, I(q,k;T))) zu berechnen,
so dass man nur noch eine Zahl anstelle einer Liste von Strings mit jeweils k£ Eintrégen betrachten
muss.

Da wir drei Invarianzkriterien fiir j gefunden haben, reicht es fiir unsere Zwecke H; fiir j = 1
sowie j = a - T berechnen, wobei a € F," ist. Ist ¢ eine Primzahlpotenz mit Exponent grofer 1,
so konnen wir uns darauf beschrinken, a die Vertreter jeder Bahn der Galoisguppe durchlaufen zu
lassen. Unser j durchlduft nur dei Polynome vom Grad < 2, somit decken diese Félle alle j ab, die

nicht aufgrund der angegebenen Gruppenoperationen die gleiche Anzahl an supersinguléren Stellen
haben.

4.2 Programm

Eingabe der Parameter:
Einlesen von ¢;
Einlesen von j;

Setzen der Startwerte:

o = 1;
p1 =1
H(k) :=0;

Berechnung von H (k):

Schleife von k& = 2 bis x;
\ = (=D,
: P

e =7 01(4) — [k — 1] - o(4);
¥o ‘= P1;
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P1 = Pk

y:=Grad des groften gemeinsamen Teilers von ¢ und I(q, k;T), geteilt durch k;
H(k):=H(k—1)+y;

Gib H(k) aus;

Beende Schleife;

4.3 Laufzeitanalyse

Ich méchte nicht im Detail auf die von mir verwendeten Algorithmen eingehen. Eine ausfiirhliche
Beschreibung hierzu findet man in der jeweils angegebene Quelle.

In unseren Rechnungen gilt j ist ein Polynom vom Grad 0 oder 1. Somit hat nach Satz 3.1.14 p(j)
maximal den Grad 3" ! x(k + 1) - ¢".

Da alle Berechnungen in einem Polynomring {iber einem endlichen Korper mit weniger als zehn
Elementen stattfinden, konnen wir annehmen, dass Addition und Multiplikation von Elementen in
unserem Grundkorper F, dieselbe Rechenzeit in Anspruch nehmen. Wir zédhlen also jede Additi-
on und Multiplikation in F, als eine Operation. Hieraus konnen wir alle weiteren Berechnungen
zZusamimensetzen.

Fiir die Grundrechenarten von Polynomen gilt dann: Méchte man zwei Polynome vom Grad n und
m mit n < m addieren, so bendtigt man dazu n Operationen.

Im Zuge des Programms berechnen wir H;(k) fiir alle k£ unterhalb einer gewissen Schranke z. Um
H(k) zu berechnen miissen wir zunéchst ¢, berechnen und anschliefend den Grad des groften
gemeinsamen Teilers mit /(k, ¢;T) bestimmen. Nach einer Addition erhalten wir schlieflich H;(k).
Zunichst beschiftigen wir uns mit der Laufzeitanalyse zur Berechnung von ¢y:

=k

(i) =7 T 1) — [k —1] - pr—2(4)

U Dl

g et wiirde man normalerweise mittels Repeated Squaring berechnen. Im schlechtesten Fall
miisste man ay, := LZOQQ(W)J Quadraturen berechnen. Da jedoch in diesem Fall j = a-T
ist, kann man den Wert von jq a+1 sofort angeben. Es gilt ndhmlich: Ist £ — 1 gerade, so ist
F=1p(—1)k ‘ .qk—1+(7l>k k=1 (—1)k ) aF=l(—1)k .

a ot =Tlundsomitj <« =T T  Ist k—1 ungeradesoista ¢ = g und somit
R e Yl A e VA i i e e Ol .
VG =a-T ot . Dies zeigt, dass man die Berechnung von j — a+! vernachldssigen
kann.

Die Multiplikation von [k — 1] mit ¢y _5(j) bendtigt weniger Operationen als die iiblichen Mul-
tiplikationen, da [k — 1] nur aus zwei Summanden besteht. Es werden 2 - S5 2 y(k + ) - ¢ + 1

Operationen benotigt.
i k=2 N g D" : S Pl bl
Hinzu kommen noch 3 ;7 x(k+1)-¢'+*—_——+1 Operationen fiir die Berechung von j= ¢+
k=1, 1)k

vr—1(j) sowie Zf;ll x(k+1)-¢* Operationen fiir die Subtraktion i orp_1(7) = [k—1]-pr_2(j)-
Zur Berechnung von () benétigt man also insgesamt, wenn @1 und ¢;_o bereits berechnet
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sind,

k—1 k-1 k—1 k k—1 ko k-l
o o T (D) ¢+ (=1) N
2. k .t 1 k .t z N 7 1 z N 7 k .t
;lx( +1)- ¢ + +Z§1X( +1) ¢ + | +1+ ) +i§lx( +1)-q

Rechenoperationen.

Kommen wir nun zur Berechnung des gréfsten gemeinsamen Teilers. Eine untere Schranke fiir die-
se Berechung ist durch den Theoretischen Knut-Schénhage Algorithmus gegeben. Man kann den
groften gemeinsamen Teiler also im allgemeinen Fall nicht schneller als mit O(n - log(n)) Ope-
rationen berechnen(siche [BCS97| Seite 61-74). Der von Magma benutzte Algorithmus bendtigt
O(n-log(n)-log(log(n))) Operationen. Der verwendete Algorithmus ist der sogenannte ,half-GCD“
Algorithmus (vgl. [AHUT75] Seite 303-310). Dieser benotigt eine Laufzeit, die mit O(M(n)) an-
wéchst. Hierbei ist M (n) die Komplexitét der Polynommultiplikation. Magma benutzt die schnelle
Fouriertransformation (fast fourier transformation, FFT) zur Multiplikation zweier Polynome (sie-
he [BCS97| Seite 32-34). Dieser hat eine Komplexitat von M(n) =n - log(nz -log(log(n)).

Diese Uberlegungen zeigen, dass dieses Programm im Mittel > ;_,(2 - Zi;l x(k+1i)-¢+1+

_ . i k=1 (_1\k k=14 (_1\k _ . i
St x(k i) g+ 1 S S (R +d) - g' + O(qF - log (") - Llog(log(q"))))
Operationen bendtigt. Folglich wichst die Laufzeit mit O(¢” - log(¢”) - log(log(g®))) an. Stoppt man
die Laufzeit des Programm lauft, so stellt man fest, dass es fiir kleine k nur wenige Sekunden zur
Berechnung von H (k) bendétigt, wihrend fiir grofe k die Berechnung eines Funktionswertes von

H (k) bis zu 20 Minuten dauern kann. Ein k heift in diesem Fall grof, wenn ¢* ~ 1.000.000.

4.4 Ergebnisse und Hypothesen

In diesem Abschnitt méchte ich meine berechneten Ergebnisse in Form von Graphen darstellen.
Dazu wird H;(x) in Abhéngigkeit von z := grad(f) aufgetragen. Die Werte werden mit einer Best-
kurve angendhert. Diese ist in den Graphen rot eingezeichnet. In den Késtchen im oberen linken
Rand steht fiir jeden Graphen die Formel der Bestkurve und die Werte der einzelnen Pararmeter
Ay, t1 und yo mit den zugehorige Standardabweichung. Die Bestkurve ist in unserem Fall immer
von der Form A; -e(i1) +y,. Diese Graphen wurden mit der Software OrignPro 7.5 erstellt, die Best-
kurven sowie die Extrapolationen am Ende des Kapitels wurden ebenfalls mit diesem Programm
berechnet.

Hypothesen:

4.4.1 Bemerkung:
Magma bezeichnet fiir nicht prime ¢ den Erzeuger der zyklischen Gruppe F; mit F.1. Diese Be-
zeichnung mochte ich im Folgenden auch verwenden.

Sei j ein konstantes Polynom und F, ein endlicher Kérper mit der Charakteristik 2.
Nach unseren Berechnungen gibt es supersinguldre Paare (j, f) nur, wenn grad(f) gerade ist. Zu
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geraden £ gibt es immer [F;, vom Grad £, fiir die j supersingulér ist. Man kann jedoch kein spezielles
Muster erkennen, wie viele supersingulére Stellen bei jedem Zweierschritt hinzukommen.

4.4.2 Vermutung:
Ist j ein konstantes Polynom und I, ein endlicher Korper mit der Charakteristik 2, dann gibt es
supersinguldre Paare (3, f) genau dann, wenn grad(f) gerade ist.

Tragt man H; in Abhéngigkeit von x := grad(f) auf, so stellt man fest, dass man H; relativ gut
durch eine Exponentialfunktion der Form A; - e(#1) 4 y, annihern kann, wie die Abbildungen 4.1
bis 4.3 zeigen.

500

y = Al*exp(x/t1) + yO
yo 11.30191 £7.1278 n
400 Al 0.00665 +0.00907
t1 1.82697 £0.23102 |
{
/
300 /
8 200
I 7] /
L
100 H _—
.
g BB
04 E s s mEwEEE
T T T T T T T T T T 1

Abbildung 4.1: ¢ =2, j =1
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1 y = Al*exp(x/t1) + yO
60
4 yo -6.36757 +13.14231
A1 2.77522 +4.82778
50 t 2,78904 £1.4024
40
8 30
I ]
20 p
[ 5 "
10 4 B
i = =
o = o=
T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Abbildung 4.2: ¢ =4, 7 =1
1 y = Al"exp(xitl) + yO
120
[ ] /'m
T yo -31.97489 +80.2543
100 4 A1 13.45357 +40.92169
t1 2.82999 +3.00942
80
8 60
I ]
40
20 4 m .
o [ ] ) _—m
T T T T T T T T T T 1
2 3 4 5 6 7
X

Abbildung 4.3: ¢ =8, 7 =1
Trigt man jedoch nur die geraden Funktionswerte auf, so wird die Approximation viel besser. Dies
belegen die Graphen 4.4 bis 4.6.

4.4.3 Vermutung:
Ist j ein konstantes Polynom und IF, ein endlicher Kdrper mit der Charakteristik 2, so wdichst die
Funktion H; exponentiell, wenn man nur die geraden Funktionswerte betrachtet.
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500

y = Al*exp(x/t1) + yO
yo  7.18036 +4.86883 n
400 A1 005874 +0.03634 /
t1 2.26198 +0.15446 /
300 /
£ 200+
/-
100 ~ n
L
e
04 s = BB
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
X
Abbildung 4.4: ¢ =2, j =1
1 y = Al*exp(x/t1) + yO
60 -
[ ]
R % 0.4446 £0.24598 /
A1 05063 £0.03743 /
50 t1 1.69019 +0.02535 /
40 /
8 30
I 4
20
o
10
J m
0 -
T T T T T T T T T T T T T T ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abbildung 4.5: ¢ =4, 7 =1
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1 y = Al*exp(x/t1) + yO
120 4

%] 08 -
A1 0.53333 -
1.11622

100 - t1

80

60

H()

40 -

20 o

Abbildung 4.6: ¢ =8, 7 =1

Sei j konstant und F, ein endlicher Korper mit der Charakteristik > 2. Wie die Graphen 4.7
bis 4.9 zeigen, kommen im Fall Charakteristik 3 erst ab x = 3 supersingulére Stellen hinzu. Bei
Charakteristik 5 sind die ersten supersinguldren Stellen bei x = 5 und bei Charakteristik 7 bei
x = 7. Fiir den Fall ¢ = 3 gibt es einen erneuten Sprung bei x = 9. Es lésst sich vermuten, dass
in Korpern mit Charakteristik # 2 nur bei Vielfachen der Charakteristik supersingulére Stellen
hinzukommen. Wahrscheinlich sogar nur bei Potenzen der Charakteristik. Leider konnten keine
Berechnungen durchgefiihrt werden, die diese Aussage unterstiitzen, da dies die Rechenkapazitit
von Magma iibersteigt.

4.4.4 Vermutung:
Ist j ein konstantes Polynom und F, ein endlicher Korper mit der Charakteristik > 2, so kommen
nur supersinguldre Stelle hinzu, wenn x ein Vielfaches der Charakteristik ist.
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Abbildung 4.9: ¢=7,7=1

4.4.5 Vermutung:
Allgemein kann man feststellen, dass fiir konstante j gilt:
vr(j) # 0 modulo p fir alle p, wenn k < char(F,) — 1.

Trégt man fiir nicht konstantes j und feste ¢ die Werte von H fiir alle j = a -7 mit a € F,*
in einem Koordinatensystem auf, so stellt man fest, dass H fiir manche j schneller wachst als fiir
andere. Man kann vermuten, dass es sich hierbei nicht nur um eine statistische Abweichung handelt,
sondern dass sich dieser Trend auch fiir z — oo fortsetzt. Fiir welche a unser H schneller wichst
kann man jedoch nicht so leicht vermuten. Was man vermuten kann ist, dass j = a - T fiir a = 1
tendenziell zu der schneller wachsenden Gruppe gehort.

4.4.6 Vermutung:
Ist j =a-T, so wichst H; fiir manche a € F, schneller als fir andere.
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Abbildung 4.10: ¢ = 3

Abbildung 4.11: ¢ =5

32



600 —
500 —
400 —
8 300—.
200

100

Abbildung 4.12: ¢ =7

Tragt man wie eben alle Werte in denselben Graphen ein, so kann man ein obere und untere
Schranke ermitteln. Diese erhilt man, indem man in jedem Wert x das Minimum und das Maximum
bildet. Diese Minimums- bzw. Maximumsfunktionen lassen sich gut durch eine Exponentialfunktion
approximieren, wie die Graphen 4.13 bis 4.22 zeigen.

4.4.7 Vermutung:
Die Funktion H; verlduft fir alle nicht konstanten j zwischen zwei Exponentialfunktionen.

33



H()

H()

300

y = Al*exp(x/t1) + yO

250 Yo -7.03042 +8.01052
A1 1.55108 +0.94958 /
] t1 269751 40.3185
m
200
150 - y
100
.
50 4
[ ]
i - —
04 m_ m m =%
T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14
X
Abbildung 4.13: ¢ = 3, Minimum
500 ~ y = Al*exp(x/tl) + yO
| .
400 | % -4.18837 +2.70422 /
A1 1.13447 +0.18522 /f’
i t1 2.34788 +0.06469 /
300 4 o
200 -
]
<4 //
-
100 P
'
4 B o
.
o4 = m = = =—*H
T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14
X

Abbildung 4.14: ¢ = 3, Maximum
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Abbildung 4.15: ¢ = 4, Minimum
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Abbildung 4.16: ¢ = 4, Maximum
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Abbildung 4.18: ¢ = 5, Maximum
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Abbildung 4.19: ¢ = 7, Minimum
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Abbildung 4.20: ¢ = 7, Maximum
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Abbildung 4.22: ¢ = 8, Maximum

Ist weiterhin j nicht konstant, so kann man H(z) gut durch eine Exponentialfunktion der Form
Ay - el 4 9 annihern, wie die Graphen 4.23 bis 4.40 zeigen.

4.4.8 Vermutung:
Fiir nicht konstantes j wdichst H; exponentiell. Es gilt: t1 ist unabhdngig von j.

Man kann vermuten, dass t; nur von ¢ abhdngt und y, fiir grofe x keine Rolle mehr spielt. Je
grofer g wird, desto schneller wichst H;, somit ist ¢; streng monoton fallend mit ¢. Die genaue
Abbhéngigkeit wird spater ndher untersucht.
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Abbildung 4.24: ¢
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Abbildung 4.26: ¢q =4, j =T

40



100

H()

H(x)

y = Al*exp(x/t1) + y0
[ ]
%) 2.30992 +1.71135 f
80 - A1 0.00208 +0.00256 |
t1 0.84577 +0.09784
60 - /
/
//‘
40
20 A /
| I
. P
s =
0 ] L L]
L I R D I R R L R L R L | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
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Abbildung 4.28: g =5, 7 =T

41



H()

H(x)

100

80 A

60

40 -

20 A

y = Al*exp(x/t1) + yO

100

80

60

40 -

20

yo -1.44454 +1.08945
A1 0.12493 +0.04298
t1 1.3645 +0.0708
o
| I ey b
T T T T T T T
2 3 4 5

Abbildung 4.29: ¢ =5, 7 =2
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Abbildung 4.30: ¢ =5, 7 =3-T
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Abbildung 4.32: ¢q =7, 7 =T
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Abbildung 4.34: ¢q=7,7=3-T
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Abbildung 4.36: ¢ =7, 5=5-T
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Abbildung 4.38: ¢ =8, j =T
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Abbildung 4.39: ¢ =8, j = F.12-T

4.4.9 Vermutung:

Die Funktion H; ist von der Form A - e(%), wober t1 = m fiir eine Konstante c ist.

Wie diese Tabelle zeigt, ist der Mittelwert iiber alle ¢; fiir ein festes ¢ ungefdhr ¢; =

Abbildung 4.40: ¢ =8, j = F.13.T

C

In(q)’

wobel

¢ € [1;2,771]. Bei der Mittelwertbildung wurden diejenigen ¢, die wegen der Galoisinvarianz 4.1.2
mehrfach vorkommen, einfach gezéhlt.
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q ‘ Mittelwert von t; fiir festes ¢ ‘ t; als Funktion von ¢
1,699

2 2,45133 @

3 2,522225 m

4 0,72 In(d)

5 1,3375725 5

7 0, 746825 e
1,789

8 0, 8605 n(®)

Es ldsst sich vermuten, dass t; nur von In(q) abhéngt, wenn man H (z) fiir z — oo betrachtet.
Man kann nun noch H; anhand der berechneten Daten extrapolieren, um einen Einblick zu erhalten
wie H; fiir x — oo weiterverlauft, wenn man annimmt, dass die Funktion sich weiterhin wie
auf dem berechneten Intervall verhélt. Fiir ¢ = 2 und j = 1 ergibt die Extrapolation H(z) =
0,02196 - 249282,

1000 ,
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600 - /
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0 10 20 30

Abbildung 4.41: g =25 =1

Die Extrapolation berechneten Werte fiir alle betrachteten j kann man folgender Tabelle entneh-
men:
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q J Ay ‘ 131
2| T 0,436 | 3,134
3] T 0,554 | 2,074
3] 2T 0,488 | 2,174
4] T 0,732 | 2,332
4] F1-T [ 0,0746 | 2,331
4| F1°-T [ 0,0037 | 2.0688
5] T 0,3002 [ 1,52
5] 2T | 0,059 | 2,069
5] 3T [ 0,5447 | 1,7098
5] 4T 0.886 | 1,94943
T 0,0038 | 0,713
7| 2 [0,0535 | 1,007
E 0,371 | 1,261
7| 4T 0,211 | 1,1883
7| 5T [0,48665 | 1,324
7] 6T ]0,1321 | 0.992
8] T 0,314 | 0,768
8| F1-T | 0,0037 | 0,6744
8| F1°-T| 0,45 | 1,2133

Man stellt fest, dass die Werte fiir ¢; fiir ein festes ¢, im Vergleich zu den Werten von A;, relativ
dicht zusammenliegen. Die berechneten Werte von t; weichen stark von

ab. Um die Abhéngig-

keit von ¢; von ¢ zu bestimmen, miissten also weitere Untersuchungen fiir gréfere x durchgefiihrt
werden. Grofkere Werte fiir « wiirden jedoch die Rechenleistung der von mir verwendeten Magma-
Version iibersteigen.

In diesem Kapitel haben wir also gesehen, dass sich H; fiir nicht konstante j vermutlich asympto-
tisch wie eine Exponentialfunktion verhélt. Des Weiteren wachst H; fiir manche j schneller als fiir
andere. Bei der genauen Bestimmung von der Koeffizienten A; und ¢; besteht noch Forschungsbe-
darf.
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Kapitel 5

Supersingulare Stellen Irreduzibler
Polynome

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den folgenden Fragestellungen:

o Welchen Wert hat >, 4 —ql{(9:2) | (g, A) ist supersinguldr mod p}|?

e Sei p fest gewihlt vom Grad d. Wie viele supersingulére Paare (g, A) gibt es mod p?

5.1 Voriiberlegungen

Die Berechnungen mit Magma haben ergeben, dass relativ viele irreduzible Polynome gleichviele
supersingulire j-Werte haben. Um dies etwas besser zu verstehen, zunfchst ein paar Voriiberle-
gungen.

5.1.1 Satz:
Die Gruppe G operiert auf der Menge X, es sei x € X. Dann gilt:

|G| = 04| - |G|, wobei |O,| die Bahn von x unter G ist und G, die Untergruppe von G, die x
invariant lisst (siehe [SPO7], Seite 121, Satz 6.5).

Die Gruppe der affinen Transformationen operiert auf der Menge der Primideale. Insbesondere
operieren somit auch ihre Untergruppen auf dieser Menge. Die Fixkorper dieser Untergruppen sind
fiir das weitere Vorgehen von grofem Interesse. Haben wir diese bestimmt, so kénnen wir die Lénge
der einzelnen Bahnen bestimmen und angeben, welche Polynome diese Lange haben. Gibt man sich
etwas mehr Miihe, so kann man sogar die Anzahl der Bahnen einer bestimmten Lange angeben.

5.1.2 Satz:

Sei q =p™ und r € N ein Teiler von m, sowie n ein Teiler von (¢ — 1).

Betrachtet man den Polynomring F [T, so gilt:

Der Fizring der Untergruppe G- 1= {f ist affine Transformation | f(T) =T +0b, b € F, mit b = b}
der affinen Gruppe ist F,[T?" — T).

Der Fizring der Untergruppe Gy, := {f ist affine Transformation | f(T) =a-T, a € F, mit a" = 1}
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der affinen Gruppe ist F,[T"].

Der Fixring der Untergruppe

Gpr 1= {f ist affine Transformation | f(T)=a-T +b, a,b € F, mit " =b, a” = a und a™ = 1}
der affinen Gruppe ist F [(T?" —T)"].

Beweis:

]Fq (Tpr - T)

Offensichtlich bleiben die Elemente von F,[T?" — T unter den Transformationen von G, fix. Somit
ist der Fixkorper F,(T)%" eine Kérpererweiterung des zu F [T?" — T gehdrigen Quotientenkdrpers
F,(T?" —T). Der Korper F,(T) hat als Korpererweiterung von F,(T?" — T) den Grad p” und als
Korpererweiterung von F,(T)%" nach Satz 1.3.3 Grad |(G,-)| = p". Somit hat F,(T') als Korperer-
weiterung beider Koérper denselben Grad, deshalb stimmen diese iiberein. Da die Quotientenkorper
iibereinstimmen, muss dies auch fiir die Ganzheitsringe gelten und es folgt, dass F [T?" — T der
Fixring der Gruppe G ist, wie folgendes Argument zeigt:

F, (7] L:=F,(T)

F,[T7" —T] K :=F, (T —T)

F,[T)] ist ganz iiber F,[T?" — T], da das Minimalpolynom von T Koeffizienten in F,[T?" — T] hat.
Also ist F [T]% = F,(T?" — T) NF,[T] ganz iiber F,[T?" — T]. Da F,[T*" — T| ganz abgeschlossen
ist, ist F,[T” — T) = F,[T]. O

Man {iiberlegt sich leicht, dass die im Satz behandelten Gruppen die einzigen Untergruppen der
affinen Gruppe sind. Dann zeigt Satz 5.1.1, dass die Bahnen unter den affinen Transformationen
der irreduziblen Polynome, die in keinem dieser Fixkérper vorkommen, die volle Linge ¢ - (¢ — 1)
haben, wihrend die Polynome, die in einem dieser Fixkorper liegen, eine kiirzere Lange besitzen.
Elemente des Rings F,[(T?" — T)"] haben die Bahnlinge %;.1), Elemente des Rings F,[T"], die
nicht in F,[(T?" — T)"] enthalten sind, haben Bahnliinge @ und Elemente, die in F [T?" — T]
aber nicht in F,[(T?" —T)"] enthalten sind, haben die Linge %. Die meisten Elemente von F, [T
haben jedoch volle Bahnlénge. Ist der Grad s der irreduziblen Polynome kein Teiler von ¢- (¢ — 1),
so haben alle irreduziblen Polynome volle Liange, da sie sich weder als Polynome in der Variablen
T™ noch in TP — T schreiben lassen. Ist ¢ - (¢ — 1) nur durch ein n oder p” teilbar, so muss man
nur einen Fall betrachten.

Nun bleibt noch die Frage zu beantworten, wie viele Bahnen einer bestimmten Lange es gibt. Wie
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wir gerade gesehen haben, ist dies gleichbedeutend mit der Fragestellung, wie viele irreduziblen
Polynome f(T') vom Grad s es gibt, die sich als ein Primideal h(T?" —T'), bzw. h(T™) oder h((T?" —
T)™) schreiben lassen.

Da die irreduziblen Polynome von F,[T] die Primideale von F,[T] erzeugen, kann man diese Frage
auch anders formulieren. Wie viele Primideale vom Grad s in F [T?" —T| bzw. F,[T"] bzw. F,[(T?" —
T)"] sind in F,[T] prim?

Sei im Folgenden s der Grad des irreduziblen Polynoms f(7).

Situation 1

Wir haben also folgende Situation: Wir betrachten die Kérpererweiterung L | K vom Grad n mit
den zugehorigen Ganzheitsringen, wobei Y := T".

Da Y fiir Y = 0 oder oo verzweigt ist, sei unser Primideal p = (f(Y)) aus F,[Y] von der Form
p # 0,00 und vom Grad d := £

5.1.3 Heuristik:

viele Primideale von Grad d, die nicht zerfallen.

Begriindung: In L lisst sich p als p = H1<Z_<g g; schreiben. Dabei sind die auftretenden Primideale
qi genau diejenigen Primideale von F,[T, die iiber p liegen, vgl. Satz 1.4.2. K, sei im Folgenden
F,(Y)/p, y ist die Restklasse von Y in K, und K, die Kérpererweiterung zu K,, die durch ziehen
der n-ten Wurzel aus 0 # y € K, entsteht. Es gilt die Gleichung n = e- f-g = f- g mit den
Bezeichnungen aus Satz 1.4.4.

Wie wir in Satz 1.4.4 gesehen haben, sind die Restklassenkorper der g; iiber dem Restklassenkorper
von p alle isomorph. Deshalb reicht es einen dieser Kérper q; = q zu betrachten. Der Korper K,
stellt den Restkorper K, = F,[Y]/p dar und K, ist die Kérpererweiterung, die durch ziehen der
n-ten Wurzel aus 0 # y € K, hervorgeht. Da f der Grad der Kérpererweiterung Kp((/@)\Kp ist
(vgl. 1.4.3), hingt f nur von der Ordnung von y in (K,)* ab. (K,)* ist zyklisch vom Grad ¢ — 1.

Sei m,, die Ordnung von y. Dann ist [ := q —L der grokte Teiler der Ordnung ¢% — 1, so dass y eine

[-te Potenz in K, ist. Ist [ = 1 oder allgemem ggt(l,n) = 1, so ist y keine n’-te Potenz fiir ein n’
mit 1 < n'|n. In dlesem Fall ist f = n. Allgemein ist f = ( . Es bleibt also noch die Frage, fiir
wie viele p die Restklasse y keine n’-te Potenz ist. Die Oldnung von y ist gleich der Ordnung von
unseres Polynoms f(Y) (vgl. [LN94| Seite 82, Lemma 3.17). Es gibt fiir jedes n’ genau %"/) viele
irreduzible Polynome des Grades d mit Ordnung n’ (vgl. [LN94]| Seite 78, Theorem 3.5 ). Somit
gibt es insgesamt >_ . “0( ) viele normierte irreduzible Polynome aus F Y], die in F [T] zerfallen.
Folglich gibt es N,(d) — Zn,‘n £) viele Primideale, die nicht zerfallen, wobei N,(d) die Anzahl der

d
normierten irreduziblen Polynome vom Grad d iiber F, ist. 0
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Es gibt also
s p(n)
Ny(=) =) =5~
n'ln M
7-(q=1)

n
beachten, dass jeweils ‘qG;1| = % viele dieser Polynome in einer Bahn liegen.
n

viele irreduzible Polynome vom Grad s, deren Bahnen die Lénge haben. Hierbei ist noch zu

Situation 2

Da wir abgesehen von 4, nur den Fall betrachten, dass ¢ eine Primzahl ist, reicht es, uns in dieser
Situation auf den Fall » = 1 zu beschrinken. In den berechneten Beispielen kann die Situation
r > 1 nur bei Polynomen iiber F; vom Grad vier auftreten, diesen Fall kann man aber sehr schnell
von Hand berechnen.

Sei p die Charakteristik von IF,. Betrachten wir nun die Kérpererweiterung L | K vom Grad p mit
den zugehorigen Ganzheitsringen, wobei Y :=T?7 — T

Die Galoisgruppe dieser Kérpererweiterung ist isomorph zu (F,,+). Es gilt: Y ist genau dann
verzweigt, wenn Y = oco. Fiir alle anderen Fille gilt Y = TP —T = HGG]FP(T— a). Fiir ein Primideal
p = (f(Y)) vom Grad d := > gibt es zwei Moglichkeit: Es kann in der Kérpererweiterung tréige
bleiben, d.h. f = p, oder in p verschiedene Primideale zerfallen, d.h. ¢ = p. Dies sind die einzigen
Félle, die vorkommen koénnen, da p(Y') invariant unter Transformationen der Form 7' — T + a mit
a € F,. Ist q(T") ein Primideal iiber p(Y'), so gilt dies auch fiir q(7" + a) fiir alle a € F,, ist. Somit
gibt es entweder nur ein Primpolynom q(Y) iiber p(Y), das invariant unter Galoistransformationen
ist, oder p =[] ,cp, a(T + a).

Des Weiteren betrachten wir die Abbildung

a: K, — K,
T — TP _T.

Dann kénnen wir folgende Aussage treffen:

5.1.4 Satz: )
In der eben beschriebenen Situation gelten die folgenden Aquivalenzen:

p zerfillt in F(T) <= y:= (Y mod p) liegt im Bild von o
— Tlrﬁl?ip (y) = 07 dh f(Y) - Yd + aq—o * Yd_2 + ...+ Qo
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Beweis: Es ist zu zeigen: p zerféllt in F,(7) <= y := (Y mod p) liegt im Bild von «

Liegt y im Bild von «, so lésst sich y als 2” — 2 schreiben fiir ein 2 € K, d.h die zugehorige Restkor-
pererweiterung K, hat Grad 1. Somit ist auch f = 1 und deshalb zerféllt p. Gilt umgekehrt: y liegt
nicht im Bild von ¢, so lasst sich y fiir kein z € K, als 2 — 2z schreiben. Die Restkorpererweiterung
K4 hat also Grad p. Somit ist auch f = p und p zerfillt nicht.

Bleibt noch zu zeigen:

(Y mod p) liegt im Bild von o <= TTE{? (y) =0,dh. f(Y)=Y%4as 5 Y42 4a, 3 Y93+, . 4ag
Liegt y im Bild von «, d.h. es gibt ein 8 € K, so dass y = ¥ — 3, dann gilt 51,”1 — =0 und es
folgt

Tref(y) = Trg (37— B)
= (B = B)+ (8" = B + ..+ (B — B
(87— B) + (87" — B7) + ... + (87" — g
= -5
= 0.

d—1

1

)

Seiy € K, mit Tréi” (y) = 0 und [ eine Wurzel des Polynoms 79 —T —y in einer Kérpererweiterung
von K, dann ist ¥ — 3 =y und

0 = Tréi"(y)
= y+yp+...+ypd_
= (8" = B)+ (8" = B + o+ (8 = B
(8” = B) + (87 = B7) o4 (87" = "

d

= # -8,

1
d—1

1

)

Dies zeigt, dass (3 schon in K, liegt. 0
Stellt sich nun noch die Frage, wie viele irreduzible Polynome vom Grad d mit verschwindender
Spur existieren. Bei der folgenden Beweisfithrung habe ich mich an [MG90] orientiert.

5.1.5 Definition:
1. Fir o € F, definieren wir die Spurpolynome durch

J, d=0

T,4(X,5) = i
alX;9) %+ZEXﬂd>O

2. F,a(X,0) sei das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome vom Grad d iber F,, deren
zweithdchter Koeffizient § ist.
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5.1.6 Lemma:
Ist g =p™ und 6 € F,, qult

Tya(X,0) = H Foa (X, 7)
di|d

veF = d(mod p)

qad'

5.1.7 Bemerkung:

Diese Produktdarstellung von T, 4(X,0) zeigt, dass jeder Primfaktor von Tj 4(X,d) nur mit der
Vielfachheit 1 vorkommt, die Polynome £y 4, jedes irreduzible Polynom mit Spur dy genau einmal
als Faktor enthalten und sie fiir Verschleden dy unterschiedliche Faktoren enthalten.

Beweis: Zunéchst gilt, dass die Ableitung von T}, 4(X, ) die Konstante 1 ist. Deshalb hat es keine
mehrfachen Faktoren. Daher geniigt es, die Primfaktoren beider Seite zu vergleichen.

» D" Ist f(X) ein irreduzibles Polynom der Form f(X) = X% +~.X4~1 4+ + und « eine Nullstelle
von f in F q,, dann folgt mit der Transitivitat der Spur:

F Fa F Fa  d d
Tre () = Trg!" (TT’FZ;( a)) = Trg" (7@ =g (=) = ~d(modp)
Deshalb ist f ein Teiler von T} 4(X, 9).
»,C* Ist g(X) irreduzibel vom Grad d; und ¢(X)|T,4(X,6), dann ist d; ein Teiler von d, da
F
(Tha(X,0))? — T, 4(X,6) = — X. Fiir eine Wurzel o von ¢ definiert man v := —TTFZdl ().
Dann ist ddl -y = d(mod p) und somit ist g(X) ein Faktor von F, 4, (X, 7). O
5.1.8 Satz:
Ist ptd, so gill
F,q(X,0) = H(Tq%(x, 0))H),

di|d

Ist 0 # 0 so gilt

Fra(X.6) = ][ (T, £ (X.d" (modp) - 5)y"™.
dl‘d/\p’i’dl !

Ist pld so gilt

_d
qu(X, 0) = H (T di(X 0)/(qu'11 _ X)),M(dl)'
d1|dAptdy

[l

Beweis: Die erste beiden Gleichungen folgen aus dem eben bewiesenen Lemma und der
Mobiusinversion. Die dritte Gleichung egibt sich aus dem eben bewiesenen Lemma und der Tatsache
das

Fa(X,0) = I(q,k;X)/ (HquX6>
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= H(qu _X)H(d)/ H (T i(X d- (modp) . 5))y(d1)
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5.1.9 Satz:
Die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad d mit Spur 0 ist:

firptd:
1 d _q )
Ny(d,0) = LSy,
dad
fiir pld:

1 d_q _d_
N,(d,0) = - - E a1 gy \uldy),
q( 9 ) d . |d/\ y (q 1 q 1)

Es gibt also N, (d,0) = Ny(2,0) viele irreduzible Polynome mit Bahnlénge @.

Hierbei ist noch zu beachten, dass jeweils p — 1 viele dieser Polynome in einer Bahn liegen, ndmlich
diejenigen normierten irreduziblen Polynome f, die durch die Trabsformationen 7" — a7 ineinander
tiberfiihrt werden, wobei a € F), .

Situation 3

Es bleibt noch die letzte Fragestellung, wie viele irreduzible Polynome aus F,[(TP — T')"] in F [T
irreduzibel sind. Diesen Fall kénnen wir aber wie folgt durch die beiden eben betrachteten Fille
behandeln, indem wir sie nacheinander anwenden:

Fq[T] L:=F,(T)
[T M =T, (1)
RATP-T)] K= F((T7—T)")

Bei dem Schritt von K nach M bleiben N,(=,0) viele Primideale prim, bei dem Schritt von M

pn’
Ng(==) .. . . . .
o ~-te Primideal prim. Da die Grade der Kérpererweiterungen
N, (-S)— LP(’?)
Q(pn) Zn/|n an

nach L bleibt etwa jedes

N (%)_Zn/ n Lp(in/)
multiplikativ sind, gibt es ungefihr Nq(pin, 0)- T Nq(il) 2" viele solcher Polynome. Diese haben
pn
Bahnlinge (q;%. Hierbei ist noch zu beachten, dass jeweils % = (q;—l) viele dieser Polynome in

einer Bahn liegen.

Eine weitere Gruppe, die auf der Menge der irreduziblen Polynome operiert, ist die Galoisgruppe.
Dies fiihrt uns zu folgender Situation:

Situation 4

Sei ¢ := p™, wobei p eine Primzahl und » € N mit m > 1 ist, j € A und o ein Element der
Galoisgruppe von F|F,. Es gilt:
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Ein irreduzibles Polynom ist genau dann invariant o, wenn alle Koeffizienten invariant unter o sind.
Insbesondere gilt:

Hat ein irreduzibles Polynom nur Koeffizienten in [, so ist es invariant unter der Galoisgruppe.
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es zu jeder Untergruppe der Galoisgruppe einen ent-
sprechenden Korper K, so dass F,|K galoissch ist. Dies zeigt, dass ein irreduzibles Polynom genau
dann invariant unter einer Untergruppe der Galoisgruppe ist, wenn es nur Koeffizienten aus einem
Zwischenkorper K besitzt fiir den gilt F, C K C F,. Der Korper K ist also von der Form -,
wobei r ein Teiler von m ist. Wir haben also ein Verfahren gefunden, um die Galoisinvarianz zu
iiberpriifen. Der folgende Satz gibt an, wie viele Polynome dieser Art es gibt.

5.1.10 Satz:
FEin irreduzibles Polynom dber F,-[T] von Grad n bleibt genau dann irreduzibel iber F,m|T|, wenn
99T (n, ) = 1.

Beweis: Siehe [LN94|, Seite 99-100. O

Da wir nun Informationen iiber die einzelnen Bahnen und deren Lénge haben, hilft uns dies her-
auszufinden, welche irreduziblen Polynome automatisch nach Satz 4.1.5 und Satz 4.1.2 gleichviele
supersingulédre Stellen eines festen Grades haben. In der Statistik wiirde man sagen, die Polyno-
me in einer Bahn sind nicht unabhingig voneinander, wihrend die einzelnen Bahnen paarweise
unabhéngig sind.

5.2 Programm

Eingabe der Parameter:

Einlesen von ¢;

Einlesen von d;

Einlesen der Liste S der irreduziblen Polynome;

Schleife 1 von [ := 1 bis Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad d
Setze f gleich dem l-ten Element von S;

i:=0;

Schleife 2 iiber alle Polynome 7, deren Grad kleiner als d ist;
Setzen der Startwerte:

@o :=1;

1 =1

Berechnung von ¢,4(7):

Schleife 3 von k = 2 bis d

\ = I (=1)F

q+1 !
P = j/\ : 801(j) - [k’ - 1] - po(j) mod (f);
Yo ‘= Y15
Y1 = Pks

end Schleife 3;
wenn ¢g(7) = 0 dann setze i ;=i + 1;
end Schleife 2;
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Ausgabe von i; end Schleife 1;

5.3 Laufzeitanalyse

Ich md&chte nicht im Detail auf die von mir verwendeten Algorithmen eingehen, eine ausfiihliche
Beschreibung hierzu findet man in den angegebnen Quellen.

Zunichst muss man alle irreduziblen Polynome vom Grad d berechnen. Der Algorithmus, den Mag-
ma dazu verwendet, benétigt O(g%d?) Rechenoperationen. Der Algorithmus konstruiert zunéchst
eine Korpererweiterung vom Grad d iiber F,. Anschliefend berechnet man die Minimalpolynome
aller Elemente dieses Korpers, die verschiedene Minimalpolynome haben. Dies liefert alle irredu-
ziblen Polynome iiber F; vom Grad d. Die Theorie, die hinter diesem Algorithmus steckt, kann in
[LN94] (Kapitel 3, Seite 76-100) nachgelesen werden.

Da alle Berechnungen in einem Polynomring i{iber einem endlichen Korper mit weniger als zehn
Elementen stattfinden, konnen wir annehmen, dass Addition und Multiplikation von Elementen in
unserem Grundkorper F, dieselbe Rechenzeit in Anspruch nehmen. Wir zédhlen also jede Additi-
on und Multiplikation in F, als eine Operation. Hieraus konnen wir alle weiteren Berechnungen
zusammensetzen.

Fiir die Grundrechenarten von Polynomen gilt dann:

Da j in diesem Fall einen Grad < 8 hat, macht es kaum einen Unterschied, wenn man einen
schlechteren Algorithmus zur Polynommultiplikation verwendet. Das naive Multiplizieren von zwei
Polynomen vom Grad n und m benétigt (n + m)(n + m — 1) Rechenopereationen.

Dividiert man ein Polynom von Grad n mit Rest durch ein Polynom mit Grad m, so kann dies
mit O(M(n —m) + M(m)) vielen arithmetischen Operationen berechnet werden (sieche |[BCS97|
Seite 47). Hierbei bezeichnet M die Komplexitit der Polynommultiplikation. Magma benétigt dafiir
mittels der schneller Fouriertransformezion (der sog. FFT Methode) M (n) = n-log(n)-log(log(n))
Rechenschritte (sieche [BCS97| Seite 32-34).

Im Zuge des Programms berechnen wir ¢4(j) fiir alle irreduziblen Polynome vom Grad d in F,, und
alle j € ;. Deshalb beschéftigen wir uns zunéchst mit der Laufzeitanalyse zur Berechnung von ¢,
fiir ein festes k, wenn @;_o und _; bereits berechnet sind. Dann ergibt sich ¢ (j) wie folgt.

qk71+(_1)k

or(j) =7 1 ppa(g) — [k = 1] - pr—2(4)

Zunichst kénnen wir feststellen, dass alle Faktoren einen Grad echt kleiner als d haben, da wir
stets modulo p rechnen. Somit haben alle Produkte bevor sie erneut reduziert werden Grad kleiner
als 2d — 2.

k=1, (_pk
jq o+ berechnet man mit Repeated Squaring. Im schlechtesten Fall muss man
ay = Llogg(W)J Quadraturen mit anschlieffendem Teilen mit Rest durch p berechnen. Da

der Grad von j echt kleiner als d ist, hat j2 hochstens Grad 2d — 2. Insgesamt bendtigt man zur

(=

Berechnung von j= < etwa ag - (2(d — 1)(2(d — 1) = 1) + O(M(2d — 2 — d) + M(d))). Die
anschliefende Multiplikation mit ¢x_1(j) und Reduktion modulo p braucht (2(d — 1)(2(d — 1) —
1)+ O(M(2d — 2 — d) + M(d))
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Die Reduktion von [k — 1] modulo p kostet weitere O(M(¢*~' — d) + M(d)) Operationen und
die anschliefende Multiplikation mit @ _o(j) benodtigt (2(d — 1)(2(d — 1) — 1)) und die Reduktion
modulo p bendtigt nochmal O(M (2d — 2 — d) + M(d)).

Hinzu kommen noch d Operationen fiir die Addition der beiden Summanden. Fiir die insgesamte
Berechnung von ¢y (j) bendtigt man

ar (2(d—1)(2(d—1)—1)+O(M (2d—2—d)+M(d)))+(2(d—1)(2(d—1)—1)) + O (M (2d—2—d)+ M (d))

+O(M(¢" —d) + M(d)) + (2(d —1)(2(d — 1) = 1)) + O(M(2d — 2 — d) + M(d))

Zur Berechnung von ¢4(j) benotigt man also insgesamt

Z( {logg(qk_lquJ)J (2(d=1)(2(d—1)=1)+O(M(2d—2—d)+M(d)))+(2(d—1)(2(d—1)—1))

k=2

+O (M (2d—2—d)+M (d))+O(M (¢"* —d)+ M (d))+(2(d—1)(2(d—1)—1))+O(M (2d—2—d)+ M (d)))

Rechenoperationen.
Diese Rechnung fiihren wir fiir alle irreduziblen normierten Polynome vom Grad d durch. Da es
ungefihr % viele solcher Polynome gibt brauchen wir insgesamt

d k—1 1)k
TS toam( 50 |2l 1211400 (220 M(@)) + (2(d-1) 2d-1)-1)

+O(M (2d—2—d)+M (d))+O(M (¢"* —d)+ M (d))+(2(d—1)(2(d—1)—1))+O(M (2d—2—d)+M (d)))

Rechenoperationen.
Diese Uberlegungen zeigen, dass nur die Laufzeit des Programm, (ohne vorherige Berechnung der
Irreduziblen Polynome) im Mittel mit einer Komplexitét

O(L (M (a1 =dy M (@) = 0L (g ~d)-Log(a™ ~a)-togllogl™ ~d) +Tog(d)logrog(0))

wachst.

Stoppt man die Zeit, wihrend der das Programm lduft, so stellt man fest, dass es fiir eine kleine
Anzahl an irreduziblen Polynomen wenige Minuten zur Berechnung bendtigt, wihrend es fiir grofe
Anzahlen an irreduziblen Polynomen, d.h. gréfer als 600 mehrere Stunden zur die Berechnung aller
Werte benotigt.

5.4 Ergebnisse und Hypothesen

Fiir kleine Grade, d.h. fiir d von 1 bis 3, gibt es eine Formel fiir die Summe

Z {(g,A) | (g,A) ist supersinguldr mod p}|
p grad(p)=d
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5.4.1 Satz:
> grad(p)=a (9, D) | (9, A) ist supersinguldr mod p}| ist durch folgende Formel gegeben:
d=1: (¢ —1)q
d=2: (¢ =15
. 3_
a=3: (@ - Do+ D5

Beweisidee: Fiir d = 1 ist die Formel klar; da g; = g ist, sind die Paare (0,A) die einzigen
supersingulidre Werte fiir alle Primideale p vom Grad 1. Es gibt insgesamt q viele p.

Fiir d = 2 hat das Polynom ¢5(7T") = T — [1] genau eine Nullstelle in F,[T'] fiir alle Primideale p
vom Grad 2. Die Anzahl der supersinguldren Paare (g, A) von gy erhilt durch Multiplikation mit
(¢* — 1)(nach Korollar 3.1.12). Da es (fT_q) viele p vom Grad zwei gibt erhélt man die angegebene
Formel.

Fiir d = 3 zeigt man, dass das Polynom ¢3(7) = T7—[1]T%! — 2] genau ¢ viele Nullstellen in F,,[T]
fiir alle Primideale p vom Grad 3 hat. Die Anzahl der supersinguléren Paare (g, A) von g3 erhélt
durch Multiplikation der Anzahl der Nullstellen mit (¢* — 1)(nach Korollar 3.1.12). Fiir k£ = 3 sind
nach Satz 3.1.13 alle Paare (0, A) supersingulér fiir alle Primideale p vom Grad 3, es gibt insgesamt
q® — 1 solche Paare. Da es (qi);q) viele p vom Grad 3 gibt, erhdlt man die angegebene Formel. [

Diese Formeln kommen daher, dass jedes irreduzible Polynom von einem festen Grad d < 4 gleich-
viele supersinguldre Werte (g, A) hat. Meine Berechnungen zeigen, dass dies fiir Grade > 4 nicht
mehr gilt. Allerdings kann man versuchen, eine Naherungsformel fiir den Mittelwert der supersi-
guldren Werte j zu jedem irreduziblen Polynom von einem festen Grad d zu finden. Multipliziert
man dies mit (¢? — 1) so erhiilt man den Mittelwert der supersinguliren Werte (g, A).

5.4.2 Vermutung:
Jedes irreduzible Polynom vom Grad d gibt es im Mittel

qg’1 , falls d gerade

o
—~
)
~—

()]

qg—1
q a4
c(q)——q 2

] , falls d ungerade
q —

viele supersinguldire j-Werte. Hierbei ist c(q) ein Korrekturfaktor, der fir ¢ — oo gegen 1 lduft.

Diese Formel soll im Folgenden iiberpriift werden. Dazu setze man c(q) = 1 und vergleiche das
Ergebnis mit den berechneten Werten. Wie die folgende Tabelle zeigt, stimmen die mit der Formel
berechneten Werte bis auf Ausnahmen in den Korpern mit 2 bzw. 3 Elementen fiir d = 6,8 sehr
gut iiberein. Die mittels Magma berechneten Werte unterstiitzen also die Hypothese.
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q ‘ d ‘ Rechnerisch ermittelter Mittelwert ‘ Theoretischer Mittelwert
214 1,75 4
215 6 8
216 5 8
2|7 14 16
2|8 10, 333 16
314 3,333 4,5
315 12 13,5
316 10,103 13,5
317 39 40,5
318 30, 37 40,5
4|4 4,2 5,3
415 22,765 21,3
514 5,2 6,25
515 30 31,25
7]4] 7,143 | 8,16
Tabelle 5.1

Nun stellt sich die Frage, wie die supersinguldren Werte auf die einzelnen irreduziblen Polynome
verteilt sind. Dazu moéchte ich zunéchst herausfinden, wie viele irreduzible Polynome eine bestimm-
te Anzahl an supersinguléren j-Werten haben. Dies wird im Folgenden graphisch aufgetragen. Diese
Graphen wurden mit der Software Excel 2003 erstellt.

Zunichst stellt man fest, dass in allen betrachteten Kérpern jedes irreduzible Polynom vom Grad 4
eine gerade Anzahl an supersinguldren Werten hat. Auferdem lisst sich bei den Koérpern F5 und F;
eine gewisse Symmetrie zur Mitte erahnen. Im Fall F5 wird das Maximum in der Mitte angenommen
und nach aufsen hin fallt die Anzahl der irreduziblen Polynome, die diese Anzahl an supersingulédren
Werten hat, ab. Die Werte fallen jedoch nicht gleichméfkig ab. Das Maximum wird in F3 am Rand
angenommen. Der Graph féllt von dort regelméfig ab. In Kérpern mit Charakteristik 2 steigt der
Graph an. Die Abstdnde zwischen den erreichten supersinguldren Werten ist immer 2, nur bei Fy
ist er 4. (vgl. Abbildung 5.1 und 5.5)
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Anzahl der Primpeolynome

1 3
Anz ahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.1: ¢ =2,d =14

Anzahl der Primpolynome

L s B = 2 R N n [ ¥ w [ e |

2 3 4 5

Anzahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.2: ¢ =3,d =14
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Anzahl der Primpolynome
[¥)
=

—y
[}

[}

2 3 4

Anzahl der supersinguliren Stellen

Abbildung 5.3: ¢ =4,d =14

Anzahl irreduzibler Polynome

4 o] 5] 7
Anzahl supersingul ire Werte

Abbildung 5.4: ¢ =5,d =14
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250

200

180

100

Anzahl irreduzibler Polynome

4 2 4] 7 g 9 10 11 12
Anzahl supersingulirer Werte

Abbildung 5.5: ¢ =7, d =14

Auch hier stellt man fest, dass in allen betrachteten Kérpern jedes irreduzible Polynom vom Grad
5 eine gerade Anzahl an supersinguldren Werten hat. Bis auf den Fall F5 weisen die Graphen eine
perfekte Symmetrie zur Mitte auf. Im Fall ', haben wir sogar eine Gleichverteilung. Genau wie im
Fall Grad 4 sind die Abstédnde zwischen den erreichten supersingularen Werten immer 2, nur bei
[F4 sind sie 4. (vgl. Abbildung 5.6 und 5.9)

Anzahl der Primpolynome

4 2 G 7 g
Anzahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.6: ¢ =2, d =5



Anzahl der Primpolynome

10 1 12 13 14 15
Anzahl der supersinguliren Werte

16

Abbildung 5.7: ¢ = 3, d = 5

Anzahl der Primpolynome

16

17

18 19 20 21 22

Anzahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.8: ¢ =4,d =5
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Anzahl der Primpelynome

T Il
0+ — T

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 358 39 40
Anzahl der supersingul iren Werte

Abbildung 5.9: ¢ =5,d =5

Zunéchst stellt man fest, dass in allen betrachteten Koérpern jedes irreduzible Polynom vom Grad 6
eine gerade Anzahl an supersinguliren Werten hat. Es ldsst sich jedoch keine Symmetrie erahnen.
Das Maximum wird weder in der Mitte noch am Rand angenommen. Die Abstdnde zwischen den
ereichten supersinguliren Werten sind nicht immer gleich, es kommen die Werte 2 und 4 vor. (vgl.
Abbildung 5.10 und 5.11)
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@ 4
£ 35
£ 3
£ 25
:
=
Z 15
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D T T T T T T T T
1 2 3 4 5 B 7 ] 9
Anzahl der supersingularen Werte

Abbildung 5.10: ¢ =2,d =6
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Anzahl der Primpolynome
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Anzahl der supersingularen Werte

Abbildung 5.11: ¢ =3,d =6

Fiir Grad 7 gilt: In Fy haben alle irreduziblen Polynome eine gerade Anzahl an supersinguldren
Werte. Die Absténde sind regelméfkig von der Gréfe 6 und der Graph ist symmetrisch zum Mittel-
punkt; wahrend in F3 alle irreduziblen Polynome eine ungerade Anzahl an supersinguldren Werten
haben, die Abstinde regelmifig von der Grofe 8 sind und der Graph unsymmetrisch ist.(vgl.
Abbildung 5.12 und 5.13)
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Anzahl der Primpolynome
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Anzahl der s upersinguliren Werte

Abbildung 5.12: ¢ =2,d =7
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Anzahl der Primpolynome

Do e W P B D D R 2P P P D
Anzahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.13: ¢ =3,d =17

Fiir Grad 8 gilt: In Fy haben alle irreduziblen Polynome eine ungerade Anzahl an supersinguldren
Stellen, wihrend in F3 alle irreduziblen Polynome eine gerade Anzahl an supersinguldren Stellen
haben. Es ist keine Symmetrie erkennbar und die Absténde sind unregelméfbig von der Grofe 2, 6
und 8. (vgl. Abbildung 5.14 und 5.15)
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Anzahl der supersinguliren Werte

Abbildung 5.14: ¢ =2,d =8



30 -HHH
20 HHHH=H
10 —HHHAHHH

0 A e e e e I

1 6 1116 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81

Anzahl der supersingularen Werte

Anzahl der Primpolynome
N
&)

Abbildung 5.15: ¢ =3, d =8

Bis zum Grad 5 kommen nur gerade Zahlen als Anzahl an supersiguliren Werten in Frage und fiir
Grad 5 und 7 ldsst sich bis auf zwei Ausnahmen eine gewisse Symmetrie erkennen. Fiir Grad 6
und 8 ist keine deutliche Symmetrie mehr zu erkennen. Fiir Grad 6 kommen nur ungerade Zahlen
als Anzahl an supersiguliren Werten vor. Fiir grofserer Werte kommen beide Félle vor in einem
Korper haben alle ireduziblen Polynome eine gerade Zahlen als Anzahl an supersinguldren Werten
in einem anderen eine ungerade Anzahl. Es lassen sich auch sonst keine Gemeinsamkeiten finden,
die Grund zu einer Verallgemeinerung waren. Das Maximum ist nicht immer an derselben Stelle.
Man kann auch fiir ein festes ¢ keine Symmetrie finden. Die Abstédnde sind zwar immer gerade,
aber nich immer regelmifig oder gleich grof. Es bleibt nur folgende Vermutung aufzustellen:

5.4.3 Vermutung:
Die irreduziblen Polynome vom Grad d iber einem festen Korper F, haben entweder alle eine gerade
oder alle eine ungerade Anzahl an supersinguldiren Stellen.

Es lasst sich kein festes Muster einer statistischen Verteilung erkennen; manche nehmen ihr Ma-
ximum am Rand an, andere genau in der Mitte und wieder andere irgendwo dazwischen. Auch
die Tatsache, dass manche eine gewisse Symmetrie aufweisen und andere nicht, ldsst nicht darauf
schliefsen, dass man eine feste Verteilung fiir alle findet.

Da fiir die Grade kleiner als 4 die Anzahl der supersinguldren Werte gleichverteilt ist, kann man
vermuten, dass die Verteilung der supersinguliren Werte fiir gréfere Grade ebenfalls von einer
statistichen Gleichverteilung kommt. Eine Methode dies zu iiberpriifen ist der x2-Test. Bei diesem
Test berechnet man V2 = > | (IiTEE)2, wobei n die Anzahl der unabhéngigen Ereignisse und z;
der zum unabhéngigen Ereignis ¢ gehorige Messwert ist. Mit E wird der rechnerisch bestimmte
Mittelwert bezeichnet, den man der obigen Tabelle (5.1)entnehmen kann. Fiir groke E geht V2
gegen eine x> _,-Verteilung. Eine Faustregel besagt, dass E > 3 sein sollte, damit diese Nidherung
giiltig ist. Der Index n — 1 steht fiir die Anzahl der Freiheitsgrade. Da wir n unabhéngige Ereignisse
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haben und den Mittelwert anhand unserer Daten berechnet haben, haben wir lediglich n — 1
Freiheitsgrade. Man bestimmt nun aus der Tabelle der x?_;-Verteilung das (1 — a)-Quantil Q;_,.
Die Zahl Q;_, ist so definiert, dass (nach Zugrundelegung einer y>-Verteilung fr V?) ein ,zufilliges*
V2 mit einer Wahrscheinlichkeit mit 1 — o einen Wert < Q,_, besitzt. In den meisten Fillen wird
a = 0.05 gewdhlt, so auch in dieser Arbeit. Den Leserinnen und Lesern, die eine ausfiihrlichere
Beschreibung dieser Theorie wiinschen, empfehle ich als Quelle ([Kre05] Seite 181-186).

Wie wir bereits gesehen haben, operiert die Menge der affinen Transformationen auf der Menge
der irreduziblen Polynome. Ist ¢ eine Primzahl, so ist dies die einzige Gruppe, die wir betrachten
miissen. In den anderen Fillen miissen wir noch die Galoisgruppe betrachten. Da zwei irreduzible
Polynome, wenn sie durch solche Transformationen ineinander iibergehen, nach Satz 4.1.5 und Satz
4.1.2gleichviele supersinguldre Werte haben, sind sie nicht unabhéngig voneinander. Wir wollen im
Folgenden annehmen, dass die Anzahl der einzelnen supersinguléiren Werte lings der p unabhéngig
voneiander sind, was nicht immer zwangslidufig der Fall ist. Unter dieser Annahme sind im primen
Fall unsere unabhingigen Ereignisse die Bahnen der affinen Transformation, im nicht primen Fall
muss noch die Galoisgruppe beriicksichtigt werden, wie in Situation 4. Mit dem am Anfang dieses
Kapitels erworbenen Wissen kénnen wir nun die Bahnen fiir die berechneten Beispiele angeben.

5.4.4 Beispiel:
Betrachtet man zum Beispiel die irreduziblen Polynome vom Grad 4 iiber F3 so ergeben sich
folgende Rechenergebnisse.

Anzahl der supersingularen j-Werte ‘ Anzahl irreduzibler Polynome

2 9
4 6
6 3

Da 3 — 1 = 2 ein Teiler des Grades ist miissen wir die Operationen der Untergruppe der affinen
Transformationen G (vgl. Satz 5.1.2) betrachten. Wie in Situation 1 gezeigt, gibt es

2
n’|2

viele irreduzible Polynome vom Grad 4, deren Bahnen die Linge g = 3 haben. Da 3 kein Teiler von
4 ist, ist G4 die einzige Untergruppe, die wir betrachten miissen, d.h alle anderen Bahnen haben
die Lange 1. Es ergibt sich also die Tabelle

Anzahl der supersinguldren j-Werte ‘ Anzahl Bahnen

2 2
4 1
6 1

Tragt man zu jeder Bahn die entsprechende Anzahl von supersinguliren Werte auf, so ergeben sich
folgende Graphen:
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Anzahl der supersingularen Werte

= - a W
[ — [} [l [} o ()]

[}

Anzahl der unabhingigen Ereignisse

Abbildung 5.16: ¢ =2,d =4

Anzahl supersingularer Werte

1
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.17: ¢ =3,d =4
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Anzahl supersingulirer Werte

2 u] 4 0
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.18: ¢ =5,d =4

Anzahl supersingulirer Werte

5] u] 2 0
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.19: ¢ =7,d =14
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Anzahl supersingularer Werte
(] —_ g™ (4] iy n o - o [in}

0 1 1]
Anzahl unabhangiger Erreignisse

Abbildung 5.20: ¢ =2,d =5

Anzahl supersingularer Werte

2 u] 2 0
Anzahl unabhingiger Erreignisse

Abbildung 5.21: ¢ =3,d =5
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Anzahl supersingulirer Werte

3 o 3 0 % 0 4 0 7 0 3
Anzahl unabhangiger Erreignisse

0

Abbildung 5.22: ¢ =5,d =5

Anzahl supersigulirer Werte

[ T % T o SR U & | B w SRR SY B o« B € B o |

1 2
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.23: ¢ =2,d =6

74




Anzahl supersigularer Werte

3 2 5] 3
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.24: ¢ =3,d =6

Anzahl supersingularer Werte

2
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.25: ¢ =2,d =17
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Anzahl supersingulirer Werte

16 14 10
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.26: ¢ =3,d =7

Anzahl supersingulirer Werte

2 2 2
Anzahl unabhingiger Ereignisse

Abbildung 5.27: ¢ =2,d =8
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Abbildung 5.28: ¢ =3,d =8

Die Graphen 5.16 bis 5.28 zeigen, dass die mittleren supersinguldren Werte tendenziell 6fter vo-
kommen, wihrend die groferen supersingulidren Werte tendenziell seltener vorkommen.

Mit diesen Daten kénnen wir nun den y2-Test Test durchfiihren. Die Tabellenwerte der 0,95-
Quantile der y2-Verteilung fiir die entsprechenden Freiheitsgrade < 100 stammen von [INT09a]
und die Abschitzung fiir die 129 Freiheitsgrade [INT09b]

d ‘ q ‘ C ‘ Freiheitgrade ‘ Tabellenwerte der 0, 95-Quantile der y2-Verteilung

41371 3,33 3 7,85
414 3,047 4 9,488
415/ 10,92 9 16,919
47]13,332 15 24,996
512] 1,3 2 5,991
53] 4 7 14,067
514 13 16 27,587
55| 26 30 38, 885
6]2] 88 4 9,488
63| 79,99 23 35,172
7127 10,28 8 15,507
7137 137,85 34 48,602
812 46,1 15 26,296
83| >537 129 <234

Diese Tabelle zeigt, dass man fiir die Grade 4 und 5 die Hypothese einer Gleichverteilung annehmen
wiirde. Wahrend sie fiir grofsere Grade abgelehnt werden muss. Die Tatsache, dass der Wert fiir
V stirker von dem Tabellenwerte der y2-Verteilung abweicht je grofer d wird, ist ein Indiz dafiir,
dass die Verteilung mit steigendem Grad immer stérker von einer Gleichverteilung abweicht. Dies
deutet darauf hin, dass keine einheitliche Verteilung fiir alle Fille ¢ und d vorliegt. Dies macht
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es schwer, eine einheitliche Formel fiir alle d wie fiir d < 4 zu finden. Ich vermute, dass dies nur
ndherungsweise moglich ist. Um mehr Erkenntnisse zu gewinnen und vielleicht weitere Vermutungen
aufzustellen, miissten weitere Untersuchungen durchgefiihrt werden, die aber den Rahmen dieser
Arbeit {ibersteigen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Abschliefsend sollen noch einmal die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen gefasst werden.

In Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass die Rekursionsforel ¢ (j) anstatt die Rekursionsformel gx(g, A)
zu betrachten, vorausgesetzt dass ¢ # 0 und j = %. Dies hat den Rechenaufwand erheblich
reduziert.

Der Spezialfall ¢ = 0 wurde im dritten Kapiteln seperat behandelt.

In Kapitel 4 haben wir zunéchst bewiesen, dass diejenigen j, die durch affinen Transformationen
oder Galoistransformationen ineinander iibergehen, gleich viele supersingulére Stellen haben und
somit auch alle (g, A) fir die gilt j = 9{21.

Anschliefend wurde fiir ein festes j die Funktion H; berechnet. Anhand der Daten liefien sich eine
Reihe von Vermutungen aufstellen:

e Ist j ein konstantes Polynom und F, ein endlicher Kérper mit der Charakteristik 2, dann gibt
es supersinguldre Paare (j,p) genau dann, wenn grad(p) gerade ist.

e Ist j ein konstantes Polynom und I, ein endlicher Kérper mit der Charakteristik 2, so wéchst
die Funktion H; exponentiell, wenn man nur die geraden Funktionswerte betrachtet.

o Ist j ein konstantes Polynom und F, ein endlicher Kérper mit der Charakteristik > 2, so
kommen nur supersingulire Stelle hinzu, wenn z ein Vielfaches der Charakteristik ist.

o Ist j =a-T, so wichst H; fiir manche a € F, schneller als fiir andere.
e Die Funktionrn H; verlduft fiir alle nicht konstanten j zwischen zwei Exponentialfuktionen.

e ['iir nicht konstantes j wichst H; exponentiell. Zudem gilt ¢; ist unabhangig von j.

In(q)

In Kapitel 5 wurde zunédchst beobachtet, dass man fiir Grade d < 4 Formeln fiir

> grad(p)=a [1(9, &) | (g, A) ist supersinguldr mod p}| angeben kann. Zudem haben in diesem Fall
alle irreduziblen normierten Polynome eines festen Grades < 4 gleichviele supersingulire Werte,
wahrend dies fiir hohere Grade nicht mehr der Fall ist. Fiir grofsere Grade laft sich keine Formel
dieser Art finden. Mithilfe des y2-Tests wurde nachgewiesen, dass fiir wachsende d die Verteilung
der supersinguldren Werte auf alle irreduziblen Polynome immer stirker von einer Gleichverteilung

e Die Funktion H; ist von der Form A, - eli1), wobei t; = fiir eine Kontsante c ist.
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abweicht.
Mit den ermittelten Daten wurde die folgende Nidherung als recht prézise bestitigt. Jedes irreduzible
Polynom vom Grad d hat im Mittel

c(q) d 1qg_1 , falls d gerade

c(q)%q% , falls d ungerade

(=)

viele supersingulire Werte. Hierbei ist ¢(q) ein Korrekturfaktur, der fiir ¢ — oo gegen 1 lduft.

In dieser Arbeit wurden mit Hilfe numerischer Berechnungen Vermutungen aufgestellt, von de-
nen die Mehrzahl jedoch noch unbewiesen ist. Diese Vermutungen liefen sich wahrscheinlich nur
mit Hilfe der Theorie der Drinfeld-Moduln bewiesen, da es mit den in dieser Arbeit verwendeten
Grundlagen kaum moglich ist. Ergdnzend zu Kapitel 4 konnte man noch weitere Untersuchen dazu
anstellen, fiir welche j die Funktion H; schneller wichst.

Mit Hilfe eines leistungféhigeren Servers konnte auch der weitere Velauf von H; fiir konstante j
iiber Képer mit Charakteristik > 2 ermittelt werden. Des Weiteren bleibt noch zu bestimmen, wie
genau t; von ¢ abhingt.

Vor allem in Kapitel 5 besteht noch viel Forschungsbedarf. Durch Anstellen weiterer Berechnungen
an einem leistungsfihigeren Server liefe sich eventuell herausfinden, ob die Verteilung der supersin-
guldren Werte einer statistischen Verteilung folgt. Moglicherweise liefte sich dann auch fiir grofiere
Grade eine exakte Formel fiir 3, =4 [{(9,2) | (9, A) ist supersinguldr mod p}| finden.

Dieses Gebiet bietet also noch viele Forschungsmoglichkeiten und lasst noch sehr viele offene Fra-
gestellungen und Probleme zu.
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Symbolverzeichnis

[k] := T — T, , Seite 10

x(k) ergibt 1, wenn k ungerade ist und 0 wenn k ungerade ist , Seite 16

A, ein Element aus A ohne p bzw. F} , Seite 13
Fy, der Restkoreper A/p , Seite 13
F,,  der endliche Kérper mit ¢ Elementen , Seite 7

P, das von einem irreduziblen Polynom f in A erzeugte Primideal , Seite 13

p(n), Mobiusfunktion , Seite 9
1)k
(X)), die durch die Formel ¢ (X) = X e c0k—1(X) — [k — 1] - pr—2(X) und die Startwerte
wo = 1 = 1 definierte Rekursionsformel , Seite 16
A der Polynomring in einer Variablen 7" iiber dem endlichen Korper F, , Seite 9

g, ein Element aus A bzw. F,, , Seite 13

gk,  die durch die Foremel gx(g,A) :== —[k — 1]gk,2Aqk_2 + gr_197""" und die Startwerte go := 1,
g1 := g definierte Rekursionsformel , Seite 13

I(q, k;T), Produkt aller normierten irreduziblen Polynome in F,[7] vom Grad k , Seite 10
g, 2 Seite 15

L%  der Fixkérper unter der Gruppe G , Seite 11

N,

,(k), Anzahl aller normierten irreduziblen Polynome in F [T] vom Grad k , Seite 10

Trk, die Spur eines Elements aus L iiber K , Seite 8
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