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Vorwort

Jean-Pierre Serre hat in seinen Buch "Trees” (Springer-Verlag 1980) eine
Methode entwickelt, mit der man arithmetische Informationen iiber Unter-
gruppen von GL,(F,[T1]) erlangen kann. Hierbei 148t man die entsprechende
‘Untergruppe auf dem sogenannten Bruhat-Tits-Baum operieren. Hierdurch
werden bestimmte Knoten und Kanten des Baumes identifiziert, wodurch ein
Graph entsteht. Die Homologie dieses Graphen beinhaltet dann arithmetische
Information {iber die betrachtete Untergruppe von GL(F,[T]), und zwar
entspricht der Z-Rang der Homologie dem Rang der Kommutatorfaktor-
gruppe. :
Diese Methode wenden wir auf Hecke-Kongruenzuntergruppen an. Dabei
beobachtet man, dafl die Struktur der Quotientengraphen gewissen Gesetz-
maBigkeiten unterliegt. Es treten nur Knoten mit 1,2,3 oder q+1 Kanten
auf. Dies werden wir in zwei Struktursitzen beweisen. Ferner werden wir
die auftretenden Knoten und Kanten parametrisieren und Formeln fiir ihre
Anzahl herleiten. Dann haben wir die Quotientengraphen gut im Griff und
kénnen leicht eine Formel fiir den Z-Rang der Homologie auf den Quotienten-
graphen herleiten. Wir geben sogar einen Algorithmus an, wie man sich zu
einer konkret gegebenen Hecke-Kongruenzuntergruppe eine Basis der Homo-
logie berechnen kann.

An dieser Stelle mdchte ich mich noch ganz herzlich bei allen bedanken,
die zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben, insbesondere bei Herrn
Prof.Dr E.-U. Gekeler fiir das interessante Thema und die gute Betreuung.
Er hat mir durch das Beantworten vieler Fragen und das Beseitigen mancher
MiBverstandnisse viel geholfen. Ich méchte auch Herrn Dipl.Math. A. Schwei-
zer fir manch klarendes Gesprach danken. Abschliefender Dank gehort
meiner Frau, die mir das Anfertigen simtlicher Skizzen abgenommen hat.
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1 Grundlagen
1.1 Graphentheoretische Grundlagen

Definition 1.1 (Graph / endlicher Graph)
Ein Graph X besteht aus zwei Mengen V = V(X) = {v1,vs,...} und
E = E(X) = {e1, €, €2,€3,...} und zwei Abbildngen:
E-VxV ew (ofe)tle))
E—- FE e—¢€
die folgenden Bedingungen geniigen:
Firallee€ Egilt: €=¢, e# e, o(e) = ()
Ein Graph heift endlich, wenn E und V endliche Mengen sind.

Folgende Bezeichnungen fiihre ich ein:

v ist Knoten von X v € V(X)

e ist Kante von X e € E(X)
die zu e inverse Kante @
Startknoten von e o(e) = t(e)
Zielknoten von e t(e) = o(e)
Enden von e oe) und t(e)

v und w sind benachbart v und w sind Enden einer Kante

Definition 1.2 (Untergraph)
Ein Untergraph X' von X ist ein Graph, fir den folgende Figenschaften
gelten:

(1) VX)cV(X);, EX)cERX)
(2)  Vee E(X'):t(e) € V(X'); ofe) € V(X!)

Definition 1.3 (Orientierung)

Eine Orientierung eines Graphen X ist eine Teilmenge E, C E(X), so
daff E(X) = ELUE. Diese ezistiert immer. Ein Graph mit Orientierung
heifit gerichteter oder orientierter Graph. Wir bezeichnen E; auch als E_.

Definition 1.4 (Morphismus)

Ein Morphismus ¢ : X — X' von Graphen besteht aus zwei Abbildungen
ev : V(X) = V(X'), g : E(X) — E(X') mit den Eigenschaften:

Ve € E(X) gilt:

(1) o(pe(e)) = pv(o(e))
(2)  t(er(e)) = pv(t(e))
(3)  ¢E(e) = vx(e).

Wenn die Abbildungen v und @p zusdtzich bijektiv sind, nennt man ¢
Isomorphismus von Graphen. '
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Definition 1.5 (Morphismus von orientierten Graphen)

Unter einem Morphismus ¢ : X — X' von orientierten Graphen versteht
.man einen Morphismus nach Definition 1.4, wobei X und X' orientierte
Graphen sind und zusdtzlich gilt:

(4)  ¢(E+(X)) C E4(X') oder op(E+(X))C E_(X)

Definition 1.6 (Darstellung eines Graphen)
FEin Knoten v wird dargestellt durch einen Punkt (),
eine Kante e durch einen Pfeil von o(e) nach t(e) —
und {e, €} durch eine Verbindungslinie -

Definition 1.7 (Pfady, Kreisy, Pfade,, Pfad_ )

a) Pfady sei folgender Graph
V(Pfad,) = {vo,...,vn},
Ei(Pfady) = {e1,...,en},

o(e;) = vi_y, und t(e;) = v;.

Un

Y
Darstellung: Q=502 ... =205 .

b) Kreisy ist der Graph
V(Kreis,) = {vo, ..., vn}, -
E (Kreis,) = {eg, €1,....€n},

o(e;) = vi—1, und t(e;) = v;, mit o(ep) = vy, .

Un

Darstellung: 6&8&6—’5 20
c) Pédoo habe folgende Gestalt
"V(Pfadso) = {v0,01,.}
Ei(Pfady) = {e1,€3,...} mit o(e;) = v;_1, t(e;) = v; .
Darstellung: 8i>6—53-> e
¢) Pfad_, o, wird definiert als

V(Pfad_co00) = {vi|i € Z}
) Ei(Pfad_oo00) = {e;] o(e;) = vi,t(e;) =viyy ;i € Z}.

Vo v

V-1
Darstellung: ... <=5 O =050
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Definition 1.8 ( Weg / geschlossener Weg / reduzierter Weg /
Reduktion / Komposition von Wegen )

‘a) Ein Weg der Linge n (n > 0) in X ist ein Morphismus & von
Pfad, nach X. Der Weg geht von v nach w, wenn oy () = v und
¢ev(va) = w ist. Bin Weg wird auch durch die Kanten-Folge

(¢E(e1), ..., pE(en) ) beschrieben.

b) Ein geschlossener Weg der Linge n (n > 0) in X ist ein Morphismus
von Kreis, nach X. '

¢) Einen geschlossenen Weg der Form (e, ) nenne ich eine Sackgasse.
Wenn ein Weg der Linge n von v nach w eine Sackgasse enthdlt, so
gibt es auch einen Weg der Lange n-2 von v nach w. Ein Weg ohne
Sackgassen heifit reduzierter Weg. Aus jedem Weg ¢ erhdlt man
durch Weglassen der Sackgassen einen wohlbestimmten reduzierten Weg
¢m*?, die Reduktion von ¢.

d) Ist ¢ ein Weg der Ligrge n von u nach v und ¥ ein Weg der Lénge
m von v nach w, so verstehen wir unter ¢ + ¢ den durch ¢ und P
bestimmten Weg der Ldange m+n von u nach w.

Definition 1.9 (Fuhdamentalgruppe)

Sei v € V(X) Knoten des Graphen X . Die Fundamentalgruppe 71(v, X)
beziglich des Basiskriotens v ist die Menge aller reduzierten geschlossenen
Wege von v nach v. Das Produkt zweier Elemente ¢ und 9 ist durch
¢ = (px 1) gegeben. So ergibt sich eine (nichtkommutative) Gruppen-
struktur.

Definition 1.10 (Halbgerade / Gerade / Ende eines Graphen)

a) Eine Halbgerade in X ist ein Untergraph von X, der isomorph zu
Pfad,, ist.

b) Eine Gerade in X ist ein Untergraph von X, der isomorph zu
Pfad_o o ist.

¢) Zwei Halbgeraden sind dquivalent, wenn sie sich nur in endlich vielen
Knoten und Kanten voneinander unterscheiden. Ein Ende eines Gra-
phen X ist eine Aquivalenzklasse von Halbgeraden.

Definition 1.11 (Zusammenhangskomponente)

Ein Graph heifit zusammenhdngend, wenn je zwei Knoten durch mindestens
einen Weg verbundek sind. Ein mazimaler (bzgl. Inklusion) zusammen-
héngender Untergraph von X heift eine Zusammenhangskomponente von
X.
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Definition 1.12 (Zykel)

Ein Zykel ist eine Aquivalenzklasse reduzierter geschlossener Wege bzgl. der
Aquivalenzrelation der zyklischen Vertauschyng (v — vig1;€ — eip1 )
Fin Graph ohne Zykel der Linge n > 0 heifft azyklisch. Fin Zykel der
Ldnge 1 heifit Schleife.

Definition 1.13 (kombinatorisch)
~ FEin Graph X heifit kombindorisch, wenn X keine reduzierten geschlossenen

Wege der Linge < 2 besitzt.

Definition 1.14 (bipartit) :

Ein Graph X heifit bipartit, wenn fir die Knotenmenge eine Zerlegung
V(X) = iUV, ezistiert, so daf fir alle e € E(X) gilt:

ole) e V1 =>t(e) € V, bzw. o(e) e Va=> t(e) e V4 .

Ein bipartiter Graph besitzt eine natirliche Orientierung durch
E1(X) = {e€ E(X)|t(e) € 1}.

Definition 1.15 (Baum/maximaler Unterbaum)

FEin zusammenhdngender azyklischer Graph heifit Baum. Ein mazimaler
Unterbaum eines zusammenhdngenden Graphen X ist ein mazimaler (bzgl.
Inklusion) zusammenhdngender azyklischer Untergraph von X .

Anmerkungen:

Zu einer Zusammenhangskomponente eines Graphen gibt es im allgemeinen
verschiedene maximale Unterbiume. Ein maximaler Unterbaum T eines
zusammenhéingenden Graphen X enthilt alle Knoten von X.

In jedem Baum T gibt es zwischen zwei Knoten v und w genau einen
reduzierten Weg von v nach w.

Definition 1.16 (Zykelbasis)

Sei Y = X\{e;,& | i € I} ein mazimaler Unterbaum von X , I eine
Indezmenge. Zu jeqem Paar {e;, &} sei eine Kante e; ausgewdhlt. Dann
gibt es einen eindeutig festgelegten Zykel ¢; in Y U {e;, &}, der e; enthdlt.
Die Menge C der Zykel c; nennen wir eine Zykelbasis von X .

Anmerkung:

Betrachtet man die Zykel als Vektoren in dem Vektorraum der R-wertigen
alternierenden Funktionen auf den orientierten Kanten des Graphen X, so
entspricht eine Zykelbasis einer Basis des von den Zykeln erzeugten Unter-
vektorraumes. In diesem Zusammenhang ist eine Zykelbasis also ein linear
unabhingiges Erzeugendensystem. Entsprechendes gilt fiir den Z-Modul der
Z-wertigen Funktionen.

Definition 1.17 (Abstand)
Seien v,w Knoten des Graphen X. Unter dem Abstand von v und w (ge-
schrieben: dis(v,w) ) versteht man die Linge des kiirzesten Weg von v nach
w (falls ein solcher ezistiert)..
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Definition 1.18 (Durchmesser)
Sei X ein endlicher Baum. Der gréfte Abstand von Knoten , der in X
- auftritt, heift Durchmesser von X (geschrieben: diam(X)),also:
diam(X) = max_ dis(v,w) .

vweV(X)

Satz 1.19
Sei X ein Baum mit Durchmesser diam(X) = n < co. Dann gilt:

(1) Die Menge t(X) der Endknoten des Baumes ist nichtleer.

(2) SeiX’ der Graph, der aus X durch Weglassen von t(X) und der zuge-
horigen Kanten entsteht. Fir n 2> 2 hat X’ den Durchmessser n-2.

(8) Far n=0ist X isomorph 2u Pfad, (Darstellung: O ).
Fir n=1ist X isomorph zu Pfad, (Darstellung: o—0).

BEWEIS: siehe bei [Se, Chapter 1, 2.2 Prop.10] .

Definition 1.20 (Homologie)

Die Z-wertige Homologie H,(X,Z) eines Graphen X ist der Z-Modul der
Flisse von X . Ein Flup von X ist eine Abbildung f : E(X) — Z mit den
Figenschaften:

(1) f hat als Funktion aéf den Kanten von X endlichen Triger;
(2) Ve € E(X) ist f(2) = — f(e);
(8) YweV(X)ist 3 f(e)=0.

t(e)=v

Entsprechend definiert man die R-wertige Homologie H; (X,R) etc.

Satz 1.21
Zwischen der Homologie eines Graphen und der Fundamentalgruppe des
Graphen zu einem Knoten v besteht folgender Zusammenhang:

Hi(X,Z) = m(v,X)®  (vgl. 1.25 - Definition von ( )*) .
BEWwEIs: siehe bei [Se, Chapter 1, 5.1 ff] .

Satz 1.22 (Euler-Formel)

Sei X ein endlicher Graph, cy die Anzahl der Knoten und ¢; die Anzahl der
ungerichteten Kanten von X . n bezeichne die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten und h; den Z-Rang von H\(X,Z). Dann gilt h; = c1—co+n.

Der klassische Beweis geht durch Induktion iiber die Anzahl der Kanten,
wobei unterschieden werden mu8, ob durch eine zugefiigte Kante ein neuer
Zykel entsteht oder nicht.

Korollar 1.23 (Euler-Formel fir Biume)
Sei X ein endlicher Baum, ¢y die Anzahl der Knoten und ¢; die Anzahl
der ungerichteten Kanten von X . Dann gilt ¢; =cy—1.

BEWEIS: Ein Baum hat keine.Zykel und ist zusammenhéngend. a
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1.2 Algebraische Grundlagen

1. Grundlagen aus der Gruppentheorie:

Definition 1.24 (Zentrum)
Sei G Gruppe. Z2(G)=={9€G| zg=gz VYzeG}

Definition 1.25 (Kommutatorgruppe / Faktorkommutatorgruppe)
Sei G Gruppe. :

G':=<{lg,h]:= ghg~'h|g,he G} >
Dann ist G' normale Untergruppe von G und die Faktorkommutatorgruppe
G :=% Jo ist abelsch.

Definition 1.26 (Operation)
Sei G Gruppe und M Menge. Man sagt G operiert (von links) auf M, wenn
eine Abbildung
GxM - M
(9,2) ~ gz gegeben ist,
firdie gilt: (1) 1.z2=2
(2) (gh)z = g(hz)

Definition 1.27 (Bahn/Orbit)
Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert, und sei z € M.
Gz := {gz|g € G} heift die Bahn (oder der Orbit) von z.

Definition 1.28 (Fixgruppe/ Stabilisator)
Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert, und sei z ¢ M.
Gz = {9 € G| gz = 2} heifit die Fizgruppe (oder der Stabilisator) von .

Satz 1.29 .

Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert, und sei
z € M. Die Abbildung G — M ; g = gz induziert eine Bijektion zwischen
den Mengen ©/q, und Gz. )

2. Grundlagen aus der Bewertungstheorie

Definition 1.30 (diskrete Bewertung)
FEine diskrete Bewertung v eines K. orpers k ist ein surjektiver Homomorphismus
v: k* — Z, fir den gilt: '
v(z +y) > Min (v(z),v(y)) fir alle T,y€kmitz,y,z+y#0.
Man setzt auferdem v(0) = +o0.

Definition 1.31 (Bewertungsring)
Okv = {2z € k|v(z) > 0} ist der Bewertungsring von k beziiglich der
Bewertung v. Er heifit auch der Ring der v-ganzen Zahlen von k.
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Definition 1.32 (Uniformisierende)

Es ezistiert ein Element 7 € k* mit v(r) = 1. Ein solches Element heifit
Uniformisierende. Jedes Element ¢ # 0 von k laft sich darstellen als
z'=ur” mit r = v(z) und einer Finheit u von Of,.

Definition 1.33 (Restkérper) ‘
Der Koérper O"rv/,,ok,v heifit der Restkirper von k beziglich der Bewertung
v. Falls er endlich ist, bezeichnet man seine Kardinalitat mit .

3. Die Gruppe GL3(k) und ihre Untergruppen

Definition 1.34 (GL,(k))
Sei k kommutativer Ring.

Gyt ={( ¢ °

Man rechnet leicht nach, daf GLa(k) bzgl. Matrizmultiplikation eine Gruppe
ist. .

| a,b,e,d€k und ad—bcek*}

Fiir das Zentrum von GL;(k) ergibt sich:

Satz 1.35 (Z(GLy(k)))
Sei k kommutativer Ring.

BewEIs: Die Gleichungen

|
)
5

01 a b
10 c d
und a b 0 1Y:(01 a b
c d 11)7\11 c d
fihren aufb=¢, a=d, a+b=d, d.h. b=c=0,a=d.
Umgekehrt liegt ( o ) in Z(GLa(k)). o

Eine hiufig vorkommende Faktorgruppe von GLy(k) ist:

Definition 1.36 (PGLz(k))
Sei k kommutativer Ring.

PGLy(k) := Gl (k)/Z(GLz(k)) heift projektive lineare Gruppe.
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Definition 1.37 (projektive Gerade P1(k))
Sei k kommutativer Ring. Wir betrachten die Menge

M ={(z,y) €F? | kz + ky =k}

und definieren die Aquivalenzrelation

(z1,31) ~ (22,%2) & 2132 = 2931 .
Die Menge der Restklassen der Menge M beziglich dieser Aquivalenzrelation
bezeichnet man als die projektive Gerade tber dem kommutativen Ring k und

die Restklasse von (z,y) mit (z : y).
PYUE) = {(z : y) | kz + ky = k}

Die Restklasse (1 : 0) wird auch mit co bezeichnet. Die Restklasse (0:1)
bzw. (1:1) heifit auch kurz die 0 bzw. die 1.

Bemerkung 1.38
GL;(k) operiert (vgl. Def. 1.26) auf P!(k) durch:

(Z Z)(z:y):(am+by:cx+dy)

Die Bahn und der Stabilisator von oo sehen dann folgendermafien aus:

Goo={(‘z 3)(1:0)|(‘c‘ Z)GGLg(k)}

={(a:c)|a,ce€k; aundcteiler fremd } = PYk)
(d-h. G operiert transitiv auf P1(k))

Goo={(‘c’ Z)GG’Lg(k)| (‘c’ g>(1:0)=(1:0)}
{5 8)1(5 8 ecmm)

Der Stabilisator von oo hat noch einen besonderen Namen:

Definition 1.39 (Borel-Gruppe)
Sei k kommutativer Ring.

b
B(k) := g y

|a,d e k*} = Goo st die Standard-Borel-Gruppe.
Eine Borel-Gruppe ist eine zu B(k) konjugierte Untergruppe von GLa(k).

Bemerkung 1.40 (?L2()f5 = P1(k))
Nach Satz 1.29 existiert eine Bijektion zwischen den Mengen GX2(¥)/;  und
Goo. Also gilt GL2(’°)/B(k) = Pl(k).

Die Bijektion ist durch ( Z Z ) — (a: ¢) gegeben.
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Die Borel-Gruppen haben weitere wichtige Eigenschaften:

-Satz 1.41

B(k) ist eine auflosbare Gruppe, und es gilt:
B(k) & U(k) > {1} mit abelschen Quotienten,

wobei: U(k)::{(é 1;) luek}.

BewEIs: Wir zeigen, da8:
1) B(kY c U(k)
2) U(k) = {1}
zu 1) Betrachte:

a Y4 B\N[(a b\ /4 B\ (1«
(0 d)(o D)(O d) (0 D) =(o 1)
also U(k) C B(kY.

zu 2) Betrachte:

()5 e (2

also U(kY = {1}. 4

Satz 1.42
Es gitt B, = T(k)

. a 0 ' *
mit: T(Is:)...{(0 d)la,dek}.
BEWEISs: Ist klar wegen:
a b)Y (a0 1
0d/ \0d 0

Anmerkung: Es gilt nicht: B(k) = T(k) x U(k)
( da T(k) x U(k) abelsch ! )

- 0o
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4. Zerlegungen von G Ly(k)

Satz 1.43 (Bruhat-Zerlegung)

Sei k ein Korper. Jedes Element g € GLy(k) \ B(k) hat eine eindeutige
Darstellung in der Form g = bwu mit b € B(k), u € U(k) und

w o= ( g (1) ) Es gilt also:  GLy(k) = B(k)UB(k)wU(k)

BEwWEIS:  Sei g=(i z

1)¢c=0. Dannist ge B(k).
2) ¢c#0. Die Gleichung

(:9)-(1)(21) (3 0)-(2 %)

d

c

) € GLy(k). Ich unterscheide zwei Falle:

be—ad
c ?

ist dquivalent zud=c u=% f=a a=

was die Existenz und Eindeutigkeit der Zerlegung zeigt. o

Satz 1.44 (Iwahori-Zerlegung)
Sei k vollstdndig diskret bewerteter Kérper.

O := {z € k|v(z) > 0} der Ring v-ganzer Zahlen von k ; K := GL2(Ok)
Dann gilt: GLo(k)= K - B(k) = B(k) - K.

BEWEIS: Sei g¢= ( ‘cz fl ) € GLy(k). Ich unterscheide drei Falle:

. a b)Y (10 a b
1) ¢= 0. Dann ist (0 d>_(0 1)(0 d)'

~ 7\ "

ex €B(k)
. a b 10 a b
2) ¢ # 0 und v(a) < v(c). Dann gilt =1{ ad—bc | -
c d Y 1 0 “a
€x €B(k)
a b a a—c¢ c detbe—ad
ler i — ¢ c
3) ¢ # 0 und v(a) > v(c). Hier ist c dl= ( £ s ) < 0 ek |-
' €K €B(k)

Also gilt GLo(k) = K- B(k),dh. Vz € GLy(k)Jye K be B(k): x=1y b.
Durch Inversenbildung erhilt man 7! = b~y~!, d.h. GLy(k) = B(k)-K

o
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Satz 1.45 ( PGL;(k) operiert transitiv auf P1(k))
Sei k Kérper. PGL2(k) operiert scharf 3-fach transitiv auf PY(k), d.h.:

U z
Seien | v |, ( Y ) vorgegebene Tripel von verschiedenen Punkten aus
w z

| Pl(k) (also: u# viv#F wiu#w undz # y;y # 22 # z). Dann existiert

T gz u
genau ein g € PGLy(k) mit: g | y |:=| gy | =] v
z gz w
z 0
BEWEIS: Man zeigt: 39 € GLa(k):g| v | = | 1 |. Dieses ist bis auf
z o0

skalare Vielfache eindeutig bestimmt.
1.Fall: z,y,2z # oo

a b (161:1) 0 az1+b=0
(o) [ G ]=(1)e(mrrase
(z1:1) 00 ez +d=0

1 -z ) —z
Sg=a ( u-z ;ul—zx ) mit det(g) = a®(z; - 7)) 0= 40
n—= i—2
2.Fall: z = 0o
o b (1:0) 0 a=0
(c d) (m:1) {[=] 1 || b=cy +d
\ (z:1) ) cz1+d=0

@g:c((l) (yl_zl))m.it det(g) = c2(z1 — ) £ 0

3.Fall: y =

a b ((L‘]Zl) 0 aa:1+b=0
(c d) 1:00 |=]11 |e& a=c
(z1:1) 00 c21+d=Q

@g=a(i ~“§1 ) mit det(g) = a®(z1 — z) # 0
—<]

4.Fall: 2 =

a b (_zlzl) 0 a:z:1+b=0
(c d) (n:1) |=1 1 || apn+b=d
(1:0) 00 c=0

¢g=a((1) 5 )mitdet(g):az(yl—zl);éo O
h—x .
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5. Mafi auf

Sei:

- k vollstandig diskret bewerteter Koérper,
Ok := {z € k|v(z) > 0} der Ring der v-ganzen Zahlen von k ,
K = GL3(O). '
O habe endlichen Restklassenkérper mit Kardinalitit g.

\

Satz 1.46 (Haar-Ma8) :

Auf einer lokalkompakten topologischen Gruppe G gibt es bis auf skalare
Vielfache ein eindeutig bestimmtes linksinvariantes Borel-Mafs . Dieses
heift das Haar-Maf auf G.

BEWEIs: siehe z.B. [La,S.351f.]

/

Ich werde jetzt zeigen, daB K kompakt ist und eine offene Umgebungs-
basis von lx konstruieren, so daB wir durch Festsetzung eines Mafles auf
dieser Basis ein MaB auf ganz K erhalten. '

Setze kg = K .

Firn > 1 sei

1+ax™  br™ C
Kp = {( o™ 14 drt ) ,@,b,c,d€e Ok} (Dies ist eine Gruppe) .

Definition einer Metrik:

. ar™ br"
Sei g, := {( ex™  dn ) , G,b,¢,d € Ok} .

_ L i
dadd(A,B)={g yn=maz{n|A-B€p,} , A#B

definiert offensichtlich eine Metrik auf 02*2,

Durch

dmuit(4, B) = { ¢ ", n = maz{n I.AB-I €kn) , A#B
’ 0

ist aber auf K die gleiche Metrik definiert,
denn fiir A, B € K ist
A-B€p, & AB '~ Ecp, e AB ' ek, .

Mit Schubfachschlu8 sieht man, daB O (folgen-)kompakt ist (Der Restklassen-
korper ist endlich !). Daraus folgt dann, da8 «, (n > 0) kompakt ist.
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Fir {k, | n € N} gilt:

(1) Die &, sind offene Umgebungen der 1x, da y eine diskrete Bewertung
- st

(2) (1 = {1x)
(3) Jede offene Umgebung von 1 liegt in einer der &,,.

{&n| n € N} ist also eine offene Umgebungsbasis der 1.
Somit sind alle Voraussetzungen fiir obigen Satz erfiillt.

Deshalb setzten wir einfach p(K) := 1 fest. Hierdurch wird ein Haar-Maf
auf K eindeutig festgelegt.

Lemma 1.47
Es gilt:

X/ c2 2 GLy(Fq) und folglich [K : k1] = (g-1)%(g+1)g,

sowie "/, % (Fg)* , woraus [kn : Knt1] =¢* VneN folgt.

BEWEIS: Man rechnet leicht nach, da8

a b amodm bmodn
¢0:KaGL2(Fq), (C d)H(cmodw dmodw)

und fiir n > 1

K = (Fo)* 1+ar™ bx" [ amodT bmodx
¥ Fan S\l er™ 1+4+dn™ cmodn dmodr

surjektive Homomorphismen sind mit Kern(¢,) = £n41 (n > 0).

Nach dem Homomorphiesatz gilt dann:

“/ss % GLy(Fq) und [K : k1] = |GLa(Fq)| = (¢ — 1)*(g + 1) g

"/ knir = (Fg)* und [k, : #nt1] = |(Fg)¥| = ¢* (n21) o

Korollar 1.48
Da alle Nebenklassen gleiches Mag haben, und u(K) := 1 festgelegt ist, gilt
somit:

Hs) = oprny und

plsn) = b(k) by (n21) .
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2 Der Baum 7 und der Graph \7

Grofle Teile der Abschnitte 2.1 bis 2.3 stammen aus dem Kapitel II des
Buches ”"Trees” von Jean-Pierre Serre. Ich habe auch die dortigen Bezeich-
nungen und Definitionen weitgehend iibernommen. Die Beweise der ent-
nommenen Sitze habe ich ausgefiihrt, sofern sie nicht nur rein technischer

~ Natur sind.

2.1 Der Baum von SL; iiber einem lokalen Kérper

1. Notation:

Sei K ein Korper mit der diskreten Bewertung v und O := {z € K | v(z) > 0}
der Bewertungsring von K.

Sei 7 eine Uniformisierende und k :=° /xo der Residuenkérper.

Sei weiter V ein Vektorraum der Dimension 2 iiber dem Kérper K.

2. Der Baum 7

Definition 2.1 (Gitter) ,
Der K-Vektorraum V habe Dimension 2. Ein  freier O-Modul
L := Omy + Omy der Dimension 2, der den K-Vektorraum V erzeugt, heifit
Gitter von V.

Bemerkung: Sei z € K™, L Gitter von V. Dann ist auch zL ein Gitter
von V. Also operiert die Gruppe K* auf der Menge der Gitter.

Definition 2.2 (Gitterklasse)

Der Orbit eines Gitters unter der Operation von K* auf der Menge der
Gitter heifft (Gitter-)Klasse. Zwei Gitter, die zur selben Klasse gehéren,
heiflen dquivalent. '

Satz 2.3 (spezielle Gitter)
Sei L Gitter. Dann ezistiert in jeder Gitterklasse A' genau ein Gitter L',
das folgenden dquivalenten Bedingungen genigt:

(1) L' C L und L' mazrimal in A’ mit dieser Bedingunyg,
(2) L'CLund L' ¢ nL .

BEwEIs: Die Gitter einer Klasse sind bzgl. Inklusion geordnet und unter-
scheiden sich wegen:

2zl =< zej,zey >=< r”(”)el,w”(’)eg >= r¥le) < €1,e2 >
nur um w-Potenzen, was die Existenz und Eindeutigkeit eines L’, das der
Bedingung (1) geniigt, impliziert. AuSerdem folgt aus obiger Aussage, daf
(1) und (2) dquivalent sind. a
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Definition 2.4 (Abstand von Gitterklassen)
Seien L € A und L' € A' zwei Gitter von V. L habe die O-Basis {e1, e}

- und L' die Basis {r%e;,7%;}. Dann heifit die ganze Zahl la —b| =: d(A, A"

der Abstand der Gitterklassen A und A’.

Nach dem Elementarteilersatz findet man O-Basen {e;, e} von L und {¢}, e}
von I”, so daB eq|e] oder €}|e; und eq|e} oder e}|e; gilt. Dann unterscheiden
sich'e; und €j bzw. e; und e} nur um 7-Potenzen. Somit gilt e} = 7% und
ey = moe,.

Der Abstand zweier Gitterklassen wird durch zwei frei wihlbare Gitter
definiert. Man muB also noch iiberpriifen, ob die Definition unabhingig

von diesen Wahlen ist:

Vz,y € K* gilt:
zL =< zey,ze3 >=< 1¥®)e;, 7¥(@)ey >
yL' =< yrey, yrde; >=< rvWHeg gu(¥)tbe, 5
=< g¥(¥)Ha 7'.u(:::)el, aU(E)+b v X)ey >

Der Abstand von xL und yL’ ist somit:
[(o(2) +8) - (v(¥) +a)| = |b-a] o

Es wird hier nicht gezeigt, daB d eine Metrik ist. Dieser Beweis (vor allem
die Dreiecksungleichung) fallt uns spiter in den SchoB, wenn wir sehen, daff
T ein Baum ist.

Folgerungen aus der Definition 2.4:

1L dAA)Y=0& A=A
2 FirA'sL'CcLeAgilt: dAAN)=1 & Yy 9.0=k

Definition 2.5 (I(L/L))

SeiL=LoD>LyD...0 L, =L mitL; #Liy1,1=0,...,7— 1 eine Kette
echt absteigender Gitter von V (Jordan-Holder Kette). Firi=0,..,7r—1
soll es zwischen L; und Liy1 keinen nichttrivialen Zwischenmodul mehr
geben. Die wohlbestimmte Lange r dieser Kette bezeichnen wir mit I(L,L).

Definition 2.6 (Der Graph 7 )

Zwes Gitterklassen A und A’ heiflen benachbart, wenn d(A,A") =1 ist. Die
Menge aller Gitterklassen bildet die Knotenmenge V(T) eines Graphen T.
Als Kantenmenge definiere ich E(T) = {(A,A) | AN € V(T),
d(A,A") = 1}. Wir setzen o((A,A’)) = A und t((A,A)) = A’ und schreiben
AN fir (A, A).

Offensichtlich ist 7 ein kombinatorischer Graph; es gilt aber noch mehr:
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Satz 2.7 Der Graph T ist ein Baum.

. BEwWEISs:

1. zu zeigen: 7T ist zusammenhingend.

Nach Satz 1.13 besitzen zwei Knoten A, A’ Reprisentanten L und I/,
sodaf L' C L und L' ¢ xL Dann gibt es eine (Jordan-Hélder)-Reihe:
L'=L,CLy1C...CLy=1L

so daB I(L;~1/L;) =1, d.h. es existiert kein nichttrivialer Zwischen-
modul zwischen L;_; und L;. Dann gilt aber d(Ai—1,A;) = 1. Also
gibt es einen Weg (Ag, A1, ..., A,) der Linge n von A’ nach A

Alsoist T zusa.mmenha,ngend

2. zu zeigen: 7 hat keine Zykel.
Ich zeige durch vollstindige Induktion, das fiir jeden Weg (Ao, Ay, ..., Ar)
der Linge n ohne Sackgasse gilt Ag # Ay, d(Ag,A,) = n.
Es geniigt, L, ¢ Lo zu zeigen.
Induktionsanfang:

Fir n=1 ist die Aussage schon bewiesen, da 7 ein kombinatorischer
Graph ist.

Induktionsannahme:

Es gelte also L, ¢ Lo und es existiere L, C Lpy C ... C Lg
I(Li-1/L;) = 1 ,also d(Ap,A,) = n mit Basen:

Ln-y =<e1,e2> (= tLlnpy =< ey, mez > ) und L, =< wey, €3 >.

Induktionsschritt: n — n+ 1

Nach Satz 2.3 existiert ein Ln+1 C Lp mit {(Ln,/Lpy1) = 1 und
Lny1 € TL,.

(a) Ich zeige zuerst: Lyy; # TLn_q
Beweis durch Widerspruch:
Amn.: 7l,_ ;= Lny1, = Lppy €Ay = Apnt1 = Any
= Pfad hat Sackgasse - Widerspruch zur Voraussetzung !

(b) Lnts und 7L,y sind maximal in L,, aber verschieden, also gilt
L,= Ln+l +mLlay C L'n+1 + Lo .
Daraus folgt L4y ¢ 7 Lg , sonst wire L, C 7 Lo, was ein Wider-
spruch zur Annahme ist. |

Bemerkung:

Wir wissen nun, dal 7 ein Baum ist, und d(A,A’) dem iiblichen Abstand
dis(A,A") (vgl. Def. 1.17) von Knoten in einem Graphen entspricht. Somit
ist auch klar, daBl d eine Metnk ist.
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3. GL(V) und SL(V)

- Sei V Vektorraum der Dimension 2 iiber dem Kérper K.

Definition 2.8 (GL(V))
GL(V) := Aut(V) = {¢: ¢ ist K-Automorphismus von V} 2 GLy(K)

Bemerkung: GL(V) operiert auf 7 .

Definition 2.9 (SL(V))
SL(V) :={p € GL(V) : det(p) = 1} = SLy(K)

Definition 2.10 (GL°(V))
GLY(V):= Kern(vodet) ,mitvodet:GL(V)— K* — Z.

g{(‘c’ Z) | v(ad — be) = 0}

Definition 2.11 (GL*(V))
Sei @:GL(V)> K* = Z—%/,5; grs (v(det(g))) mod 2 .

GL*(V):= Kern(p) {( Z 2 ) | v(ad — bc) = 0 (mod 2)}

Es gilt offensichtlich:

Lemma 2.12
SL(V) C GLO(V) C G—’L"‘(V) C GL(V)

Definition 2.13 (x(Ly, L2))

Seien Ly, Ly, L3 drei Gitter von V mit Lz C Lyn L,.
Setze x(L1,La) = I(L1/Ls) — I(Ly/ L3).

(Dies héngt nicht von der Wahl von Ly CLiNnL, ab.)

Satz 2.14
Seien L, L’ zwei Gitter von A, L' = sL, s € GL(V). Dann gilt:
X(L, L) = x(L, sL) = v(det(s)).

BEwEIS:
Nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis {e1,e2} und Zahlen a,b € Z
mit L =< e1,e; > und sL =< 7%, rley; >

™ 0
0 =

Also v(det(s)) = v(n°+?) + v(det(3)) = a + b.

1. Esist s = ( ) +§ mit § in der Fixgruppe von L.
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2. Nun zeige ich durch Fallunterscheidung, da8 gilt: x(L,sL) =a+b

(a) Sei a,b> 0. Betrachte:
L= < ey, e >D< meg,e3 >D ... D< 1y, €5 > = L

UL/L)=a
L= < Tle1,e3 >D< 1y, mey > ... O<L 1r“e1,7rbe2 > = L
I(I:/Z’):b
L =< 7%,y > ... D Ly
iL// L)

= xX(L,L'Y=a+b

(b) Sei a,b < 0. Analog zu 2.(a) (statt ”D ” nimmt man ”C ")
= x(L,LY=a+b

(c) Sei @ > 0,5 < 0. Betrachte:

{L/L)=a UL/Ls)
L= iel,ez > ..0< % ,e>=L=x< r%e1,e2>D ... D L;;:
HL/Ls)
I(L'/Ls)

L' = < 7%, wbey > ... O< e, e > = L =< 1%e1,e2 >D ... D le

L'/ Ey=—b (L/Ls)
= x(L,L')=a+b
(d) Sei b >0,a < 0. Analog zu 2.(c) (statt ”> ” nimmt man ”C ")
= x(L, L") = a+b o

Korollar 2.15
Sei A Gitterklasse und s € GLy(K), L € A. Dann gilt:
d(A,sA)= x(L,sL) (mod?2) .

BEwEis: Nach Def. 2.4 gilt:
d(A,sA) = |a—b| = a + b= v(det(s)) = x(L,sL) (mod 2) a

4. Die Wirkung von GL(V) auf dem Baum 7

Die Gruppe GL(V) operiert auf dem Baum 7 . Nach obigem Korollar gilt:
s € GL*(V) & fiir ein bzw. alle A ist d(A, sA) gerade
Also operiert GL¥ (V') auf 7 ohne Umkehrung von Kanten, was jedoch nicht
fiir ganz GL(V) gilt. Betrachte z.B.:
A > L =< e1,e; > benachbart zu < mey,e5 >= L' € A/

fir s = (1) 7(; gilt: sL = L' und sL' = rL.
Also wird die Kante AA’ auf die Kante A’A abgebildet.
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Ich definiere daher:

Definition 2.16 (Stabilisatoren Gr,Gx,Gpp/)

Sei G Untergruppe von GL(V) und L € A Gitter.
Gr. :={s€G|sL=1L} Stabilisatorgruppe des Gitters L
Gpn ={s€eG|sA=A} Stabilisatorgruppe der Gitterklasse A
Gan :={s€G|sA=A,sAN =A'} Stabilisatorgruppe der Kante AA’
Anmerkung: SA=A < Iz € K* : sL=z2L

Satz 2.17 :
Ist G eine Untergruppe von GL%(V) und L ein Gitter in der Klasse A,
so gilt Gp = Gy.

BEWEISs:
Sei s € Gy. .
Wegen Ga C GLY(V) ist x(L,sL) = v(det(s)) =0 .
Sei z € K* mit sL =z .
Esist 0 = x(L,zL) = 2v(z), also z invertierbar und
L=zL =sL,d.h. seGy. -0

Definition 2.18 (beschrinkte Untergruppen)
Eine Untergruppe G von GL(V) heift beschrinkt, wenn sie eine beschrinkte
Untergruppe des Vektorraumes End(V) ist. Identifiziert man GL(V) mit
GLy(K), so bedeutet dies:

dde€Z:v(sij;)>2d Vs=(s;;)€G

Satz 2.19 Sei G C GL%(V). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) G ist beschrinkt.

(2) Es ezistiert eine Gitterklasse A, so daf die Bahn GA bzgl. des Abstandes
im Baum T beschrdnkt ist.

(3) Es ezistiert eine Gitterklasse A, die unter G stabil ist (G laft den
Knoten A fest).

(4) Es ezistiert ein Gitter L, das unter G stabil ist(GL = L).
BEWEISs:

W= Gas=(T 5 ) 55€GLy(0)
Durchlauft s die beschrinkte Menge G, so ist auch a,b nach unten
beschrankt. Wegen s € G C GLO(V) ist v(det(s)) = 0 und somit
v(det(3)) = —(a + b). GLy(O) ist jedoch auch eine beschrinkte
Untergruppe von G, woraus folgt, daf a und b auch nach oben
beschrénkt sind. Also ist auch d(A, sA) = |a — b| beschrankt, fiir
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(2) = (3) Sei Y der Teilbaum, der von GA erzeugt wird. Es ist zu zeigen,
daf Y mindestens einen Knoten enthilt, der unter G stabil ist.
Ich zeige nun durch vollstindige Induktion iiber den Durchmesser:
Ist Y ein Teilbaum von 7 von endlichem Durchmesser, der von G
in sich selbst iiberfiihrt wird, so besitzt G auf Y einen Fixpunkt.

Fiir n=0 ist die Behauptung offensichtlich.

Fir n=1 gilt die Behauptung, da G ¢ GL%(V) ohne Umkehrung
von Kanten operiert.

Fir n > 2 hat der Teilbaum Y aus Satz 1.19 den Durchmesser
n — 2. G operiert auch auf Y’, da durch G Endpunkte auf
Endpunkte und Nichtendpunkte auf Nichtendpunkte abgebildet
werden. Nach Induktionsannahme hat Y’ einen Knoten
A € V(Y'), der stabil unter G ist. Dann hat aber auch Y einen
Knoten, der unter G stabil ist.

(3) = (4) folgt nach Satz 2.17 .

(4) = (1) Sei L =< ae; + bey, ce; + dey >, {e1, €3} eine Basis von V und
7 : 0% — L (invertierbare Abbildung) gegeben durch

;i z a b z . -1
b (y)H c d y).Dann1stGCGLC7GL2(O)7

beschrénkt, da GLy(0O) beschrankt ist. o

Korollar 2.20
[ Die mazimalen beschrankten Untergruppen von G C GLO(V) sind die Stabi-
- lisatoren von Knoten.

Nun betrachte ich die Stabilisatoren von Kanten etwas genauer. Sei also
AA" € E(T) eine Kante von 7 und L € AL € AN mit I ¢ L und
I(L/L') = 1. Weiter sei G Untergruppe von GLY(K).

Nach Definition 2.16 gilt: Gy = GA NGy

Im folgenden sei {e;, ez} die Standard-Basis von V = K2.

Folgende drei Sitze finden sich in [Se] S.77 .

Satz 2.21 (Iwahori-Untergruppen)

It L=e0®e0 und I’ = ;0 @ mex0, so gilt:

G ={< : 2) €GLy(K)|e=0 (modn )}

Diese Untergruppe von GLy(K) heift die Standard-Twahori- Untergruppe von
GLy(K).

(Betrachtet man die Stabilisatoruntergruppen zu anderen Kanten, so sind
diese konjugiert zur Iwahori-Gruppe.)
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Wie sehén die Stabilisatoren von Enden und Geraden aus ?

Satz 2.22 (Borel-Untergruppen)
Ist A; 5 L; :== ;O @ m*e20 (firi2>0), so gilt:

Ghroths... = {( g 3 ) € GLy(K)} die in 1.39 definierte
Standard-Borelgruppe B(K). |

Satz 2.23 (Cartan-Untergruppen)
Ist A; 3 L :== e;0 @ 7*e20 (firi€ Z) , so gilt:

G..poy... = {( o0 ) € GLy(K)}

Diese Untergruppe von GLy(K) heifit die Standard-Cartan- Untergruppe von
GLy(K). Eine Cartan-Untergruppe ist eine zur Standard-Cartan- Untergruppe
konjugierte Untergruppe von GLy(K).

2.2 Die Operation von GL;(k[T]) auf einem geeigneten Baum

Seien: A = F,[T]
K = F,(T) mit der Gradbewertung ( v(ﬁ) = deg(g) — deg(f))
O Bewertungsring von (K, v)
7 = 7 Parameter
e1, ez Standard-Basis von K2
' = GLy(A)
L, := 10 @ 7"e;0 ist ein Reprisentant der Gitterklasse A,. Die A, bilden
als Knoten von 7 aufgefaft die Halbgerade T:

A
ye

o] Ao A; Ao

! T = 3—0—0— ..

5’ Sei weiter: Go := GLy(Fq)

'; ‘ Gp = 8 z |a,d € Fq™; bEFq[T];deg(b)Sn} (n2>1)

Z := Z(T' ) Zentrum von I’ (Skalarmatrizen)

Satz 2.24 (Fixgruppe der A,)
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

(1) Die Gitterklassen A, sind paarweise indquivalent mod T, d.h.
Avel:yAi=A; firi#7 .

(2) Die G, sind die Fizgruppen der A,.

(8) Go operiert transitiv auf der Menge der Kanten mit Ursprung Ao.

(4) Gn(n 2 1) hélt die Kante ApAnyy fest und operiert transitiv auf den
Kanten (# ApAny1 ) mit Ursprung in A,,.
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Bewels: Der Beweis ist sehr technisch und bringt auBer dem Satz keine
neuen Erkenntnisse. Ich verweise daher auf [Se,S:87 Prop 3).

- Der Grund fiir die Aufstellung dieses Satzes liegt erstens darin, daB man
jetzt zeigen kann, daB8 T ein Fundamentalbereich von 7 modulo T ist (siehe
unten), und zweitens darin, daf man die Fixgruppen aller Kanten und
Knoten von Y sehr gut beschreiben kann.

Korollar 2.25 Ist Y ein endlicher Untergraph von T und e € E(T ), so
gibt es nur endlich viele y € T mit y(e) € Y.

BEewEIs: Folgt direkt aus der Endlichkeit der entsprechénden Fixgruppe der
Kante e. O

Satz 2.26 (Fundamentalbereich von 7 modulo T’ )

. Die Halbgerade:
Ao Ay A

' ist ein Fundamentalbereich von T modulo T.

BEWEIS:

a) zu zeigen: T enthilt aus jeder Bahn von V(7') genau einen Vertreter.
Nach Satz 2.24(1) gibt es aus jeder Bahn héchstens einen Knoten, der
in T liegt.

Es bleibt zu zeigen: VA € V(T) 3Jie Ny, y€T :9A= A,
Dies zeigt man leicht durch vollstandige Induktion iiber d = d(A, Ao):
d=0:Esist A = Ap.
d—d+1: Sei A’ € V(T) mit d(A’, Ag) = d und d(A’,A) = 1.
Nach Induktionsvoraussetzung 3i€ N, v €T : yA' = A;.

Dann ist y(A) = A mit d(A,A;) = 1.

boo Nach Satz 2.24(3) bzw. (4) gilt dann: A~ A;p; oder A~ A,

i ' womit Teil a) bewiesen ist.

| b) zu zeigen: T enthilt aus jeder Bahn von E(T) genau einen Vertreter.

! Sei AA' € E(T).

| Nach a) 3y € T mit yA = A;. Sei yAA' = AA.

Nach Satz 2.24(3) bzw. (4) 36 € I mit

6A; = A; und 6A = A;y; oder A;_,.

Dann ist §yAA’ = A;A;41 oder ANy .

: Also enthdlt T mindestens einen Vertreter.

oo Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB es héchstens ein Vertreter ist.

| Sei dazu: YAjAip = A A  mitse {r—1,r+ 1}.

' Dann gilt 7 = 4,5 = i + 1 nach Teil a). o

Definition 2.27 (Stufe von Kanten bzw. Knoten)

v 1ist ein Knoten der Stufe A,, wenn es ein v €I’ gibt, mit yv = A,.
e ist eine Kante der Stufe A,,, wenn einy € T ezistiert mit ve = ApApys.
Zur Verdeutlichung wird e auch Kante der Stufe AnAnt1 genannt.
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2.3 Die Berechnung von r\7

T sei eine Untergruppe von endlichem Index in T' . Dann ist auch der Index

[T :Z T,] =: m endlich.

Sei V = {s1,82,*+,8mn} ein Vertretersystem von ZI\T ,d.h.
VgeTl 3yely,s€V,z2€Z2 :g=1s;z.
Man nimrlr&t sich nun Een Fundamentalbereich aus Satz 2.26
T = (5-—?(5——»6—) .
Wendet man ein s; auf die A; an, so erhilt man eine Halbgerade s;(T).
Dies fiihrt man fiir alle s; durch und erhilt somit folgendes graphisches

Grundgeriist:
si(Ao) si(A1) si(A2) s5i(As)
si(T)= O —O- O—0—
2(T)= O— O —O-
sm(T)=  O— O— O

Satz 2.28 (Konstruktion des Graphen)
Man erhdlt den Graphen ,\T, indem man Kanten bzw. Knoten des graphischen
Grundgeristes entsprechend folgender Vorschriften identifiziert:

(0) Es kénnen nur Kanten bwz. Knoten der gleichen Stufe identifiziert
werden.

(1) si(An) ~ 8;(An) & 39 € Gn 1 sigs;! € ZT,

(2) si(Aoh1) ~ si(Moh1) & g€ GonGy:sigs;te 2T,

(8) si(AnAnti) ~ sj(AnAny1) <« 3ge G, :.s',-g.s‘j"1 €Zl, (n2>1)
BEWEIS:

m ‘
a) U = U si(T) enthilt aus jeder Bahn von Knoten bzw. Kanten
=1
mindestens einen Vertreter. Also gilt r\7 = V.

b) Es kénnen nur Kanten bzw. Knoten der gleichen Stufe identifiziert
werden:
Annahme: .‘s,'(Ak) ~si(A)) mit k#1
= I eT: ysiAr = sy
= A= sj“l'ys,-Ak

Dies ist jedoch unmoglich, da die A; paarweise iniquivalent mod I'
sind (vgl. Satz 2.24), d.h. es gilt (0).
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¢) Fir n > 0 gilt:

85 (An) ~ si(An)

3z€Z3IyeT : 2zysjA, = siA,

JzeZ3yeT: zs,-'l'ijAn =A,

Jz€Z3yeT: zs7'vs;€ G, (Fizgruppevon An)
dz€Z3yeTl: zy€s5Gnsi' Nl

dgeG,: s;gs}l € ZT, , also(1).

t ¢ ¢

d) Es gilt analog zu c) :
si(AoA]_) ~ Sj(AoAl) & dgeGonGy: s;gs}l € ZT,,
wobei Gp N Gy Fixgruppe von AgA, ist, also (2).

e) Fir n > 1 gilt:
$i(AnAny1) ~ $j(AnAni) © 39 € Gy : 8,‘98;1 € ZT,.

Dies folgt auch aus c) , da G, N Gpy1 = Gn Fixgruppe von ApApq1
ist, also (3).

Anmerkung zum Satz:
Man erkennt leicht:

(1) Fallen zwei Knoten s;(A,) und s;(A,) fiir n > 1 zusammen, so auch
die Kanten s;(A,An41) und 8i(AnAnt1) und alle Folgeknoten und
-Kanten (Beachte: Vn > 1: G, C Gpy1).

(2) Der Graph r,\7 hat /i Enden mit 1 < /% < m.

(3) .\ ist bipartit ( V; = {si(Aj)1 £ i < m;j = 0 mod 2}

Vo= {si(Aj)|1 < i< m;j=1mod 2} ). Alle geschlossenen Wege
haben somit gerade Linge.

Korollar 2.29

.\ ist Vereinigung eines endlichen Graphen und endlich vieler Halbgeraden.
Insbesondere ist der Z-Rang der Homologie Hi(r\?, Z) endlich (vgl. Satz
1.22).
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2.4 Motivation

Es stellt sich die berechtigte Frage, warum man sich fiir die Graphen r,\7
 interessiert. Ein Grund ist, dafl man durch das Studium des Graphen den
Rang der grofiten abelschen Faktorgruppe von T, berechnen kann. Den
genauen Zusammenhang stelle ich im folgenden dar.

Lemma 2.30
Es gilt: v €T hat endliche Ordnung < 3JA € V(T):9yA=A

BEWEIs

?=” 7 habe endliche Ordnung. Dann ist < v > endlich und somit auch
beschrénkt. Nach Satz 2.19(3) 1aBt < v > einen Knoten A fest. Es
gilt insbesondere YA = A.

"&” A € V(T ) : 7A = A. Da 7 den Knoten A in sich @berfithrt, gehort
7 zur Fixgruppe von A. Die Fixgruppen von Knoten sind nach Satz
2.24 jedoch endlich. Somit muB auch 4 endliche Ordnung haben. O

Definition 2.31 (Gr und Ab) v

Gr bezeichne die Kategorie der nicht notwendig abelschen Gruppen und ihrer
Homomorphismen. Unter Ab versteht man die Kategorie der abelschen
Gruppen.

Definition 2.32 (der Funktor ( )2P )

Seien G und H Gruppen und ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
G’ bzw. H’ seien die Kommutatorgruppen von G bzw. H (vgl. Def 1.25).
induziert auf eindeutige Weise den Homomorphismus

(pa.b G = G/G' — Hob = H/H’ : tpab(zGl) — go(a:)H’.

( )2P definiert auf diese Weise einen covarianten Funktor von der Kategorie
Gr in die Kategorie Ab. '

Nach [Se, S. 55, Cor 1] gilt:
By — (v, pN) mit Ty=<{y|3AeV(T): 1A= A}> .

Nach obigem Lemma ist I,y =< {y € ' | v hat endliche Ordnung} >.
Obige Isomorphieaussage bedeutet also folgendes:

Dividiert man aus I, die Gruppe, die von den Elementen mit endlicher
Ordnung erzeugt wird, heraus, so ist dieser Quotient isomorph zur Funda-
mentalgruppe des Graphen r.,\” beziiglich eines beliebigen Basisknotens v.
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Wendet man auf diesen Isomorphismus den Funktor ( )ab an, so erhélt man

b
1. (F“/r,,,,)a 2 my(v, ,\7)%. Weiter ist

2. m(v, V)® = Hy(r\7, Z) nach Satz 1.21 .

Lemma 2.33 (T, & (F"/ru,,)ab)

— e ab
Der kanonische Homomorphismus p von T, =5’ frorsion(rgy) nach (P"/[‘u' f)
ist bijektiv.

b
Bewels: Nach 1. und 2. ist (r"/pu,f)a torsionsfrei, also faktorisiert die

ab J—
kanonische Abbildung I'?® — (r"/[‘“, f) iiber I,. Damit ist p wohldefiniert

und surjektiv, da die Restklassenabbildung T, —T« fr. ; surjektiv ist.

Sei a € I, Reprasentant eines Elements aus Kern(p). Dann liegt o in der
Untergruppe von I, die von I}, ; und den Kommutatoren erzeugt wird.
Damit hat a in T? endliche Ordnung, verschwindet also in Tf,. o

Mit 1. und 2. ergibt sich nun folgender Satz.

Satz 2.34
Sei v ein beliebiger Knoten von T . Es existiert ein Isomorphismus
. ab =]
i: b /torst'on - Hl(Fu\T, Z)
>

a Ya,v -
mit Pa,u(€) 1= #{e € (v,a(v)) le=& (L)}~ F#{e € (v,a(v)) =& (L)}
Wir erldutern die Konstruktion von i:

1. Erklarung der Definition von Yo

Sei @ € I,. Da 7 ein Baum ist, ist der reduzierte Weg von v nach
a(v) eindeutig bestimmt. Betrachtet man das Bild dieses Weges im
Quotientengraphen r,\7, so erhilt man wegen a(v) = v (T,) einen
geschlossenen Weg in .,\7. Dieser ist jedoch nicht notwendig reduziert.
Ein solcher geschlossener Weg kann eine bestimmte Kante & € E(1,\7)
auch mehrmals (evtl. in verschiedener Richtung) durchlaufen. %,
z&hlt nun wieviele Kanten e der Weg (v,(v)) in 7 enthilt, deren
Bild die Kante & in r,\” ist. Es ist dabei zu beachten, daB die Kanten
e € (v,a(v)), deren Bilder in der gleichen Richtung wie & verlaufen
positiv, und diejenigen, deren Bilder in entgegengesetzter Richtung zu
€ verlaufen, negativ gezihlt werden.
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2. Wohldefiniertheit und endlicher Triger:
Der Weg (v,a(v)) in 7 hat endliche Linge. SomJt ist 14, eine wohl-
definierte Z-wertige Funktion auf den Kanten von p, T Aus dem
gleichen Grund hat ¢, auch endlichen Triger auf ,\”.

3. Alterniertheit:

Man sieht der Definition von %, , direkt an, da die Funktion alter-
nierend ist, d.h. es gilt:

g Ve €r, \T : '%boz,'u(é) = —d}a,v(—é_)

| 4. Knotensummenbedingung:

i In alle Knoten w von 7 , aufler den Knoten v und (v), gehen genau-
’ soviele Kanten des Wegen (v, a(v)) hinein wie hinaus.

Davin r\?mit o(v) zusammenfillt, iibertrigt sich dieser Sachverhalt
gemifl obiger Definition zu folgender Knotensummenbedingung auf
dem Quotlentengra,phen .\

! | Vo ern,\¥ ¢ Y Yan(d) =0

t(E)=w

Aus 1.-4. folgt nun, dal ¢, € Hi(r,\, Z) ist.

5. Ich zeige nun, daB 1, , nicht von der Wahl des Basisknotens v abhingt,
indem ich zeige, dal 14, = %4, fiir alle Nachbarknoten w von v ist.

! Zunichst stellt man fest, dal a(w) Nachbarknoten von (v) in 7 ist
und dafl a(w) = w in [‘u\T ist. Dann unterscheidet man zwei Fille:

(a) Abgesehen vom Anfangs- und Endpunkt beschreibt das Bild des
Weges (w, o(w)) in ,\? den gleichen geschlossenen Weg wie das
Bild von (v, a(v)).

Also gilt "pa v = "/)a,w
. (b) Das Bild von (w, a(w)) unterscheidet sich vom Bild von (v, a(v))
! in r,\7 nur durch die Sackgasse (71, %) (#,% = Bilder von v, w
in r\7).

| Fir é € {9, wd} gilt jedoch:

#{e € (w,a(w))|e=é (L)} = #{e € (v,a(v)) | e = & (T,)} £ 1

und

#{e € (w,a(w))|e=&(IL)} = #{e € (v,e(v)) |e= & (I,)}+1,

wobei in beiden Fillen das gleiche Vorzeichen auftritt. Der Wert

der Funktion %4, auf der Kante vw ist also gleich dem Wert von

Ya,v auf dieser Kante. Es gilt also ¢4, = Yo w-
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6. Sei o,8 € I, , v € V(T). Durch Komposition von Wegen (vgl.
Definition 1.8(d) ) erhilt man folgende ”Weggleichung”:

(v,2B(v)) = (v, B(v)) * (B(v), (B(v))-
1 Dies bedeutet, da Yapy = Yo+ Ve, B(v) - ‘
' _ Da der gewéhlte Basisknoten nach 5. keine Rolle spielt, ist die Abbil-
? dung I, — Hl(l"u\T, Z) ;@ Yy = g, Wegen Yap = Yo + ¥g
i ein Homomorphismus. Weil ihr Bild torsionsfrei und abelsch ist, fak-

tor1s1ert sie iiber einen kanonischen Homomorphlsmus i von
I, = /tormn nach Hq(p, 7 ,Z). Nach (Se, S. 55 f] ist i surjektiv.

Definition 2.35 (Raum der harmonischen Coketten)
H(T,Z)™ := Menge der f : E(T) — Z mit:

(1) VYee E(T) : f(e)= - f(E) [ ist alternierend
(2) YWweV(T): ¥ fle)= T hat keine Quellen und Senken
t(e)=v )

(3) Vyel, Vee€ E(T) : f(ve) = f(e) f ist invariant unter T,
(4) [ hat als Funktion auf den Kanten von ¢ \T endlichen Tréger .

Entsprechend definiert man Hy(7T,R ).

- Es gilt nun folgender Satz, der Hi(r\¥,Z) und H(T,Z)™ in Bezichung
zueinander setzt:

Satz 2.36

L Es existiert ein injektiver Homomorphismus

{ j: HI(I".,\ »Z) — H\(T, Z)F"

‘ P - op

mit  p(e) := w(e)Y(€) . Dabei ist

w(e) = & 'Vir"un'”:‘ = ﬁ%% und & das Bild von e inp\T.

BEWEIS:

1. Existiert ein 7 € I' mit ye = ¢, so gilt firalle 2 € [,NZ zye = e.
Dann ist w(e) und somit auch ¢ eine Z-wertige Funktion.

2. Die Abbildungen % sind wohldefiniert, alternierend und haben end-
lichen Trager auf r,\?. Dies iibertrigt sich nach Definition direkt auf
die Funktionen ¢.

3. Sei e’ =€ (Ty),dh. 3y, €L, i 1e=¢.

Dann gilt:
w(e) = #{r€lu | ve'=e'} _ #{v€lu | yrwe=re} _ #{ve€l | valvrue=e
- #{luNZ - #{TunZ - #{[unZ
#{v€lu | ve=e
= By = w(e) .

@ ist also invariant unter I},.
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4. Es bleibt zu zeigen, da8 ¢ auf 7 keine Queller und Senken hat.
Sei v € V(T) ein Urbild von % und
m(e) := #{e' € E(T) | t(¢') = vund ¢’ ist T,-quivalent zu e}.
Dann ist

0= Y 9@ = Y o) me)™t. . (vgl: Def. 1.20(3) )

t(&)=v t(e)=v

(Dabei haben wir ¢ als I, —invariante Funktion auf E(7) aufgefaft. )

5. Die Gruppe Ty, := {y € I, | 7(v) = v} operiert auf
5 = {e € E(T) | t(e) = v}, und e — & ist eine Bijektion der
Menge r,,\¥ der Aquivalenzklassen von S unter I.,v mit der Menge
{é € E(r,\7) | t(&) = #}. Deshalb ist

m(e)™! = —%—'—“: R‘: = _(ZH&FI:T.,Z w(e), und somit

2 ple)= t > w(e)y(8)

t(e)=v (e)=v

RRLCEE a0

= ﬁi ~ue) t(; ¥(&) = 0.

&)=v

6. Die Zuordnung ¢ — ¢ ist offensichtlich ein Homomorphismus und
injektiv. a

Korollar 2.37
Es gibt einen kanonischen Homomorphismus
k:T, - H(T,Z)~

o~ @, ,

. —— - 1 . M . . . .
mit  pa(e) 1= pau(e) = m7§rz(e, @,7,v) , wobei v ein beliebiger
Basisknoten ist und

1, 1(e) € (v, (v))

0, sonst.

BEwEls: Obiger Homomorphismus ergibt sich direkt durch die Verkettung
der Homomorphismen i und j, k= joi.
k ist somit ein injektiver Homomorphismus. m|
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Die Frage, wann k surjektiv ist, kann durch folgendes Korollar beantwortet
werden.

Korollar 2.38

Die Abbildung k ist surjektiv, falls ein mazimaler Unterbaum Y von p\7
existiert, der folgender Bedingung geniigt:

Fir alle Kanten e € E(T) mit w(e) > 1 ist das Bild von e in p )\ im
Unterbaum Y enthalten.

BEWEIS:

Seien €1, €3, ...,€; Vertreter modulo Orientierung der Kanten in p,\7 \ Y
€1,.-,€g Vertreter in T , ¢;,c¢9,...,¢, die zugehérige Zykelbasis von r,\7
¥; € Hi(r\?,Z) die entsprechenden Funktionen (vgl. 1.16) auf den Zykeln
ciund o; = j(¢i) € Hy(T, Z)n‘

@ € H\(T,Z)~ 148t sich immer darstellen als ¢ = fg‘_, a;pi; a; €Q.
Es gilt: 9;(€;) = é;,;, deshalb p;(e;) = 6;; - w(e;) f=1

Dann ist (e;) = Zg: a; - pi(e;) = Zg: bij - ai - w(e;) = aj - w(ej) .
Also gilt: a; = +‘-§ ¢(e;) ,da nach Voraussetzung w(e,) = 1 ist.

Somit laft sich jedes ¢ € Hy(7,Z)™ darstellen als o = Z aipi; a; € Z.
Die Abbildung j ist also surjektiv. Somit ist auch k surJektlv o

Im weiter Verlauf wird der spezielle Fall untersucht, dafl T, eine Hecke-
Kongruenz-Untergruppe ist. Dann kann man mit Hilfe dieses Korollars
zeigen, dafl die Abbildung k bijektiv ist. Also ist in diesem Fall T, isomorph
zu H(T, Z)Fu V :
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3 Der Graph )\ fiir priméires n

In Abschnitt 2.3 wurde ein Algorithmus zur Berechnung von r,\” angegeben,
der fiir Untergruppen I, mit gewissen Endlichkeitsbedingungen funktioniert.
Um einen konkreten Graph zu berechnen, sind diese Aussagen aber eventuell
zu unscharf. Erstens miifte man alle ¢ € G; durchprobieren um die ent-
sprechenden Aquiva.lenzbedingungen iiberpriifen zu kénnen und zweitens
weil man i.a. nicht, bis zu welcher Stufe A; man gehen mu8, bis keine
Knoten bzw. Kanten mehr zusammenfallen. _

Mehr 148t sich sagen, wenn man sich auf folgende Untergruppen beschrénkt:

Definition 3.1 (Hecke-Kongruenzuntergruppen)
Es sein = n(T) € A ein nichtkonstantes Polynom. Die Hecke-Kongruenz-
untergruppe zu n ist dann:

ro(n):={(‘c’ 3)er; nle } .

3.1 Grundlegende Uberlegungen

Ich betrachte ab jetzt den speziellen Fall, da8 n primdr ist (d.h. n = f7;
fprim; r>1).

Spéter werde wir sehen, dafl man den allgemeinen Fall durch komponenten-
weise Betrachtungen auf den priméren Fall zuriickfiihren kann.

Fir alle vorkommenden Polynome X,¥,b,0,v,... bezeichne ich im folgenden
mit 271,721,571 41, »=1, .. das Polynom aus A (falls existent) mit klein-
stem Grad, fir das zz™! =1 (n),yy~! = 1 (n),... gilt.

Sei U(n) = {u1,us," +,um} ein Vertretersystem von py(,)\7 ,d.h.
fir alle v € T existieren eindeutige 7o € To(n),u; € U (n) mit v = you;
(beachte: Z C Iy(n)).

Satz 3.2 (Vertretersystem U(n))
Sei n primdr, d.h. n = fT (f prim; r > 1). Dann sieht ein Vertretersystem
U(n) von po(m)\T (2.B.) folgendermafen aus: '

0 =1( & 9 ) we R dests) < deo

U {( (1) —ul ) | u € Fy[T]; deg(u) < deg(n) und f|u}

a b
d

Wir unterscheiden zwei Fille.

BEWEIS: Sei v = €l mit det(y)=ad - bceFy
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1. ggT(d,n) = 1.
Dies ist dquivalent dazu, da8 3d"1€ A: d-d™'=1 (n).
Dannist cd™! =e-n+u mit e,u € A; deg(u) < deg(n) .
Es gilt:
_[a b)Y _ (a-bu b 10
T=\ecd)T\c—du d u 1
mit ( L0 ) cU
u 1
a—bu b
und ( . du d) € To(n) ,
dac—du=c—dedl=c-c=0 (n).
2. ggT(d,n)= f*; se N,s < r.
Wegen det(v) € F,* gilt ggT'(¢c,n) = 1. Dies ist dquivalent zu
dcleA:c-cl=1 (n)

Dannist cc'd=e-n+u mit e,u € A; deg(u)< deg(n).
Wegen f*|c~1d gilt flu. Also ist:

a b\ _[au-b a 0 -1
c d/] \ewu—-d c 1 u
m.it(o _l)eU
1 u
d au—b a T
un cu—d ¢ € To(n),

da cu—d=ccld-d=d-d=0 (n).

Man rechnet leicht nach, dafl verschiedene uy,us € U(n) verschiedene
Klassen in ry(n \? haben. O

Satz 3.3
Essei: ic Amit3i~l € A: 4i~1=1 (n), s € Ny

undu1=($ ﬁ_fls)eU(n) bzw.uz=(ﬁ}s (1)>€U(n)

Dann ezistieren 71,72 € To(n) :

% * * %*
nu={ g g bzw. youz = fooat )

Vor dem Beweis noch eine kurze Anmerkung iiber den Sinn dieses Satzes:
. « . a .
Wir werden spiter sehen, daff von einem Vertreter u = c 4 o die

Komponenten ¢ und d wesentlich sind. Obiger Satz beedeutet dann, daff man
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- als wiirde man mit dem Quotienten ¢ rechnen - mit bestimmten Elementen
erweitern bzw. kiirzen kann. _

‘Es zeigt sich dann, daf$ ro(n)\r" zur projektiven Geraden P(A/ (n)) iiber
dem endlichen Ring A/(,) in Bijektion steht.

BEWEIs zU SaTz 3.3 :
Es gilt g¢gT(2~1, f*) = 1. Mit dem euklidischen Algorithmus lassen sich
dann Polynome z,y € A konstruieren mit: z@~! + yf* = 1.

. z 4+ yife
Fir v = fs(ﬁ'lyﬁf- 1) ﬁ:l_l_l ) € To(n)

_{ —=-vif oy : .
und 2 = ( fo(1-a-1a) a-! ) € Io(n) gilt dann:

Yy -z -z ¥
MUy = ( -1 fe ) und 72u2=( e -1 ) o

Nun komme ich zur Diskussion des schon oben erwihnten Prinzips, da8 von
. b . .
einem Vertreter u = ( : d ) nur die Komponenten ¢ und d wesentlich

sind.

Die Uberpriifung einer Aquivalenzbedingung nach Satz 2.28 sieht im all-
gemeinen folgendermafien aus: s~t <& g€ G:sgt™! € Ih(n).

G ist hierbei eine geeignete Gruppe (beachte: Iy(n)Z = Ip(n)). Diese
Bedingung wollen wir nun genauer unter die Lupe nehmen.

Sei dazu: s = [ ! %2 , t= f1 1t und ¢ = a1 92
S3 84 i3 U4 93 94
sgt~1 € To(n)
-1
$1 82 g1 92 t1 12
& € Iov(n
(83 84)(93 g4)<t3 t4-) o)
1 82 N 92 1 ty -t
® ( 83 S4 ) ( 93 94 ) det(%) ( -3 %4 ) € Do(n)

S191 + S293  S192 + 5294 g -1
& € Io(n
( 8391 + 5493 392 + $494 -tz 4 o(m)

< (8391 + 5493)t4 — (5392 + 5494)t3 = 0 mod n
Man erkennt nun an dieser Bedingung zweierlei.

1. Die Koefﬁiienten s1, 82 und t;, t; sind fiir die Aquivalenz nicht entschei-
dend. Also geniigt es, Vertreter durch Tupel darzustellen. Im fol-
genden wird ein Vertreter s = ( 51 %2 ) nur noch als Tupel ( 54 )

83 54 83
angegeben.

2. Da es sich um eine Kongruenzgleichung modulo n handelt, kann man
auch die Koeffizienten s3 und s4 modulo n betrachten.
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Wir definieren nun ein Vertretersystem, das nur noch aus Tupeln besteht.

_Satz 3.4 (Vertretersystem V(n))
Sei n primér (n = f* ; fprim vom Gradl > 1; r > 1). Dann sieht -
ein Vertretersystem V(n) von p,n)\I' folgendermafen aus:

Vin) = {< 1 )} u {< ’1‘ ) | u € Fg[T); deg(w) < deg(n)} U
U{( ) |u € Fo[T]; deg(w) < U(r—i); f fu} .

BEWEIS:
Seien {( 51 5 )} Vertreter gemis Satz 3.2 .
83 84

Die Menge der Tupel {( ::4 )} ist dann
3

{( y ) | deg(u) < deg(n)} U {( 1 ) | deg(u) < deg(n); flu}

{(;)}u{( >Ideg(u)<dey(n);f1u}u

{( . ) | deg(u) < deg(n); flu} u{( 1 ) | deg(u) < deg(n); flu}
- {( ; )}u{( “ ) | deg(u™) < deg(n); f fu~'} U

{ i ) | deg(u) < deg(n); flu} U{< ;‘ ) | deg(u) < deg(n); flu}
{(3)}u{( )ldeg(u)<deg(n>}u

:{( o ) | deg(v) < deg(n) ~ il; f Jo}

{(},)}u{( ) faesto) < destony
U1{( ) |deg(v) < i(r=3); f v} .

Mit folgendem Rechentrick 148t sich zeigen, da$ der Grad von v~! immer
kleiner /(7 — 1) gewahlt werden kann.

Annahme: deg(v‘l) > (r—1)

Dann lafit sich v=! schreiben als v~ =bf™  — g :ua,b€ F,[T].

Wegen deg(v~1) > I(r — 1) kann man b 96 0 und deg( a) < I(r — i) wihlen.
Wegen f fv gilt f fv=! und insbesondere f Ja.

Sei nun:

k:=min{le N|2'> 77} wnd pi= (a=1)?"1 H (B P00 4 o)
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Dann gilt: ‘
vl p = (a71)2-1p2" 25 (i) g2 = (g-1)2¢-1 -(~a?") = —a (mod n)
und . . |
fiop= (@) 1?1 = fi (mod n) .
-1
Erweitert man also den Vertreter | = £ mit p, so erhélt man den

Vertreter ( }? ), mit deg(—a) < I(r —3) - 1. a

Definition 3.5 (Vertretergleichheit)
% ) undt = 4
$3 i3
wenn sie durch den gleichen Vertreter u € V(n) dargestellt werden. Wir
schreiben hierfir s = {.

Zwei FElemente s = aus A? heifien vertretergleich,

Bemerkungen:

l. Esgiltalso s =t < 37€Po(n)mit< o )=’7( - )

83 84 i3 4

2. Mit der Notation aus Satz 3.3 gilt s = ¢, wenn s durch Kiirzen und
Erweitern mod n aus t hervorgeht.

3. Sein:f",(Z)eV(n)undueAmitf,(u.

Dann gilt: (;y)ﬁ(u;lz)'

4. Sei t3 = s3 (n) und t4 = s4 (n). Nach Bemerkung 2 (auf Seite 32

unten) gilt dann ( 54 ) = [ U ) .
83 i3

5. Ein weiteres praktischen Kriterium fiir die Vertretergleichheit ergibt
sich durch folgende kurze Rechnung:

-1
sa \ . [ ta S1 82 i
(2)=(8)= (2 2)(hs) e

1 81 82 4y —i _
< ) ( S3 84 ) ( M ) €lo(n) & s3ty = s4t3 (n)
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Definition 3.6 (Zéhler und Typ eines Vertreters)
Fir einen Vertreter gemdff Satz 8.4 fiihre ich folgende Bezeichnungen ein:

1. Die Komponente u eines Vertreters ( ',L; ) heifit Zihler des Vertreters.
. . . ' ?
2. Der Ezponent i der zweiten Komponenten eines Vertreters fi
heift Typ des Vertreters.

1
Typ r. Letzterer wird auch als oo- Vertreter bezeichnet.

) . .
Die Vertreter | _ | erhalten den Typ 0 und der Vertreter'( (1) ) den

In Satz 2.28 haben wir genau formuliert, wann zwei Knoten bzw. Kanten
identifiziert werden. Diese Bedingungen méchten wir nun auf unser Vertreter-
system V(n) iibertragen.

Satz 3.7 (angepafite Aquivalenzbedingungen)

. t 2
Seiens= | 1 % t=| 1 2 )eU(n) und
$3 84 t3 14

i= ( :: ) = ( :: ) die entsprechenden Vertreter aus V(n) und k € Ng.

Dann gilt: g €Gr: gt €Tp(n) & 3¢’ €Gr: g - T=5.

BEWEIS: Sei dazu ¢ = ( g1 92 )
93 94

Die Aussage sgt~! € Iy(n) ist dquivalent zu: 3y € To(n) : s = 7tg~!, oder

mit der Bezeichnung aus Satz 3.5: 5§ = tFl, wobei t;rl der Vertreter aus

V(n) ist, der tg~* entspricht.

Es ist aber

tg=! = L 1 &2 94 —92 \ _ _1 _ * * _
det() \ t3 14 -93 9 %U9) \ g4ts — gsta  grts — gats

Wegen f [det(g) gilt

1o Qita—gts \_ [ @1 —¢ ta Y _ ot ) _
= ( —g3t4 + gat3 ) - ( —93 94 ) (ta ) -9 (ts ) =9t

ool — 91 -9

m.ltg—(_ga py € Gy .
- Wir haben nun zwar nur die eine Richtung obiger Aussage bewiesen
(39 € Gr : 59t € To(n) = 3¢’ € Gx: ¢'-1 = 5 ), aber hierbei
nur Aquiva.lenzumformungen gemacht. Also gilt sogar die Aquivalenz:

dg€Gr:sgt™ €To(n) <= g’ €Gy:g'-T=35. o
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Wir haben also jetzt die Menge der Bahnen von Gj auf r‘o(n)\r (rechte
Operation von Gi) mit der Menge der Bahnen von Gy auf V(n) = P1(4/(,))

(linke Operation von Gy) identifiziert.

Durch diese theoretischen Uberlegungen hat man jetzt nicht nur "kleinere
Vertreter” (zwei Komponenten statt vier), sondern auch eine echte Rechen-
ersparnis. Vorher mufite man die gesamte Bahn sgt~! ausrechnen (alle
g € Gy durchprobieren). Nun kann man die Operation einer Gruppe G
auf V(n) = P'(#/(,)) betrachten und erhslt so wesentlich einfachere und
griffigere Aquivalenzrelationen. Folgende Aussage ist z.B. sehr einfach ab-
zulesen:

Satz 3.8

Sei H = Gi(k 2 1) oder H= GoN Gy = B(F,). Fir u,u' € V(n) gilt:
Sind u und v’ H-dquivalent, so haben sie denselben Typ.

Mit anderen Worten haben also alle Vertreter von Kanten der Stufe AxAx+q
(k > 0), die in einen gemeinsamen Knoten der Stufe Ary1 minden, den
gleichen Typ.

BEWEIs:

Seig = (g b(j)) € H.

Fiir den Vertreter (1) € V(n) ist die Aussage trivial, da
(6)=(5)= ()

Sei also ;f, ) €V(n) ,i€ N.

Dann ist:

( a bT) ) ( z ) B ( az+b(T)ff ) . ( d~laz + d~1(T)f )
0 d f’ - df' - fz' .

Ist der Zahlergrad kleiner als {(r — %), so handelt es sich um einen Vertreter
geméf Satz 3.4. Ist der Zahlergrad grofler oder gleich I(r — ), so erweitert
man mit (d"1az — d~18(T") f*) und sieht dann:
d7laz +d7B(T)f* \ . [ d7%a®c® - d7W(T)2f% \ . [ d7laz .
fi = d"laa:f“ — d'lb(T)f% - fi :
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Definition 3.9 (Vi(n), Err+1(n)s []ks [v]krs1 )
Fir k > 0 sei Vi(n) die Menge der Knoten der Stufe Ay und Ef g41(n)

die Menge der Kanten der Stufe AxAxy1 von pom)\7 .

Fiir v € V(n) bezeichne [v]; die Klasse von v modulo Gi. [v]) steht also
fir den durch v bestimmten Knoten der Stufe Ay. Entsprechend bezeichne
[v]k,k+1 die Klasse von v modulo Gk N Gry1. [v]k k41 steht also fir die durch
v bestimmie Kante der Stufe AgAryq.

Dann ist  Vi(n) N Gk\V(n) = Gk\pl(“‘/(n)) |
und Eries1(n) = 66V = GunGyy, V0 00,

Die kanonischen Bijektionen beschreibe ich im Hauptsatz 1 (nichste Seite).

Definition 3.10 (o, )
Fir k > 0 seinen of : Expy1 — Vi(n) und tx : Expe1 — Vigi(n) die
Abbildungen die einer Kante e € Ey k41 die Knoten o(e) bzw. t(e) zuordnen.

Wegen der Anmerkung (1) zu Satz 2.28 ist o fiir k¥ > 1 bijektiv, d.h. jeder
Knoten besitzt genau eine nach rechts weglaufende Kante.

Satz 3.11

Fir k > 1 haben wir wegen Gy C Gi41 die kanonische Surjektion

Pk : Vi(n) = Vigi(n), die jedem Knoten der Stufe Ay seinen (eindeutig
bestimmten) rechten Nachbarknoten (der Stufe Aj.;) zuordnet.

BewEis: (falls noch nicht klar)
pr(v) = t(ox(v)™?) ist offensichtlich eine wohldefinierte surjektive Abbildung
von Vi(n) nach Viyi(n). o

Bei den ganzen Berechnungen fillt auf, daB das Zentrum (vgl. Satz 1.35) auf
den Vertretern trivial operiert. Es geniigt daher, die Operation der Gruppen

B:={(g i’) laqux;bqu}

ék::{(g 11)) la € F,%; beF[T); deg(b)gk} (k21)

zu betrachten. Auch bei der Untersﬁchung der Aqgiva‘lenz:bedingungen bzgl.

Go = BU BwU werden wir uns auf die Mengen B und BwU zuriickziehen

(B U BwU ist keine Gruppe). Dabei sind B = B(F,) und U = U(F,) die in
01

1.39 und 1.41 definierten Gruppen und w = 10 )
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Hauptsatz 1 (Berechnung von r‘o(n)\T falls n(T) primaér)
Man erhdlt den Graphen po(n)\T indem man Knoten und Kanten des

graphz'scﬁen Grundgeriists

v;(Ag) v;(Aq) vi(A2) v;(As)

a(f)=  O——O——O0——0
w(l)= O——0——O0—0-
)= O— OO0

(vi € V(n) gemdp Satz 3.4) entsprechend folgender Vorschriften zdentzﬁzzert

(1) vi(Ao) ~ vj(Ao) & | 3g € Go: gv; = v; |;

(2) ’Ui(AoAl) ~ ’Uj(AoAl) =4 3g € B L gv; = v,

(3) Firk > 1 : vi(Ax) ~ v;(Ax)

< v,'(AkAk+1) ~ vi(ArAr41) © | g € G"k 1gv; = v;

E::{(g I;)Iaqux;bGFq}
G :={(8 11)) |a € F*; b€ Fy[T]; deg(b)gk} (k>1)
U;:.{(g Yreen)

Go .:BUBWU.

~-

mit:

BeEwEis: Folgt direkt aus 3.4 bis 3.7 .

Mit dem Hauptsatz 1 ist nun der Weg zur Berechnung der Graphen Fo(n)\

geebnet. Durch weitere Uberlegungen kann man nun préazisere Angaben
iiber die Struktur ( Welche Knotentypen kénnen auftreten ? ) der Graphen
r‘o(n)\ machen. Fir einige Berechnungen ist es am geschicktesten mit den
Klassen [v]x bzw. [v]x k41, die Knoten bzw. Kanten der entsprechenden
Stufe darstellen, zu rechnen. Bei anderen Berechnungen werden wir die
Bahnen Giv bzw. (Gi N Gry1)v untersuchen. Gleichzeitig méchte ich in
diesem Kapitel einen Algorithmus entwickeln, der eine effiziente Berechnung
der Graphen I (n)\ (mit dem Computer) erlaubt. Dazu ist es sinnvoll, jede
Bahn durch einen noch eindeutig zu bestimmenden Vertreter zu reprisen-
tieren und dann mit diesen speziellen Vertretern zu rechnen. Fiir Kanten der
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Stufe AxAx41 (k> 0) und Knoten der Stufe Ax (k > 1) gilt nach Satz 3.8,
daf alle Vertreter, die die Kante bzw. den Knoten reprasentieren, denselben
Typ haben. Sie unterscheiden sich also nur in den Zahlerpolynomen. Ver-
treter des gleichen Typs kénnen durch folgende Ordnungsrelation verglichen

werden: ( 1}} ) =< ( 1}3 ) & u(g) < ug),

wobei auf der rechten Seite u; und u; als Polynome in Z[T'] mit Koeffizienten
in {0, ...,¢—1} C Z aufgefasst werden. u;(g) und u5(q) werden dann auf Z
mit der gewShnlichen Ordnungsrelation ” <" verglichen. Als Reprisentant
fir eine Bahn Grv (k > 1) bzw. (Gk N Giyq1)v (k > 0) wihlen wir den
beziiglich ” <" kleinsten Vertreter der Bahn. Dieser ist eindeutig bestimmt,

da die Abbildung A _: ué) wegen der Koeffizientenbeschrinkung
(0, ...,qg—1)injektiv ist.

Wenn n primér ist, kann man sehr genau angeben, wieviele Knoten und
Kanten es in den einzelnen Stufen gibt. Wir werden spiter feststellen, daB
es nur vier Arten von Knoten gibt. An folgendem Beispiel werde ich die
einzelnen Uberlegungen und Sitze erliutern.

n= f2; f € F3[T]ist prim und hat den Grad 2.

Wegen B C G (k > 0) folgen aus der Aquivalenzrelation v;(AoA1) ~
v;(AoA,) die Relationen v;(Ag) ~ v;(A) fiir alle ¥ > 0. Es ist daher sinnvoll,
ausgehend von V(n) zunichst die Menge Eg1(n) der Kanten der Stufe AgA;
zu berechnen.

3.2 Kanten der Stufe AgA;

Durch folgende Uberlegungen kann man die Menge Eg1(n) der Kanten der
Stufe AgA; explizit angeben. '
T

Sei dazu g Il))eéonél,(fi)EV(n),d:deg(n);l:deg(f).

Es gilt: (g i)(;):(az;bﬂ).

Wir wollen nun das bzgl. ” <” kleinste Element dieser Bahnen berechnen.
Dazu unterscheiden wir drei Fille:

(1) Ist deg(z) > l4, so kann man mit a € F;* den Zahler normieren und
dann mit b € F; den li-ten Zahlerkoeffizienten auf Null setzen.

(2) Ist deg(z) = I¢, und ¢ der hdchste Koeffizient von z, so hat z — cf*
einen Grad kleiner i (f als normiert vorausgesetzt). Sei z — cff # 0
und A der h§chste Koeffizient von z — c¢ft. Mit a := % und b:= -3
ist az + bf* normiert und vom Grad kleiner /:.
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(3) Ist deg(z) < Ui, so erreicht man durch b = 0, da8 der li-te Koeffizient
gleich Null ist, und durch a € F;* geeignet, daB der Zahler normiert
ist. :

Ist u € V(n), so schreibe ich "v” fiir die durch u(AgA;) reprisentierte Kante
der Stufe AgA,. Ein Reprisentantensystem fiir die Menge Eg; dieser Kanten

~ ist dann:

{( (1) )}U{( (1) )}U{( 1{ ) | u normiert, deg(u) < d , T|u} U
rL—Jl{( u ) | deg(u) < I(r — i), w normiert,f fu, } |

fi li-ter Koeffizient von u ist Null

i=1

Ich schreibe dafiir auch kurz Epi(n) = {..}. Ahnliche Bezeichnungen
verwende ich zur Beschreibung der anderen Knoten und Kanten.

Fiir unser Beispiel bedeutet dies:

o ()(0).(F ) (7). (7177

T34+ T T3+2T) (T3+T.2) <T3+T2+T)~

-

1 ’ 1 1 1
T3+T2+2T) (T3+2T2 T3+2T2+T)
1 ’ 1 ’ 1 ’

() (LG
()

Es gibt also 19 Kanten der Stufe ApA;.

3.3 Knoten der Stufe A; (k> 1)

Durch shnliche Uberlegungen wie in 3.2 kann man auch die Menge Vi(n)
der Knoten der Stufe Ay (k > 1) angeben. Man beachte, da8 fiir k > 1 gilt:

Eepia(n) = Vi(n) pie Angabe einer Knotenmenge Vi(n) ist also gleich-

e — ofe)
bedeutend mit der Angabe der Kantenmenge Ex k+1(n).
Seien 0 b(fll“) € Gy, ;i € V(n), d = deg(n),! = deg(f).

Dann gilt (g b(il’) ) ( ;:i > _ ( a:z:+})i(T)fi )

Nun suchen wir wieder den bzgl. ” <" kleinsten Vertreter der Bahnen.
Durch b € F, kann man jetzt den i + k-ten Zihlenkoeffizienten auf Null
setzen. Durch a € F;" kann man dann das Zihlerpolynom normieren, falls
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deg(z) < li + k gilt (sonst ist er schon normiert (vgl. 3.2)). Also sieht die
Menge Vi(n) der Knoten der Stufe Ay (k > 1) folgendermafen aus:

Vk(n)={( é )}U{( (1) )}U{( ;‘) | w normiert, deg(u) < d , T*¥+|u}u

= .fi J=0
=
fh,ai=..=auu=0

I(r—i)-1 .
fol ( u ) | u= Y a;T?,u normiert, }

Wendet man diese Formeln auf unser Beispiel an, so erkennt

man, dafl es 10 Knoten der Stufe A; gibt:

[0 T? T3 T3 4+ T2 T3 4 272 1

- (21101 (7). ).
1 T T+1 T+2 }
T I N A N A A N '

Es gibt insgesamt 7 Knoten der Stufe A,:

40 T3 1 1 T T+1 T+2
so=((3)(7)(0)-(5)-(5)(75)- (757 )
und 6 Knoten der Stufe A; fiir (k > 3):

0 1 1 T T+1 T+2
V = b ] ? b Y °
o=((3).(6).(7)-(5)(7)- (75
Der Graph po(,,)\T sieht nach den bisherigen Ergebnissen also folgendermafen

aus (wobei noch zu kliren ist, welche Kanten der Stufe AoA, bzgl. Go
identifiziert werden):

—O—O0— O >
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Anhand der ﬁberlegungen von Abschnitt 3.3 kann man nun folgenden Struktursatz

beweisen:

Satz 3.12 (kleiner Struktursatz - Teil 1)

Es gibt nur drei verschiedene Knotentypen der Stufe Ay (k > 1):
(1) Spitzen-Knoten der Form

(2) Umverteilungsknoten der Form  ~——()——

(8) stabile Knoten der Form q>o-

u

BEWEIS: Es sei ( Fi ) € V(n) mit Klasse z := [( f'lf' )]k € Vi(n).

Wir bestimmen das Urbild #;1 (z). Nach 3.8 werden alle Klassen von
!

1, (z) durch ( ;,- ) € V(n) reprisentiert. Es gilt eine der folgenden

Alternativen:
(1) Alle u' zu Vertretern dieses Typs haben kleineren Grad als I3 + k.

Dann besteht das Urbild nur aus der Klasse [ }‘, Jk=1,k- z ist somit

ein Spitzenknoten der Stufe Aj. Da fiir wachsendes k obige Bedingung
erhalten bleibt, ist z ein Spitzenknoten aller Stufen Aj fiir 7 > k.

(2) deg(u) < li + k und es gibt mindestens ein %’ des Grades li + k (evtl.
u selbst).
Dann gibt es genau ein v/, das bis auf den Koeffizienten von TV+F mit
u tibereinstimmt. Somit besteht ¢}, (z) nur aus den (verschiedenen )]
!
Klassen von [( ;‘, )]k—l,k und [( ;i )]k—l,k- z ist also ein Umvertei-

lungsknoten.

(3) deg(u) > li + k.

Dann gibt es auBer u noch g-1 weitere u’, die bis auf den I7 + k-Koeffi-
zienten mit u {ibereinstimmen. Diese q (G'k_l n G’k)-mﬁ.qujvalenten
Elemente von V(n) werden unter Gy identifiziert. z ist dann ein
stabiler Knoten. a

Man erkennt sehr leicht, daB fir ¥ > d nur noch die Alternative (D
(Spitzen-Knoten) auftreten kann. Hierdurch kénnen wir die Spitzen
(= Halbgeraden ) des Graphen po(n)\T charakterisieren.
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3.4 Spitzen

Die Knoten-Menge V;_1(n) entspricht der Menge der Spitzen des Graphen.
Nach Abschnitt 3.3 ist ein Reprasentantensystem § p(n) fiir die Menge der
Spitzen des Graphen po(n)\T gegeben durch:

Sp(n)={(‘1’)} y {(},)}

r—1 u min{li-1,l(r—i)-1} .
U yl{ fi u= JZ:O a;T?; f fu; u normiert } .

Nun berechne ich noch die Anzahl der Spitzen:

(1) Die zwei Spitzen {( (1) )} U {( (1) )} treten immer auf.

(2) Bei den iibrigen Spitzen unterscheidet man zwei Fille:
21 li-1<l(r-i)-1,dh i< [Z].
Betrachtet man nun die f-Entwicklung der Polynome u
li=1 . :
UD) = ¥ o5 = 32 F(DF , deg(B(T)) <1,
g= 7=

so erkennt man direkt, da8

31/ li-1 . ol |
#{U\| 5 )lv= 2 oT9; f fu; unormiert } = 3 £=1gt-1),
= i=0 =1

(22) li-1>1l(r-4)-1,dh. i> [5]-
Durch analoge Betrachtungen sieht man, da
I(r—1)-1

r—1 .
#{ U <}i)|u= 2 a;T?; f fu;u normiert}
=g 3=0
_ 'Z‘:l g1 lr—i-1)
i=(Zj41 77

Fir die Anzahl der Spitzen ergibt sich somit

[%] ql___l . r—1 ql—l )
#{Sp} = 2 + E —_—l-ql('_l) + Z ; ql(r—z-—l)
=1 4 i=[gl 17
! 1z] [55)-1
¢—-1{qgtzl -1 i
= 2 1
= 1 I[7532] 1]
= 2+Ej'1-(q 2 —1+q2—1).
r—1 r
Somit hat der Graph FO(n)\T 2+ 9'[_—7-%4_.51![7# Spitzen.
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3.5 Zwischenergebnis

Ausgehend von den Kanten der Stufe AgA; kann man die Kanten und
Knoten hoherer Stufen sehr einfach berechnen. Es fillt auch auf, daB diese
Teilstruktur des Graphen nur vom Zerfillungstyp von n = fr (d-h. r und
Grad von f) abhingt. Dies gilt jedoch nicht fir den gesamten Graphen.
Wir werden im folgenden sehen, daB man genau angeben kann, wie viele
Knoten von einem bestimmten Typ es in der Stufe Ag gibt. Welche Kanten
der Stufe AgA; bzgl. Gy identifiziert werden, hingt dann aber doch sehr
stark vom Polynom f ab.

3.6 Knoten der Stufe A

Es bleibt noch die Frage, welche Vertreter bzgl. Gy identifiziert werden, d.h.
fiir welche s,t € V(n) 3g € Go : gs = 1.

Nach Definition (vgl. Hauptsatz 1) ist: Go = B U BuwU .

Was uns eigentlich interessiert ist, wie viele Kanten der Stufe AgA; in einen
Knoten der Stufe Ay miinden. Wir wollen also wissen, welche
B-iniquivalente Vertreter aus V(n) bzgl. BwU identifiziert werden.

Satz 3.13 (BwU-Hilfssatz)

(a) Ein Vertreter v € V(n) vom Typi > 1 kann durch Elemente aus BwlU
nicht mit einem Vertreter des Typs j > 1 identifiziert werden.

(b) In der Stufe Ao wird ein Vertreter v € V(n) vom Typi > 1 bzgl. BwlU
mit entweder genau einem oder genau q paarweise B-indquivalenten
Vertretern des Typs 0 identifiziert.

(c) Kann ein Vertreter v € V(n) vom Typ 0 bzgl. BwU mit keinem
Vertreter des Typsi > 1 zdentzﬁzzert werden, so ezistiert entweder kein
Vertreter oder genau q paarweise B-indquivalente Vertreter des Typs
0, die durch Elemente aus BwU mit v identifiziert werden kénnen.

BewEls:

(1) Beweis von Aussage (a):

Sei v = ( ;f, ) € V(n) ein Vertreter von Typ 7 > 1. Dann rechnet

man leicht nach:

e (31)(13) (1) (1)-(2e)

Wegen f fugilt f fef* + u und somit:

( (a+be)fi +bu ) - ( ((a+be)f +bu) - (cf +u)™ ) .
cfr+u 1

Also haben alle Vertreter BwUv den Typ 0, womit die Aussage (a)
bewiesen wire.
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(2) Zum Beweis von (b) ist es zweckmiBig, einen Vertreter o' € V(n) des
Typs 0 anzugeben, der bzgl. BwU mit v identifiziert werden kann:

=(F)-(1)
()38 () (3) b

Wir untersuchen nun, wieviele Vertreter des Typs 0 durch Elemente

aus BwU mit v’ identifiziert werden kénnen. Dazu unterscheiden wir
zwei Fille:

(2.1) i> [;1] dh. 2i>r-1.

Fir ¢ € Fp* gilt dann (7' f +¢) ™' = -4 (x™1f - ¢) (mod n),
da (v lfi+c)-(ulff =¢)

=u?f%-c?=-c® (modn) mit—c?eF,"
Daraus folgt:

= ' B 1 = ulfioe
BuwUwv _B<u_1f,.+c)_3( A

s(7)es

Alle Vertreter vom Typ 0, die bzgl. BwU mit v identifiziert
werden, sind zu v’ B-iquivalent. o’ ist also der einzige zu v
B-iniquivalente Vertreter, der bzgl. BwU mit v identifiziert
werden kann. In diesem Fall miinden in den von v reprisentierten
Knoten der Stufe Ag nur die beiden durch v und v’ reprisentierten
(verschiedenen !) Kanten der Stufe AgA;.

(22) i< [552], db 2i <7 -1,
Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:

(2.2.1) Zunichst untersuchen wir, ob ein Vertreter des Typs 0, der
zu v BwU-squivalent ist, zu v’ auch B-iquivalent sein kann.

—11
I D u ? f+b — Dat
Bva_B(f‘+cu)é< 1 )_Bv

& w(fftew)P=ulf +b  (mod f7)

& W= (f'teu)(fi+bu) (mod fr)

2 A+ G+ouff+(be—1u?=0 (mod f7)
9(f) = f2+(b+c)uf + (bc—1)u? kann nur dann kongruent
zu Null modulo f sein, wenn (bc — 1)u? = 0 (mod f*) ist,
was jedoch wegen f fu zu bc—1=0 &quivalent ist.

In diesem Fall gilt: g(f) = f2+(b+c)ufi=0  (mod f).
Dies ist d4quivalent zu fit(d+c)u=0  (mod fr).
Wegen i < r—ifolgtnun (b+c)u=0 (mod f%).
Dannist b+ c¢=0,da f fu und fiir g gilt:

o(f)= 5 =0. (mod f).
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Dies ist jedoch nicht méglich, da 2i < 7.

- Kein Vertreter des Typs 0, der bzgl. BwU mit v identifiziert

wird, kann auch (schon) bzgl. B mit v’ identifiziert werden.

(2.2.2) Es bleibt die Frage, ob zwei Vertreter v; und v;, die beziiglich
BwU mit v' identifiziert werden, untereinander beziiglich B
identifiziert werden kénnen. Wir wollen also wissen, ob die

01 1 ¢ U .
q Vertreter ( 10 ) ( 0 1 ) ( fi ) ,. ¢ € F; zueinander

B-indquivalent sind.
Ann.: 3 ¢1,¢0 € Fy, €1 # ¢2 mit

= 1 (5] - D 1 Co

Bw(0 1 )v_B'w(O 1 )v
Dann existieren a € F;*,b € F, mit

fi < afi+b92fi+bu

af +u e ft +u '
Dies ist gleichbedeutend mit der Kongruenzgleichung
(e2—acy —be1ea) f2 + (u— au —begu — bey ) fi — bu? = 0 (f7)-
Aus f fufolgt b = 0. Daraus folgt dann flu(1—a) und somit
a = 1. Dadurch schrumpft obige Kongruenzgleichung auf die
Form (e2—e1)fE=0(f).
Wegen 7 < (55 L] folgt nun ¢; = ¢,, was ein Widerspruch zu
unserer Annahme ist.

Somit sind alle q Vertreter

(26) (s T)(5) cen

zueinander B-inidquivalent, reprisentieren also q verschiedene
Kanten der Stufe AgA;.

(3) Beweis von Aussage (c):

v und alle Vertreter wUv sind vom Typ 0. Wir méchten nun zeigen,
daB diese ¢ 4 1 Vertreter entweder alle zueinander B-iquivalent oder
alle paarweise B-iniquivalent zueinander sind. Wir zeigen also: "Wenn
zwei dieser Vertreter zueinander B- -dquivalent sind, dann sind alle ¢+1
Vertreter zueinander B-squivalent”.

Sei v = < tlt ) € V(n) ein Vertreter vom Typ 0. Fiir alle ¢ € F,

sollen die Vertreter w ( (1) ; ) v vom Typ 0 sein, d.h. es muB gelten

(3)= (1)
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Mit anderen Worten gilt folgende bedeutsame Bedingung:
ffutec VeeF, (insbesondere u ¢ Fy). (3.14)
Zum Beweis unterscheide ich wieder zwei Fille:
(3.1) Ann.: 3¢€F,: w( (1) f)vEBv.
Dies ist gleichbedeutend mit: 3d € F,*,bc F, :

( 1 )i(auw) =(&(u+é)+(l~)-,&6).)
ude 1 1 Ny

Mit @ := w + &,a := &,b := b — G& schreibt sich obige Gleichung auch
einfacher als

(;’)é(au;—b) bzw. a@? +bi—1=0 (mod f7).

Fiir ¢ € F; beliebig gilt dann

a(@+¢)?+ (b~ 2ac)(i+¢)+ac—bc—1=0 (mod fr), *
was man durch Ausmultiplizieren direkt verifizieren kann.

Es ist nun k := ac? — bc — 1 # 0, sonst wire
(+c)(a(i+c)+b—2a)=0 (mod f7),

also f|@+ ¢ oder fla(@+ c) + b — 2a, was jedoch ein Widerspruch zu

(3.14) wire.
Wir kénnen also die Kongruenzgleichung (*) durch —k dividieren und
erhalten:

—2(@+c)? +2=b(G 4 c)—1=0 (modfT).

_al~ 2ac=b
Dies ist dquivalent zu ( - 1 ) = ( f(@+c)+ 25 >, was
u+c 1

bedeutet, dafl w ( (]; i ) ve By fir alle c € F,.

Wenn es also ein ¢ € F, gibt, mit w ( (1) ; )e € Be, dann gilt dies
fiir alle ¢ € F,.

In den durch v reprisentierten Knoten der Stufe Ap miindet entweder
genau eine oder genau ¢+ 1 (durch dir B-indquivalenten Vertreter wlv
reprasentierte) Kanten der Stufe AgA;.

0 1 0 1
Dies ist gleichbedeutend mit: 3a € F,*,b € F, mit

1 N a+b(u-¥-cz) .
wte | u+ e )

(3-2) Ann.: 3¢1,¢0 € Fy, ¢ # ¢ mit w( 1l g )UE Bw( 1 c >v
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Durch i := u+cy, ¢ := ¢; — ¢ 138t sich diese Gleichung auch einfacher

als ( -,1 = -{:bu ) schreiben. Dies ist dquivalent zu  b@i2+
U+ c u

(@+bc—1)i+ac=0 (mod f7).

Wegen ¢ # 0 (beachte Voraussetzungen ¢; # ¢;) und a € F*

ac # 0. Also 1aBt sich die Kongruenzungleichung umformen zu

52 4 l-azbe a.—bc =0 (modfT), was dquivalent zu

_ b5 l1—a—bc
() (#%)m

. 1 = [ u+cg
Es gilt also (u-{-cz)eB( 1 )

Fir den Vertreter 5 = | * -ii c gilt wo € B5. Dann kénnen wir
wieder mit Fall (3.1) argumentieren, wodurch auch die Aussage (c)
bewiesen wire. a

Wir fassen das Ergebnis im folgenden Struktursatz zusammen:

Satz 3.15 (kleiner Struktursatz - Teil 2)

Es gibt nur drei verschiedene Knotentypen der Stufe Ay:
(1) Isolani-Knoten der Form (——

(2) Spitzen-Knoten der Form

(8) stabile Knoten der Form Oé qt4

BEWEIs: Dieser Satz folgt direkt aus dem BwU-Hilfssatz, denn fiir einen
Vertreter v € V(n) gilt eine der folgenden Alternativen:

(1) BwUv = Bv. Dann hat v den Typ 0 und reprisentiert einen Isolani-
Knoten (vgl. BwU-Hilfssatz Aussage (c))-

(Im AnschluB an diesen Beweis gehe ich noch gesondert auf die Isolani-
Knoten ein.)

(2) Der Vertreter v hat den Typ ¢ > 1 und es gibt genau einen Vertreter
vom Typ 0, der bzgl. BwU mit v identifiziert werden kann (vgl. BwU-
Hilfssatz Aussage (a) und (b) ). Dann reprasentiert v einen Spitzen-
Knoten.

Aus dem Beweis des BwU-Hilfssatzes (vgl. (2.1)) kann man ablesen,

}‘) €V(n), i>[5.
Wegén deg(u) < U(r — i) — 1 < deg(f*) reprasentiert (vgl. Abschnitt
3.4) v auch in den Stufen A; (k > 1) einen Spitzen-Knoten.

daB v folgende Gestalt hat: v = (
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(3) Es gibt q paarweise B-iniquivalente Vertreter, die zu v (vom Typ #
0 oder =0) BwU-squivalent sind. v reprasentiert dann einen stabilen
Knoten. : |

Ich méchte nun noch einige Anmerkungen zu dem Knotentyp Isolani machen:

- 3.7 Isolani

Wir brauchen folgende schwache Version des Lemmas von Hensel.

Satz 3.16 (Lemma von Hensel)

Es sei v € N, A ein Hauptidealring, f € A prim, P € A[X] u € A
mit P(u,) = 0 (mod f7) und P'(u,) # 0 (mod f). Dann eristiert ein
Ur41 € A mit P(ur-i-l) 0 (mOd fr+1): Pl(ur+l) gé 0 (mOd f) und
Urp1 = U, (mod f7). Dieses ur4q ist eindeutig bestimmt modulo f7+1.

P(u,

BewEls: Behauptung: Das gesuchte Element ist 4,4 := u, — Py -

(0) Wegen P(u,) =0 (modf”) und P'(u,)#0 (mod f) gllt
}l;(“—')y =0 (mod f7).
(1) %41 = ur (mod f7), da %%;)5 =0 (mod f7).
(2) Durch Taylor-Entwicklung von P(X) um den Punkt u, erhilt man:
P(ur41) = P(u, — )
id Uy 2
= P(u;) - e Pl(ur) + $20r Ba(ur),  Ra(e) € A[X]
= Pﬂ,(';—')j,R(u,) 0 (mod f*1), da ﬂ("—’% =0 (mod f7).
(3) Durch Taylor-Entwicklung von P’(X) um den Punkt u, erhilt man:
P'(ur1) = P'(ur — £23)
P(uy P(uy)?
= P'(ur) — Fed P (un) + S0z Ra(ur),  Ra(x) € A[X]
= P'(u;) (mod f7) ,da £k =0 (mod f7).
Wegen P'(u,) # 0 (mod f) gilt dann auch P’'(u;41) #0 (mod f).
(4) Fiir ein %,4; mit den behaupteten Bedingungen gilt:
“HSSE ist eindeutig bestimmt modulo f, also ist u,41 eindeutig
bestimmt modulo fr+!. a

Im Beweis des BwU-Hilfssatzes haben wir gesehen, dafl die Existenz eines
Isolanis folgende Bedingung impliziert:

JaeF"beF,ucF[T}: auv®+bu—1=0 (mod f7),

wobei fiir u die Bedingung 3.14: Ve € Fy : f fu+ ¢ gilt.
Die Existenz einer solchen Gleichung bedeutet insbesondere, da die Kérper-
erweiterung qu/( 7) eine quadratische Korpererweiterung enthilt und somit
der Grad von f gerade ist.
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Wenn andererseits der Grad von f gerade ist, so gibt es ein u; € F,[T] mit
1< deg(ul) < 1, das einer Kongruenz

au+bu;-1=0 (mod f) mit a,b € F,
geniigt. Da aX?+5X — 1 iiber F, irreduzibel ist, ist jede Nullstelle einfach,
also die Ableitungen an u; # 0 (mod f). Damit ist die Voraussetzung des
Lemmas von Hensel erfiillt. Aus der Existenz von u; kénnen wir also auf

_ die Existenz eines Elementes u € F,[T] mit au® +bu—1=0 mod f7
q

schlieflen. '

Es ist somit klar, da8  deg(f) = 0 (mod 2) eine notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz eines Isolanis darstellt. Es bleibt noch
die Frage, wieviele Isolanis auftreten konnen.

Ebenfalls aus dem Lemma von Hensel folgt, da8 jede Lésung der Kongruenz
modulo f7 bereits durch eine Lésung der Kongruenz modulo f bestimmt
ist. Also hat jede irreduzible quadratische Gleichung mit Koeffizienten in
F, iber dem Ring q[T]/( #7) genau zwei Losungen.

D1e beiden Losungen einer irreduziblen quadratischen Gleichung entsprechen
nach dem BwU-Hilfssatz zwei Vertretern aus der Bahn eines Isolaniknotens.
Die volle Bahn eines Isolanis hat (wegen |B| = ¢(¢ — 1) ) genau
g(g — 1) Vertreter. Pro Isolaniknoten muf es also ﬂ";—l)- irreduzible qua-

dratische Gleichungen geben. Da es iiber F, genau ng_-l_) irreduzible quadra-
tische Polynome gibt, gibt es genau einen Isolani-Knoten.
Wir fassen das Ergebnis obiger Uberlegungen in einem Korollar zusammen.

Korollar 3.17 (Isolani-Satz)

Sei n primdr. Der Graph po(n)\T hat genau dann einen Isolani-Knoten,
wenn der Grad von n gerade ist. Jeder Reprasentant des Isolani-Knotens
hat den Typ 0.

Kommen wir nun nocheinmal zu unserem Beispiel |Bsp 1 |zuriick:

Nach obigem Satz gibt es einen Isolani-Knoten vom Typ 0. Man kann diesen
aber nur dann explizit angeben, wenn f € F3[T] bekannt ist.

Auflerdem gibt es in unserem Beispiel fiinf Spitzen-Knoten der Stufe Ag:
(1) Der oo-Vertreter wird mit dem 0-Vertreter identifiziert.

(2) Die vier Vertreter ( jlf ) , ( f]l: ), ( T}Fl ), ( T}Fz ),werdenje-

weils mit genau einem Vertreter vom Typ 0 bzgl. G, identifiziert
(Auch diese Vertreter von Typ 0 kann man nur dann angeben,
wenn f bekannt ist) .

Die verbleibenden acht Kanten bilden dann zwei stabile Knoten.
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Demnach sieht der Graph po(n)\T von _ folgendermafen aus:
o= OnAnA—>
U

MR P

O0“—O
O—0
Q=0
OO

olelele

M
O
w
M

Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen in folgendem Hauptsatz zu-

sammen.

Hauptsatz 2 (kleiner Struktursatz)
In einem Graphen l‘o(n)\T mit n primdr kénnen nur vier Knolentypen

aufireten:

| [ Knoten-Typ 1 Stufe Ao | Stufe Ay(k > 1) |

Isolani-Knoten

o—
Spitzen-Knoten O< —(O—

Umverteilungs-Knoten —0—

stabile Knoten O< qti | q %O—
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4 Der Graph 1)\ fiir zusammengesetztes n

Ich betrachte nun den Fall, dafl n zusammengesetzt ist,also

n = 1"[ f, i fi; prim vom Grad l; ; die fi; sind paarweise verschieden.

Des welteren sei n; = f,j , dj = deg(n;) und d = deg(n).

4.1 Grundlegende Uberlegungen

s .
Wir definieren uns ein Vertretersystem von [] r‘o(nj)\ri
=

Deﬁmtlon 4.1 (Vertretersystem U(n))
U(n) H U(nJ) - {(uly U2,y - 7u3) | u; € U(n‘z)} .

u; heifit d*e i-te Komponente eines Vertreters (uy,us, ceey Us)

Nach dem chinesischen Restsatz 138t sich zu jedem u = (uy, ..., u,) € U(n)
eine Matrix 4 iiber A konstruieren mit & = u; (mod n;) firi=1,..,s
Insbesondere gilt det(%) = 1 (mod n), da fiir i = 1,..., s det(u;) = 1 ist.

Satz 4.2
Sei n € Fy[T) belz'ebig und & € Mat(2,Fg[T]) mit det(é) = 1 (mod n).
Dann ezistiert ein u' € Sly(Fq[T]) (d.h. det(u') =1 ) mit v’ = & (mod n).

BeweErs: .
Nach dem Elementarteilersatz existieren Matrizen U,V € § I5(Fg[T]) mit:

UaV = (g 2) a,d € Fy[T], ad =1 (mod n).

d 1 1 —-d
Setze nun: W := d—1 1 und.X.—(O 1 )

Dann sind W und X Elemente aus Sl2(Fq) und es gilt:
— ad?
WU&VX:( ad d-ad )5(11 0)(modn).

ad—a d+ad—ad? —-a 1
Somit hat «' := U~lw-1 1 _1_ . (1) X1V~ die gewiinschte Eigen-
schaft. (]

Satz 4.2 bedeutet msbesondere, dafl die kanonische Abbildung
T ro(n)\ — H To(n; )\ surjektiv ist.
7 ist auch m_]ektlv denn aus 7(y) = «(6) fiir 7,6 € T folgt

vl = ( (Cz 3 ) € To(n;) Vi, also ¢ = 0 (mod n;) Vi.

Dies bedeutet ¢ = 0 (mod ), also 77 € T'g(n).
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Betrachtet man = als Identifikation(sabbildung), so kénnen wir U(n) als
Vertretersystem fiir I‘o(n)\r auffassen.

Es ist leicht einzusehen, dafl g € Gk komponentenweise (von rechts !) auf
S
To(m)\ = I1 To(nj\? operiert. Fiir u € U(n) gilt also:
i=1
ug = (%1, ..., us)9 = (U1g, ..., Usg) -

Man kann sich daher mit den gleichen Argumenten wie in Kapitel 3 auf ein
reduziertes Vertretersystem V(n) zuriickziehen:

Satz 4.3 (Vertretersystem V(n))

S
Sei n zusammengesetzt, alson = H f = [I n;. Dann sieht ein Vertretersystem

7=1 =1
V(n) von p,n)\I' folgendermapen aus:

V(n)={(v1,v2,..,05) | v; € V(n;)} = PYmy)x...x Pl(ny) .

Auch die Satze 3.5, 3.7 und 3.8 lassen sich direkt (durch komponentenwelse
Betrachtung) auf den zusammengesetzten Fall iibertragen.

Definition 4.4 (Vertretergleichheit).

Zwei Vektoren s = | °* | undt = ( 4 ) aus A? heifen vertretergleich,

S3 i3
wenn sie durch den gleichen Vertreter u € V(n) dargestellt werden. Wir
schreiben hierfir s = t.

Esgiltalsosit@}yelf‘o(n)mit(* *)z'y(* *>.
83 4 13 14

Satz 4.5 (angepaBite Aquivalenzbedingungen)

Seien v = (( ULl 12 ) yeens ( Vel U2 )) € U(n) und

V1,3 Y14 Vs,3 Vs
w= ( W11 Wiz Ws,1 Ws,2 ) € U(n)
= oo .
w13 Wi4 "\ ws3 wsa

7= e[ 2% Nundw = ([ U ),..., [ Yo ) seien die
'Ul 3 Vs,3 Wi,3 Ws,3

entsprechenden Vertreter aus V(n). Dann gilt fir alle k € Ny:
JgeGr:vgwlelh(n)e g €Gr:g - B=%5.

Satz 4.6
Sei H =Gy (k>1) oder H=GonGy= B(¥y). Firu,u’ € V(n) gilt:

Sind u und v’ H-dquivalent, so haben sie komponentenweise denselben Typ.
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Wie im Paragraph 3 méchte ich auch hier alle Sitze an einem Beispiel
erkliren. Hierzu bietet sich folgender Fall an:

[Bsp 2 |  n=TXT*+T+2)cFT).
~ Fiir sieht ein Vertretersystem V(n) dann folgendermmaBen aus:

Der Einfachheit halber vereinbaren wir:
Die Komponente (1) heifit co und die Komponenten ( tll ) vom Typ 0

werden nur mit dem Zahler u bezeichnet. Die Komponente ( ,} ) heifit %

und die Komponente ( ; ) entsprechend %

Wie im priméren Fall gilt auch hier (nach Satz 4.6), daB alle Vertreter,
die eine Kante der Stufe AxAgy1 (K > 0) oder einen Knoten der Stufe
Ag (k > 1) reprisentieren, komponentenweise denselben Typ haben. Mit
der Ordnungsrelation ” <" (vgl. §.39) kénnen wir die i-ten Komponenten
solcher Vertreter vergleichen. Als Reprisentanten einer Bahn wihlen wir
immer den lexikographisch kleinsten (bzgl. ” <") Vertreter dieser Bahn.
Also ist das Zahlerpolynom der ersten Komponenten des Reprisentanten
kleiner oder gleich den Zihlerpolynomen der ersten Komponenten aller an-
deren Vertreter der Bahn (Bei Gleichheit gilt entsprechendes fiir die zweiten
Komponenten usw.). Wenn ich einen Vertreter ”in Normalform bringe”,
bedeutet dies, daB ich den lexikographisch kleinsten Vertreter der (gerade
betrachteten) Bahn auswihle.
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4.2 Kanten der Stufe AgA;

Im zusammengesetzten Fall ist es schwierig, die Kanten der Stufe AgA,
‘explizit anzugeben. Man kann nur folgende Uberlegungen anstellen:
Zunichst wird B auf die erste Komponente eines Vertreters angewandt.
Dieser kann dadurch in die Normalform gebracht werden. Das Element
b € B, das man benutzt um die erste Komponente zu verindern, wird nun
auf alle Folgekomponenten angewandt. Die Normalform der ersten Kompo-
nente hat eine Fixgruppe, die dann auf die zweite Komponente angewendet
wird, .

Als legruppen treten - neben der trivialen Gruppe - die Untergruppen

:={(0 )]aEFq’"}undT _{(1 b) | b€ Fy} auf.

I. Anwendung von B auf eine Komponente v;:

Die Gruppe B kann bei einem Vertreter nur die zwei Operationen:
- Normieren des Zghlers und

- Ausloschen eines best. Zahlerkoeffizienten

bewirken.

(1) Ist die Komponente ( (1) ), so wird B auf die nichste Komponente

angewendet (B kann bei der Komponente nichts "bewirken”).
(2) Ist die Komponente ( ; ) | ¢ € Fy, so wird diese durch B zu

(1) transformiert. Das entsprechende Element von B wird auf
alle Folgekomponenten angewandt, worauf diese nur noch durch die
Gruppe W abgeindert werden kdnnen.

(3) Ist die Komponente vom Typ

d~1 ~
|u = Z anT™ mit deg(u) > 0 , so kann diese durch B zu

( u ) |u= Z anT™ mit deg(u) > 0 ; ag = 0 ; u normiert

1 2o
transformiert werden. Das Element b € B, das diese Anderung bewirkt,
wird auf alle Folgekomponenten angewandt.

(4) Hat die Komponente die Gestalt
u li(rj—i)-1 I )
i lu= Y anT™; fi; fumit <> [—-2;] , 0 kann sie
l; m=0
durch B zu

u lj(rj—i)—1 )
fi lu= ¥ anT™; fi; fuoy u normiert
J .

m=0
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transformiert werden. Auch hier wird das Element b € B, das diese
Transformation bewirkt, auf alle Folgekomponenten angewandt.

‘ (5) Es bleibt als Komponentenfyp nur noch die Méglichkeit:
u Li(rj—)-1 L -
(fli )lu: Z:O o T™ 5 fi; fu mztzg[hz—l].
g} m= '
Komponenten diesen Typs kénnen durch ein Element b € B zu
u Li(rj—i)—1 .
i lu= ¥ ap,T™; fi; fu 5 o = 0 und u normiert
I m=0 .
transformiert werden. Dieses Element b wird dann wieder auf alle

Folgekomponenten angewandt. AnschlieBend kénnen die Folgekompo-
nenten noch durch die Gruppe T vereinfacht werden.

II. Anwendung von W auf eine Komponente v;:

Durch die Gruppe W kann in bestimmten Fillen der Zahler eines Vertreters
normiert werden.

0 1
unverdndert, da W gerade die Fixgruppe dieser Elemente ist. W wird
also auf die nachste Komponente angewendet.

(1) Ist die Komponente ( L ) oder ( 0 ), so bleibt diese Komponente

(2) Hat die Komponente einen anderen Typ als in (1), also

” ljrj=1
lu= Y apT™mitu#0 oder
1 m=0

u li(r;—i)-1 . "
ﬁ, |u= mz=:0 anT™; fi; fu, so kann man

u durch W normieren. Das entsprechende Element wird auf alle Folge-
komponenten angewandt.

II. Anwendung von T auf eine Komponente v;:

Mit Hilfe der Gruppe T 148t sich in bestimmten Fillen ein Koeffizient des
Zzhlers ausloschen.

(1) Ist die Komponente (1) ) oder

u li(ri=i)—1 o e ) .
fi |u= mz-:o anT™; fi; fu mit i > [—15—-} , 50 bleibt diese

5 =
Komponente unverandert und T wird auf die nichste Komponente
angewendet.

(2) Hat die Komponente einen anderen Typ als in (1), also
Lirj—1
U 7%

lu= Y anpT™ oder
1 m=0

U IJ(TJ_Z)—I m . .. ri—1
( )Iu: > anT ;flj,{’umztzg[—-’z——],

()
l; m=0
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so kann man den Koeffizienten ap bzw. ay;; auf Null setzen. Wiederum
wird das entsprechende Element auf alle Folgekomponenten angewandt.

Diese Uberlegungen liefern zweierlei. Erstens einen rekursiven Algorithmus
zur Berechnung der Menge der Kanten der Stufe AoA; und zweitens kann
man jetzt die Anzahl dieser Kanten ausrechnen:

Berechnung der Anzahl der Kanten der Stufe AoAy

(1) Die Anzahl der Elemente des Vertretersystems V(n) berechnet man
leicht als  ¢(n) = e( ]'[ f ) = H giti=1(gh 4+ 1) .

(2) Fir alle Vertreter v € V(n) wollen wir nun die Lingen der Bahnen Bv
berechnen. Wir unterscheiden vier Fille:

(2.1) Die Bahn des Vertreters vy := (09, ..., 00) hat wegen Bue = v
die Linge 1.

Es gibt also eine Bahn der Linge 1.

(2.2) Fir ¢ € Fy sei M. := {(u1,...,%s) | u; = oo oder u; = ( ; )}

und M := U (M:\ {vo}) . Dann hat M ¢(2° ~ 1) Elemente und
die Ba.hnen a.]ler Elemente v € M haben die Lange ¢, denn aus
v € M, \ {voo } folgt ( 0 ? ) v € Myse \ {Voo }-

Es gibt also 2° — 1 disjunkte Bahnen der Linge q.
(2.3) Firj=1,...,s sei

N;:= {( f'l; ) | deg(u) < Li(r; —1); flj Ju mit 1> [212;1]}
und N := {(Jul, e Us) | u; = 00 oder u; € N;}\ {v00}-

r;—1 T,
N; hat dann (¢% — 1) JE ¢itri=i=1) = ¢hl31 _ 1 Elemente
=[]
Z’ (]

und N somit H qll[ ] —1=g¢= -1 Eiemente. Die Bahnen
=1

derve N haben wegen:

( )( ( : ),..):(..,(““;bf’ )):((2"))

die Lange ¢ — 1.
i 51
Somit gibt es 9Lq_1—_—1 disjunkte Bahnen der Linge q — 1.
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(2.4) Die Bahnen der verbleibenden Vertreter haben die volle Linge
¢(q — 1), da mindestens eine Komponente vom Typus

(?),deg(u)Zl oder <;f ),25[52&1] ist.
4

LA
Ihre Anzahl ist: ¢(n) ~1— q(2°-1) - (q:;l 17l _'1).
}f 141
Somit gibt es Ll=i=a(®' === -1 gigjunkte Bahnen der
Lénge ¢(g - 1). |

(3) Die Anzahl der Kanten der Stufe AgA; berechnet sich also als:

PIRIES 3o 4t

s j=1 _ e(n)—=1—a(2%5—=1)—(gi=1 -
Zo(m) =1+ (2° - 1) + T =1 4 ded=lmal)-(0 O

s L rj
e(n)+q(q-2)2" + q]gl J[ 2 ]

q-1

zusammengefasst :  Zg;(n) = [4.1]

q

In unserem Beispiel [Bsp 2 I gibt es somit 23 Kanten der Stufe AgA;.
Man kann auch die Menge Eo, der Kanten der Stufe AoA; direkt hin-
schreiben:

EOl(n) = { (°°’°°)7(00’0)’(°°’T)’(0’°°)7(0,0)7(0’1)’(0’T)a(O7T+ 1)7
(0,7 +2),(T, ),(T,0),(T,1),(T,2), (T,T),(T, T+ 1),
(T,T +2),(T,2T),(T, 2T + 1), (T, 2T + 2), (%, o), (%, 0),
(%7T)7(%"‘7 2T) } .

4.3 Knoten der Stufe A; (k> 1)

Wir wollen nun kliren, welche Knotentypen in der Stufe Ax (k > 1) auftreten
konnen, d.h. wieviele Kanten der Stufe Ax_;Aj in einen Knoten der Stufe
Ay miinden. Fir v € V(n) gilt:

Gkv={(g “I) ) v]a€Fy*, be FylT], deg(b) < k}

2901{( a cT* + 5(T)

0 1 v|a€Fq", be Fy[T], deg(b) <k -1}

c=0

i

- cmk
ZQ:{(S b(lT))<(1) H )viaqu*,bqu[T],deg(b>s1c—1}

g-1 . 1 _c_Tk
U (Gk=1 0 Gr)ve mit v, := a v .
c=0 0 1

Giv besteht also aus (maximal) ¢ Bahnen (Gt_; N Gi)v. . Es bleibt die
Frage, in welchen Féllen diese Bahnen verschieden bzw. gleich sind.
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Wir wollen nun zeigen: ”Sind zwei Bahnen (Gi_; N G’k)vc gleich, so sind
sogar ¢ — 1 Bahnen gleich”.
Annahme: e # ¢’ : (Gro1 NGr)ve = (Gr-1 N Gr)ve .

Wir kénnen v = ';,( so wihlen, daff 0.B.d.A. ¢/ = 0ist. Dann folgt:

Ja € Fy*,b € Fy[T], deg(b) <k ~1 :
CGT)E)-()(F)
0 1 Y JT\(0 1 Y ;°
Ausrechnen ergibt: X + ¢T*Y = aX + (T)Y.
Wegen deg(b) < k — 1 gilt nun:

deg(X) = deg(T*Y) und ¢T*Y = (a— 1)X + b(T)Y, mit a # 1 .
Fir a # 1—1; gilt dann jedoch:

acTFY = aofa-1)X + ab(T)Y
& X+aT'Y = (aa—-a+1)X+ab(T)Y
& (Gr1xNGr)vae = (Gr-16NGr)v.
Die Einschrinkung o # i~ muB gemacht werden, damit der Term
aa—a+1¢€Fg* ist. _ _
Diese Rechnung zeigt, daff sich eine Bahn Gv entweder aus genau ¢, genau

zwei oder genau einer Bahn (ék_l n G’k)vc zusammensetzt. Aus Kapitel 3
wissen wir, daf alle drei Moglichkeiten auftreten. Deshalb gilt:

Satz 4.7 (grofler Struktursatz - Teil 1)
Im Graphen r‘o(n)\T (n beliebig) gibt es nur drei verschiedene Knotentypen
der Stufe Ay (k > 1):

(1) Spitzen-Knoten der Form  —(O——

(2) Umverteilungsknoten der Form  ——=(——

(3) stabile Knoten der Form L>O——

Im unserem Beispiel . ergeben sich folgende Knotenmengen Vj:
In der Stufe A; gibt es 3 Umverteilungsknoten:

1 2T 1 2T
0 1 )(T7T)=(0a0)v (0 1 )(oovT)=(°°’0)7

1 2T
( 0 1 ) (T,OO) - (0700)7
5 stabile Knoten:
2 T
)(T,T+2) = (0,1)

01

i
TN
[ec i ]
=5
N——
=
~
+
=




l.
{
.
i
N

d
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o 1)eo = en = (3T )@m,
: Ty = 0.T+1) = 0 1 )@+,
1)@y =0Ty = (1T )@ors,
s T)en = o = (57 )aem

und die beiden Spitzen (,00) und (oo, ).

Es gibt also 10 Knoten der Stufe A;:

Vl(n) = {(Tv T)’(OO’O)’(O’OO)’ (0,1), (OvT)7(0’T+ 1)1(07T+ 2),
(%,0),(%,00),(00,00)} .

In der Stufe A; gibt es nur einen Umverteilungsknoten

2
(1) CZ; ) (0,T +2)=(0,0), und einen stabilen Knoten

(g 2:;"2)(0,141) = (0,1 = ((11 T12)(°’T)’

aber 5 Spitzen (00,0), (0, %), (00, 00), (¥,0), (%, 0o).

Somit gibt es in der Stufe A, 7 Knoten:

Va(n) = {(0,0),(0,1),(c0,0), (0, %), (00, ), (%"a 0), (%’ o) .

In der Stufe A3 gibt es auBer den 5 Spitzen von oben noch einen Umver-
2 T34 272 : .

0 1 (0,1) = (0,0). Dieser wird ab der Stufe
A4 ebenfalls zu einer Spitze. Fiir k£ > 4 ist die Knotenmenge also
Vi(n) = {(0,0), (o0, 0),(0, %), (c0, 00), (IT) 0), (]T7 00).

teilungsknoten

Nach den bisherigen Erkenntnissen hat der Graph [‘o(n)\T folgende Gestalt:
) {)——-—-OWV——>
o/

-0
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4.4 Spitzen

Analog zum primiren Fall, erkennt man auch hier, daB fir £k > d — 1 die
Abbildung ?; (und somit auch die Abbildung p;) bijektiv ist. Ab dieser
Stufe laufen also nur noch Spitzen vom Graphen weg. Ein Spitzen-Knoten
der Stufe A, & > d — 1 wird durch einen Vertreter dargeste]lt der aus
folgender Menge M stammt:

- M = {(v1,v2, -, 5)}
mitvje{(")} U {(},)}

ri—1 min{lji—1,l;(r;—i)-1}
U U{ Iu: 2 Otme;fI,'/ru}-

=1 m=0
Definition 4.8 (reguldre Spitzenvertreter)

Die Menge Spr(n) := {(u1,..,us) | uj = ( (1) ) oder u; = ( é )} heifit

die Menge der reguldren Spitzenvertreter.

Spr(n) hat 2° Elemente, die verschiedene Spitzen darstellen.
Es gilt: &(n):= #{M} = IS-I (qu[yz__l] + qli[:éi']>,
Jj=1

Die Spitzen entsprechen den normierten Elementen von M. Dies sind die 2°
Elemente der Menge Spg(n) und 5%')% weitere Vertreter.

Definition 4.9 (nichtregulire Spitzenvertreter)
Die Menge Spnr(n) der ﬂ% normierten Vertreter von M\ Spr(n) heifit
die Menge der nichtreguldren Spitzenvertreter.

Die Spitzenzahl ist somit:

k(n) — 23.

Zgp(n) = 2° + 1

[4-2]

4.5 Knoten der Stufe A,

Als letztes bleibt noch zu kliren, welche Kanten der Stufe AgA; denselben
Startknoten haben. Auch hierbei kann man sich weitgehend auf den primiren
Fall zuriickziehen.

BuwU operiert komponentenweise auf einem Vertreter v = (v, ..., v;) durch
BwUv = B(wUv,...,wUv,). In Kapitel 3 wurde genau untersucht, welche
B-iniquivalente Vertreter wl/v; in Abhéngigkeit von v; € V(n;) durchlauft.
Dabei gibt es nur einen einzigen Fall in dem die "Kraft” von BwU . nicht
ausgenutzt wird:

'ono='w((1) 1{)(3):((1))fﬁral_le(!)uef‘q.
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Wenn ein Vertreter v € V(n) im zusammengesetzten Fall keine oo-Kom-
ponenten besitzt, kdnnen in der Stufe Ag nur die vom primiren Fall be-
- kannten Knotentypen (Isolani-Knoten, Spitzen-Knoten, stabiler Knoten)
auftreten. Was passiert jedoch wenn v co-Komponenten hat ? o0.B.d.A.’
seien die ersten m < n Komponenten von v co-Komponenten, also:

v = (00,00, ..y 00, Um 1y +eey Us) -

Dann gilt:

wlv = (wUoo,...,wl00, WU vy, ..., wlUvs) = (0, ..., 0, WU vmyy, ..., wUvy).
Wir wissen aus Kapitel 3, daB die Menge {(0, .., 0, wuvm41, .., wuv,) | u € U}
nur 1,2 oder ¢ B-iniquivalente Elemente hat. Somit kénnen von dem durch
v reprasentierten Knoten der Stufe Ag nur 2,3 oder ¢ 4+ 1 Kanten der Stufe
AgAy ausgehen.

Im zusammengesetzten Fall kann es also in der Stufe Ao auBer den aus
Kapitel 3 bekannten Knotentypen noch einen Knotentyp mit drei Kanten
geben. Daf dies tatsichlich eintritt, sieht man an folgender Rechnung:
BuwU(..,00,..,0,..)

-5 3(2 o) (5 1) (8)(3)meeriery

={(., ,( ),)|aqu,bqu}

;
s (1)) (1) (1)

fB( 50,..,00,..)U B(..,0,..,1,. D).

Wir fassen das Ergebnis in folgendem Hauptsatz zusammen.

Hauptsatz 3 (grofier Struktursatz)
In einem Graphen r‘o(n)\T kénnen nur vier Knotentypen auftreten.

I Knoten-Typ 1 Stufe Ao i Stufe Ap(k>1) |

Isolani-Knoten

Spitzen-Knoten

Umverteilungs-Knoten

stabile Knoten

BRIR]T
|

q+4 q>o__
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4.6 Anzahl der Knoten je Knotentyp

Im folgenden werde ich die vier Knotentypen noch einzeln besprechen und
Formeln fiir ihre Anzahlen berechnen. Ich beginne mit den Umverteilungs-
knoten:

Bestimmung der Anzahl Zy von Umverteilungsknoten

Wie oben besprochen, fallen in einem Umverteilungsknoten der Stufe Ag
zwei Kanten, deren Vertreter nur aus 0- und oo -Komponenten bestehen, und
eine weitere Kante zusammen. Die Anzahl dieser Vertreter ist offensichtlich
2°. Ein Umverteilungsknoten tritt nur auf, wenn beide Komponenten (0
und o) auftreten. Dadurch reduziert sich die Anzahl auf 2° — 2 Stiick.
Weil von diesen Vertretern jeweils zwei zusammenfallen, ist die Anzahl der
Umverteilungsknoten:

Zy(n)=2""1-1 . [4.3]
Anzahl Z; der Isolani-Knoten

Im Abschnitt 3.7 bin ich schon einmal auf den Knotentyp Isolani zu sprechen
gekommen. Dort wurden folgende drei Aussagen bewiesen::

(1) Der Graph fr)\T hat genau dann einen Isolani, wenn die 3-(""2'—11

primen quadratischen Gleichungen iber F, Losungen im Ring Fal7] /(%)
haben.

(2) Diese quadratischen Gleichungen haben genau dann Lésungen in dem
Ring FalTl/ (fr)» Wenn f geraden Grad hat.

(3) Wenn f geraden Grad hat, gibt es genau einen Isolani-Knoten.

Die Aussage (1) wurde vom BwU-Hilfssatz abgeleitet und hat daher auch
im allgemeinen Fall sinngemif Giiltigkeit.

(1) Der Graph fI . \/ hat genau dann einen Isolani, wenn die ﬂq;—ll
0 fl X
I=1 7

primen quadratischen Gleichungen iiber F, in den Ringen Fq(T] / (57
1
Losungen haben, 1 <j<s. ’
Auch die Aussage (2) 1aBt sich verallgemeinern. In Kapitel 3.7 haben wir
(mit Hilfe des Lemmas von Hensel) gezeigt, daB prime quadratische Glei-
chungen genau dann Lésungen im Ring FalT] /(#r) haben, wenn sie Losungen

im Kérper Fal7l /(s) haben. Dieser Sachverhalt 148t sich mit dem chinesischen
Restesatz direkt auf Ringe FalTl/ (f[ 5y ibertragen.
1,

i
=1 7
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(2’) Dieirreduziblen quadratischen Gleichungen haben genau dann Lésungen
in den Ringen Fq(7] / (s> Wenn die Grade der Polynome fi; gerade
7

sind.

Nur die Aussage (3) muB man etwas modifizieren. Es gibt iiber F, genau

ﬂﬂ;—ll irreduzible quadratische Gleichungen. In 3.7 haben wir gezeigt, daf

jede dieser Gleichungen in jedem Ring Fq[T]/ ) (falls der Grad von fi;
7

gerade ist) genau zwei Losungen hat. Somit gibt es insgesamt g(g — 1)2°~1
Losungstupel. Thre Bahnen unter B entsprechen den Isolani-Knoten. Die
volle Bahn eines Isolanis umfaft jedoch genau g(g—1) Vertreter. Wir haben
also folgende modifizierte Aussage:

(3’°) Wenn alle s Polynome fi; geraden Grad haben, gibt es genau 251
Isolani-Knoten.

Die Anzahl der Isolani-Knoten ist somit:
Zr(n) = r(n)2°1 [4.4]

. 1 , f{alls n nur Teiler geraden Grades hat
mat r(n) = 0 , sonst

Anzahl Zg,o der Spitzen-Knoten der Stufe Ao

Im Beweis des BwU-Hilfssatzes wurde beschrieben, wann genau zwei Kanten
in einen Knoten der Stufe Agp miinden. Die eine der beiden Kanten wird
immer durch ein Element folgender Menge reprisentiert:

N = {(vla V25 '"7'05)} -

mi vje{(}))} v U {(}3 ) | deg(w) < Ii(r; ~i); fi fu} -
i=(d 2 \

Dann gilt

s ri—1

#vy = ]I (1+ >, (g7 = 1)ghtim

r=1 . o ry=-1

s [F-1
- I|1+@-0 % &
j=1 \ =0
- ﬁqu[%]
Jj=1
Z’:Ij[%]

—_ qj=l
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Die normierten Vertreter der Menge N entsprechen den Spitzen-Knoten der
Stufe Ap (und auch Spitzen aller Stufen Ag, k& > 1). Mit Ausnahme des
Vertreters, der nur aus co-Komponenten besteht, lassen sich alle Vertreter
normieren. Somit ergibt sich fiir die Anzahl der Spitzen-Knoten der Stufe
Ay folgende Formel:

i‘ 1141
qJ=1 — 1
Zspo(n) = T-i———- +1 . [4.5]

Zuriick zu unserem Beispiel

Wir wissen, daf es 23 Kanten der Stufe AgA; gibt (folgt auch aus [4.1]).
Nach [4.3] gibt es einen Umverteilungsknoten der Stufe Ag. Es gibt keinen
Isolani-Knoten (nach [4.4]), aber 2 Spitzen der Stufe Ag (nach [4.5}).

16 Kanten der Stufe AgA; gehdren also zu stabilen Knoten der Stufe Ag.
Somit mu8 es vier stabile Knoten der Stufe Ag geben. Ich mécht hier nicht
explizit vorrechnen, welche Kante der Stufe AgA; in welchen Knoten der
Stufe A¢ miindet, sondern gebe nur den Graphen an:
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5 Homologie der Graphen r,\7

5.1 Dimension g(n) der Homologie der Graphen To(m)\.

Die Berechnung dieser Dimension entspricht der Berechnung der Anzahl
unabhangiger Zykel des Quonentengra.phen Aus Paragraph 4 weifi man,
~ daB beim Graphen l‘o(n)\ ab der Stufe Ay fiir £ > deg(n) — 1 keine Knoten

mehr identifiziert werden. Die Knoten dieser Stufen stellen also Spitzen
dar. Die Zykelzahl dndert sich sicherlich nicht, wenn man diese Spitzen
abschneidet. Fiir den verbleibenden endlichen Gra,phen kann man mit der
Euler-Formel (Korollar 1.23) die Zykelzahl g berechnen:

g = #{Kanten} — #{Knoten} +1

Da fir £ > 1 zu jedem Knoten der Stufe A; genau eine Kante der Stufe
AxAry1 gehdrt, kann man die Formel noch etwas vereinfachen:

g=#{Kanten AoAi}— #{Knoten Ao} — #{Spitzen} +1

Fiir die Anzahl der Kanten der Stufe A0A1 wurde in 4.2 folgende Formel
hergeleitet: Z L%
&n)+q(q—2)2° +¢7=1
Z01(n) =1 7

Fiir die Anzahl der Knoten der Stufe Ag ha.be ich bisher noch keine explizite
Formel angegeben. Eine solche lifit sich jedoch leicht konstruieren, da es
nach dem grofien Struktursatz nur vier Knotentypen gibt, fiir deren Anzahl
uns bereits drei Formeln (aus Kapitel 4.6) bekannt sind:

(1) Isolani-Knoten: Zi(n) = r(n)2°1 vgl.  [4.4]
(2) Umverteilungsknoten: Zy(n) = 2"“1 1 vgl.  [4.3]
Z} LI

(3) Spitzen der Stufe Ag:  Zgpo(n) = 9—* +1 vgl. [4.5]

Die fehlende Formel fiir die Anzahl der stabilen Knoten der Stufe Ao 138t
sich nun aus der Anzahl der Kanten der Stufe AgA; herleiten:
Zoy — Z1 —2Zsp0 — 32y

Zy = q+1 +ZI+ZU+ZSp0
_ Zo1+ 921+ (9 1)Zspo+ (- 2)Zy
g+1
c(n)+q(q—222" + q]g;l l:['iL]
(@+1)Z, = = e + gr(n)2°?
5 L%
qj=1 -1 s—1
+ (9—1)(—?:—1—"'1)*'(‘1—2)(2 -1)
9s z L{F)-1
= AW gR T 4 (e(m) + 1)

q(g—-1) 1)




5 HOMOLOGIE DER GRAPHEN )\’ 68

Die Anzahl der Spitzen wPrde ebenfalls in Kapitel 4.3 schon berechnet:
Zgp(n) = 2° + 22 vgl.  [4.2].
Damit 148t sich nun d1e Zykelza,hl g berechnen:

9 = 1+Zo—2Zsp~ 2

mba(a=2)2° f: L]
= 1+ = S O _gs_ K(n)—2°
q g-1
n) — q2° 2 Ll
s i L{F]-1
= 1+ o (@ = sz 4 g 0g®
. lc(n) 2°  ¢(n)—q2°
z l,'[?‘ -1
—(g+ )¢ - ¢2°7}(r(n) + 1)
_ 1) @ DR pgle- D+ D~ 2Ag+ 1)
g® -1 ¢* -1 ¢ -1
= 14 E0) = (@4 () ~ 227Hg(g — () + (g + 1)(g - 2))
¢?-1

Hauptsatz 4 ( dim (Hl(po(n)\T,Z))')

Firo(T) = ﬁ fi} (; wobei die Polynome fi; prim vom Grad l; und paarweise
=1 :

verschieden sind, ) berechnet man g(n) := dim (H]_(I“o(n)\T, Z)) durch

g(n)=1+ &(n) ~ (g + 1)x(n) — 23_1{}(2‘1(_91‘ Dr(n) +(g+ 1)(¢ - 2))

Hierbei gilt:  e(n) = ¢( H ) = ]'[ ¢r=I(gh + 1),

M@—dﬂfﬂ— J'u1+¢w)

r(n) = , falls n nur Teiler geraden Grades hat
n= sonst

Die gleiche Formel wurde in [Ge2], Seite 79 fiir das gleichgrofie Geschlecht
der Drinfeld’schen Modulkurve Xg(n) hergeleitet, jedoch ohne Verwendung
von Graphen, sondern durch Uberlagerung von Kurven.
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5.2 Basisbestimmungsalgorithmus fiir H,(,()\?,Z)
Definition 5.1 (stabile Kanten)

Eine stabile Kante der Stufe AkAk.,.l verbindet einen stabilen Knoten der

Stufe Ar mit einem (beliebigen) Knoten der Stufe Apys.

Satz 5.2 (Erzeugendensystem fiir Hl(po(n)\T,Z))

FEine Funktion ¢ € H1(po(n)\T,Z) ist vollstindig durch ihre Werte auf den
stabilen Kanten der Stufe AgA; bestimmit.

BEWEIS:
Ich zeige nun nacheinander:

(1) p€ Hy (po(n)\T, Z) lebt nur auf Kanten zu stabilen Knoten und Umver-
teilungsknoten.

(2) Ich betrachte zuerst alle Umverteilungsknoten auSer einer ganz
speziellen Menge, den sogenannten 0-Umverteilungsknoten (genaue
Definition spiter).

(2.0) Die Kanten, die einen Umverteilungsknoten der Stufe Ag mit
einem stabilen Knoten der Stufe A, verbinden, werden durch
Vertreter v € V(n) ohne co-Komponenten reprisentiert.

(2.1) In einen Umverteilungsknoten der Stufe A, (k > 1) l3uft genau
eine stabile Kante der Stufe Ax_jAx hinein. Der Wert von ¢ auf
dieser stabilen Kante ist durch die Werte auf den stabilen Kanten
der Stufe AgA; festgelegt.

(2.2) Die Werte von ¢ auf den beiden nicht-stabilen Kanten zu einem
Umverteilungsknoten der Stufe Ay (k > 1) sind durch die Werte
auf den stabilen Kanten der Stufe AgA; und durch den Wert

der stabilen Kante festgelegt (daher der Name ”Umverteilungs-
knoten”). :

(2.3) Die Werte auf den Kanten zu Umverteilungsknoten der Stufe Aq
sind durch (2.1) und (2.2) festgelegt.

(3) Die Werte auf den 0-Umverteilungsknoten sind durch die Werte auf
den anderen Kanten eindeutig bestimmt.

Zu (1):
Nach Definition von H, ([‘o(n)\T, Z) mu8 p auf den Kanten, die zu Spitzen und

Isolani-Knoten gehdren, den Wert Null haben (endlicher Trager + Knoten-
bedingung).

Zu (2):
Ein Umverteilungsknoten der Stufe Ay (k > 1), der durch einen Vertreter

mit lauter 0-Komponenten gegeben ist, heit ein 0-Umverteilungsknoten.
Diese Knoten betrachte ich in.(3) gesondert.
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Zu (2.0)

Nach Abschnitt 4.5 und 4.6 wissen wir, da8 die 2°~! —1 Umverteilungsknoten
der Stufe Ap durch Vertreter v € V(n) reprisentiert werden, die nur aus
0 und oco-Komponenten bestehen, wobei mindestens eine Komponente 0
und eine oo sein mufl. In Abschnitt 4.5 haben wir auch ausgerechnet,
daf mit einem solchen Vertreter v = (...,00,...,0,...) bzgl. Go nur die
~ B-iniquivalenten Vertreter (-5 0,...,00,...) und (...,0,...,1,...) identifiziert
werden. Die ersten beiden Vertreter miinden in Spitzen-Knoten oder wieder
in Umverteilungsknoten, wohingegen letzterer keine co-Komponenten hat
und in einen stabilen Knoten der Stufe A; miindet.

Zu (2.1)

Sei u = (u1,u2,...,us) der Vertreter eines Umverteilungsknotens der Stufe
Ak (k > 1). Alle Komponenten von u kénnen so gewdhlt werden, daf sie
entweder 0 oder oo sind, wobei nach Voraussetzung (kein 0-Umverteilungs-
knoten) mindestens eine Komponente oo ist. Nach Satz 4.6 haben alle
Vertreter v € V(n), die bzgl. G} dquivalent zu u sind, komponentenweise
denselben Typ, also insbesondere auch an den gleichen Stellen wie u
co-Komponenten. Nach Beweisteil (2.0) wissen wir, daB die Kanten der
Stufe AgA;, die von einem Umverteilungsknoteri der Stufe Ay zu einem
stabilen Knoten der Stufe A; gehen, keine co-Komponenten haben. Die
Werte von ¢ auf den Kanten der Stufe Ax_;Ay, die in der Stufe A in einen
Umverteilungsknoten miinden, sind somit durch die Werte von ¢ auf den
stabilen Kanten der Stufe AgA; eindeutig festgelegt.

Zu (2.2)

Die Kante der Stufe AxAxy1, die zu einem Umverteilungsknoten der Stufe A
gehdrt, miindet entweder in eine Spitze oder wieder in einen Umverteilungs-
knoten. Da der Wert auf einer Spitze (wegen (1)) Null sein muf und nicht
unendlich viele Umverteilungsknoten nacheinander folgen kénnen, ist der
Wert auf dieser Kante durch die Werte von ¢ auf den stabilen Kanten der
Stufe AgA; bestimmt. Durch die Summenbedingung fiir den Umverteilungs-
knoten ist der Wert auf der dritten Kante ebenfalls eindeutig bestimmt.

Zu (2.3)

Es bleiben noch die Umverteilungsknoten der Stufe Ag:

Zwei der drei Kanten, die in den Umverteilungsknoten hineinlaufen, gehoren
entweder zu Spitzen oder zu Umverteilungsknoten der Stufe A;. Der Wert
auf diesen Kanten ist also vorgegeben. Wegen der Summenbedingung fiir
den Umverteilungsknoten ist der Wert auf der dritten nicht-stabilen Kante
ebenfalls festgelegt.
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Zu (3)
Nach (2) ist klar, da die Werte auf allen stabilen Kanten (beliebiger Stufe)

‘eindeutig bestimmt sind. Der Wert auf der nicht-stabilen Kante zum 0-

Umverteilungsknoten der Stufe Ao ergibt sich aus dem Wert der stabilen
Kante mit demselben Endpunkt. So ergeben sich (sukzessive) die Werte auf
allen 0-Umverteilungsknoten. Der letzte 0-Umverteilungsknoten miindet in
eine Spitze. m]

Bemerkung 5.3 .
Die nichireguldren Spitzenverireter v € Spyg(n) reprdsentieren in allen
Stufen verschiedene Knoten und Kanten.

BEWEIS:

Die Elemente von Spyp(n) reprisentieren nach Abschnitt 4.4 verschiedene
Spitzen, sind also modulo Gy4_; indquivalent. Wegen GrC Gy firl <k <
d— 1 représentieren die nichtreguliren Spitzenvertreter verschiedene Knoten
der Stufe Ax (K > 1) und wegen (Gi N Gri1) C Gy fir 0 <k <d-1
auch verschiedene Kanten der Stufen AxAxi; (k > 0). Es bleibt also noch
die Frage, ob verschiedene Elemente von Spnr(n) denselben Knoten der
Stufe A¢ darstellen konnen. Nach Abschnitt 4.4 hat jeder nicht-regulire
Spitzenvertreter mindestens eine Komponente, deren Typ > 1ist. Nach dem
BwU-Hilfssatz ist jedoch klar, da8 es pro Knoten der Stufe Ag héchstens eine
Kante der Stufe AgA; gibt, die durch einen Vertreter v € V(n) reprisentiert
wird, der eine Komponente vom Typ > 1 hat. a

Satz 5.4 (Basis fiir Hy(g,n)\,Z))
Durch folgenden Algorithmus erhdlt man einen mazimalen Unterbaum Y von
po(n)\T, der nach Definition 1.16 eine Basis B von H, (r'o(n)\T, Z) beschreibi:

Setze Y Z[y(n) \T.

Fiir alle stabilen Knoten [v]g der Stufe Ao tue:

Es gibt keinen Vertreter Es gibt genau einen Ver-
enr € SPyp(n), der zu v treter e,, € SPyg(n), der
éo-dquivalent ist. 2uv C;’o-c’iquz'valent 1st.
Streiche alle Kanten [e]o1, | Streiche alle Kanten [e]o,
die vom Knoten [v]o aus- die vom Knoten [v]p aus-
gehen, aufler einer belie- gehen, aufler einer belie-
bigen Kante [e]oy vom bigen Kante [elo, vom Typ
Typ 0. 0 und der Kante [en]o,1-

Die weggelassenen Kanten heifien Basiskanten.
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Aus der Bemerkung 5.3 folgt, daff es unter den Kanten [e]o,1, die in einen
stabilen Knoten der Stufe Ap miinden, hochstens eine Kante gibt, die durch
einen m'chtrg:gﬁliren Spitzenvertreter reprasentiert wird. Dies rechtfertigt
die beiden Alternativen des Algorithmus.

Vor dem Beweis von Satz 5.4 noch eine graphentheoretische Bemerkung:

- Bemerkung 5.5

Y ist genau dann ein mazimaler Unterbaum eines zusammenhdngenden
Graphen X, wenn Y ein minimaler (bzgl. Inklusion) zusammenhdngender
Untergraph von X ist, der alle Knoten von X enthdlt. Die Minimalitit kann
man mit der Buler-Formel durch folgende Bedingung ausdriicken:

#{E+(X)} - #{E+(Y)} = dim(H (X, Z)).

BEWEIS VON SATZ 5.4:

(1) Zunéchst zeigen wir, daB Y ein zusammenhingender Untergraph von
I‘o(n)\T ist:
Alle Kanten der Stufen AgxAg4+1 (kK > 1) des Graphen po(,,)\T sind auch in
dem Teilgraphen Y enthalten. Also ist jeder Knoten der Stufe Ay (k > 1)
(durch die Abbildung pj aus Satz 3.11) in Y mit seinem rechten Nachbar-
knoten verbunden. Alle Knoten von Y der Stufe Ag sind nach Konstruktion
(vgl. Algorithmus: ”... Kante [e]o1, mit Typ von e ist 0.”) mit der
durch (0, ...,0) reprisentierten Spitze verbunden. Somit sind alle Knoten
von r‘o(n)\T in Y enthalten und mit Spitzen verbunden. Um zu zeigen, da§
Y zusammenhingend ist, geniigt es zu zeigen, daB alle Spitzen mit der durch
(0, ...,0) reprasentierten Spitze verbunden sind. Nach dem Beweis von Satz
5.2 (Unterpunkt (2.0)) sind alle Spitzen, die durch regulire Spitzenvertreter
reprasentiert werden konnen, mit der durch (0,...,0) repriisentierten Spitze
(tiber einen Umverteilungsknoten der Stufe Ag) verbunden. Die iibigen
Spitzen kénnen durch nichtregulire Spitzenvertreter repriasentiert werden.
Diese sind dann aber nach Konstruktion (vgl. Algorithmus: ”... Kante
[e]o,1, mit Typ von e ist 0, und der Kante [e,,]o1.”) ebenfalls mit der durch
(0,...,0) reprasentierten Spitze verbunden.
Damit ist Y ein zusammenhangender Untergraph von po(n)\T, der alle
Knoten von r‘o(n)\T enthilt.

(2) Die Minimalitit von Y zeigen wir nun mit Hilfe der Bemerkung 5.5:

Wir zdhlen also die Anzahl, der im Algorithmus gestrichenen Kanten der
Stufe AgA;.

Fiir jeden stabilen Knoten der Stufe Ag werden zunichst ¢ Kanten gezahlt:

— ,201=21-2Z5po—3Zy
9Zs0 = ¢ )
S
Ll T
(aybatg2)z* ; 2 pES

— q-1 +g _ a2ttt 9 gt=1 +9-2 3 25-11
= FEs) Tott — 2471 ErES

S s

oulF : Soult
_ &(n)+e(g=2)2°+(g—1)g*=? —qu—l)rg"‘l—?q(q‘=1 +¢~2)—3q(g—1)(2°"1 1)
= 2T
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i 2oLl
z =*s(n)—'z"‘(q(q—1)r+(q+1)(q—2p+q’—1—(q+1)(q‘=l +2°+1)

i . gé~1 N

! Nun miissen wir die Zahl der nichtreguliren Spitzenvertreter, die stabile
Kanten der Stufe AgA; darstellen, subtrahieren.

)fz L
Es gibt M nichtregulire Spitzenvertreter. L—q— davon gehéren
nach Abschmtt 4.6 nicht zu stabilen Knoten der Stufe Ag (, sondern zu
Spitzen-Knoten der Stufe Ay).

: Tulth
Es gibt also Zygngo = 0= 25'(‘7'—1 =1) nichtregulire Spitzenvertreter,

; ‘die nach Bemerkung 5.3 verschledene stabile Kanten der Stufe AgA; dar-
; stellen. Es ist:

i
| 9Zso — ZNRnso ] )
; ol Youlth
% = ¥n)- 2"‘(q(q-1)T+(<1+1)(q—2))+42—1 —(g+1)(g*=1 +2’+1)_'=(n)—2‘—(9"=11 -1)
7°-1 9—
=14 €)= (q+1)~(n)—2"‘(q(q—l)r+(9+l)(q—2))
-1

=g(n) .
Daraus folgt, dal Y ein maximaler Unterbaum von )\’ ist. o
Hier mochte ich fiir das |Bsp 2 |angeben, wie ein durch Algorithmus 5.4

bestimmter maximaler Unterbaum aussieht. Die weggelassenen Kanten der
Stufe AgA; sind als Strichlinien eingezeichnet.




.
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Satz 5.6 (Wertigkeit der Basiskanten)
Wihle entsprechend Satz 5.4 einen mazimalen Unterbaum Y von Fo(n)\T'

-Fir alle Kanten e € T, deren Bild in po(n)\T eine Basiskante ist, gilt:

#yeT|ge=c} .
#{To(m) N 2)

w(e) =

BEWEIS:

Esgilt: #{To(n)NZ}=#{Z} =¢-1.
Eine Basiskante e entspricht der Bahn unter B von

U Us .
u= (( fi ) s eeny ( fi )) € V(n).
Wir suchen: #{y €T |ye=¢€}=#{y€B|yu=u}.
Wir betrachten uns die Gleichung yu = u, v € B fiir die j-te Komponente
von u genauer:
(64)(#)=(1)
0 d f,‘; - f;;
& (au; + bf,:’)f,:J = dujf;; (modf,:.’)
& ((a—dy +05)) £ =0 (modf}?).
Betrachten wir uns zunichst den Fall a # d.
Esgilt: u;= ﬁf:j" (modf;7 ™).

I (1 & 0 0 :
u reprasentiert dann wegen u = ( 0 1 )(( fi ),..., ( fis )) keine

Basiskante, sondern gehort zu einem Spitzen-Knoten der Stufe A (vgl S.65).
Sei also a = d. Dann gilt: bf,i" =0 (modf,:.").

Dies ist genau dann losbar, wenn b = 0 oder i; > [inl] ist. Die zweite
Bedingung fiihrt wieder dazu, da u keine Basiskante représentiert (, sondern
wieder zu einem Spitzenknoten der Stufe Ao gehort).

Somit folgt:

#{re€Blyu=u}=#{a,deFg*, be€Fgla=dund b=0}=¢—-1. O

Korollar 5.7
Der kanonische Homomorphismus k von Korollar 2.37 ist ein Isomorphismus

k : To(n) — H(T,Z)P™

BEWEIS:

Sei Y = po(m)\V \{€1, 1, ..., €m,&m} der maximale Unterbaum aus Satz 5.4 .
Aus Satz 5.6 folgt nun:

Fiir alle Kanten e € E(7) mit w(e) > 1 ist das Bild von e in po(n)\T auch
in Y enthalten. Dann folgt die Behauptung aus Korollar 2.38 . o
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5.3 Dimension g,.,(n) des Raumes der Neuformen

In diesem Abschnitt wollen wir den Raum H,(7,R)T°(®) (vgl. Definition
2.35) in ein direktes Produkt von geeigneten Unterrdumen zerlegen und dies
dann zur Berechnung der Dimension der Unterrdume ausnutzen.

Dazu miissen wir auf dem Raum H,(7, R)Fo(?) ein Skalarprodukt definieren:

= [T : To(n)]? e)g(e .
(f,g)n = [F . FO( )] eeE+%°:( ) f( )g( )#{7 € ro(n) | ve = e}

Dabei lauft e € E*(7T) durch ein Repra.sentantensystem modulo Tg(n),
wofir wir kurz ¢ € E¥( p,(s)\7) schreiben. E*(7) ist eine beliebige
Orientierung von 7', auf deren Wahl es wegen f(e)g(e) = f(€)g(#) nicht
ankommt. Ebenso hingt #{y € T'o(n) | 7¢ = e} nur vom Bild von e in
po(n)\ ab. Da f (und g) endlichen Triger modulo Ig(n) haben, ist die
Summe endlich, also obiger Ausdruck wohldefiniert. Die Linearitit und
positive Definitheit ist offensichtlich erfiillt, womit nun klar ist, daB (£, g).
ein (von n abhingiges) Skalarprodukt bezeichnet.

Die Definition dieses Skalarproduktes iibertrigt sich aus der Definition eines
Haar-MaSBes auf GL2(Koo) (vgl. S.12f).

Der Gewichtsfaktor [I' : To(n)]~! wurde auf diese Weise gewihlt, damit fir
alle Teiler m von n und f,g € Hy(7T,R)*™ folgendes gilt:

(f, g)m =[I: ro(m)]—l > - f(e)g(e) #{—yel‘o(n];.) | ye=e}

e€EEF (rg(m)\7)

=[0:Tomp = fle)g(e) grapmlsntl

e€E*(ro(m)

= [T : To(n)]? > ( > f(e)g(8) #hef‘o(n) [ ”/e‘e})

e€E* (py(m)\7) \e—e

= [T': To(n)]? éeE+(§,(n) f (f)g(e)#{wero(n) T~e=5)
= (fa g)n .

Hierbei liuft &€ € E+(7T) durch ein Reprisentantensystem von I'o(m)e modulo
To(n), was die oben verwendete Bahngleichnung

Z 1 = o(m):Lo(n
=, #{1€lo(n) [ vé=2} #{v€lo(m) | ve=e

zus Folge hat.
Fir jeden Teiler a von 2 bildet die Abbildung:

iom : H(T,R)0W . H(T,R)[™

p ia,m(QD), za,m((p)(e) (P((O (1)) )

eine Funktion von H,(7,R)*(™) nach H,(7,R)™(®) ab,
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Nun definieren wir den Raum der Neuformen:

- Definition 5.8 (Raum der Neuformen)

E?eu(T, R)Po(n) = Z Z Bild(ia,m)

min alL
m¥En ™

(orthogonales Komplement in H,(T,R)P(™ bagl. ( , ), )

Hier und im folgenden seien mit ”Teilern” immer nur normierte Polynome
gemeint.

Aus der Theorie der automorphen Formen ist bekannt, da8 die Summe der
Riume iq m(H7** (T, R)(™) orthogonal ist. Ein hnlicher Sachverhalt wird
in [La2], Chapter 8 bewiesen.

Man kann daher Hy(7,R) als direkte Summe darstellen:

H(T,R)"™ = Brv(T,R°P™M ¢ @ i, n(HP(T,R)PM)

min,m¥n
a| %

Setze weiter: . .
oo( I ;') = JI(ri 4+ 1) = Anzahl der normierten Teiler von [] p'.
=1 =1

=1

Definition 5.9 (gne.(n))
Mit gneu(n) bezeichne ich die R-Dimension des Raumes H**(T, R)Fo(n),

Fiir deg(n) < 2 gilt g(n) = 0 = gneu(n).
Fir deg(n) = 3 gilt g(n) = gneu(n)-
Fiir deg(n) > 4kann man gy, (n) tiber folgende Rekursionsformel berechnen:

Satz 5.10 (Rekursionsformel fir gn.(n))

gneu(n) = g(n) - Z 00(%)gneu(m)

min
m#En

BEWEIS: Der Satz folgt aus der direkten Summendarstellung von H,(7, R)T(%).
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5.4 goew(n) im quadratfreien Fall
I.n diesem Abschnitt verwende ich_ mehrfach die M&bius-Umkehrformel:

Satz 5.11 (M6bius-Umkehrformel)
Sei N C Fq[T] die Menge der normierten Polynome, und seien f und g
zwel Abbz’ldungen von N nach Z. Sei p: N — Z definiert durch
u(n) , T nicht quadratfrei
= ( ~1)* , n quadratfrei mit t verschiedenen Primteilern .
Dann sind folgende zwei Aussagen dquivalent:

(1) ¥meN git: ()= > f(d),

(2) VYn€eN gilt: f(n)= %:p(%)g(d).

Einen Beweis dieser Aussage findet man z.B. bei [B-S] $.452f, wobei dort
die Aussage fiir Abbildungen von N nach R gezeigt wurde. Bei dem Beweis
wird jedoch nur die eindeutige Primfaktorzerlegung von N verwendet, die
auch in unserem Fall (V statt N) gegeben ist.

Bei meinen Berechnungen ist mir aufgefallen, da8 man eine gewichtete Dimen-
sionsformel angeben kann, die zumindest im quadratfreien Fall eine vom
Zerféllungsverhalten von n unabhingige Berechnung zulifit.

Definition 5.12 (gewichtete Dimension gg,,)
Unter der gewichteten Dimension verstehe ich

Jgew(n) := Egneu(m) .

mln
Nach Satz 5.10 gilt:
g(n) = 2 00( Ireu(m) = £ (Z gneu(d)) = ZI: Jgew(m)

und sonut mit der Mé&bius-Umkehrformel:

Fgew(n) 1= E /J'( )-g(m) .

Sie 1a8it sxch a.ls Rekursionsformel umschreiben. Sei { prim, dann gilt:
goeulfr) = 2 u(l )g(m) = (B strmy+ s » > w (&) om)
also: gyeW(fn) l () g(fm) 9oew(n) . [5.2]

Betrachten wir nun die Rekursionsformel [5.2] etwas genauer:
Seien: n(T) =[] fi(T) quadratfrei, d:=deg(n), !:=deg(f),

t==1

Wl 5= (-1 =( )=t
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Dann ist:

Zl p(Z) g(f-m)
- n Li1)x —2(g+1)x(m)—2x%2°1 V(g=2)+r(fm -1
= gljnu (2) (1 + (e )em)=2(g+1)n(m) 243 " ((g+1)(g=2)+r(fm)a(q ))) )

g2~

Fiir die einzelnen Terme gilt dann:
) Th@ =500 =0, frazo,
(@) 2 4 () Fhe(m) = G
(folgt aus Zl g?°9(m) = ¢(n) mit Mébius-Umkehrformel),
R
(3) 3 1 () a(m) = 2 32 (2i(-1y~ = L)
(4) 3 () lttlort) = BRIt 55 (yai(-nye-i = egleen)

s t s—t
(5) Seinun: [] fi = I] u;- [ gi, mit deg(u;) ungerade und deg(g;) gerade,
1

i=1 =1 =
s—1

und g = ]'[1 gi-
=

Dann ist:
> u () LPoxtmin(fm) = Lg=1) £ 1 (8) 2r(fm)
min min

o(o1 ) 0 , falls deg(f) ungerade
T T 2i(-17() , sonst

=0 :

_ g(g=1) 0 ,falls deg(f) ungerade
T oe’-1 { (-1t , sonst

=: #(f,n).

Damit vereinfacht sich [5.2] zu:

! d . -
Goeu(fn) = LHIC — dgtl) (5 nyde=D) _ g (n) [5.3] .
Es gilt folgender Satz:

Satz 5.13 Die gewichtete Dimension hingt im quadratfreien Fall nicht vom
Zerlegungstyp, sondern nur vom Grad von n ab:

d

h
_ 9 —q _ _} 1 , d ungerade
9gew(n) = e—1" d = deg(n), _ h= { 2 , d gerade
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BEwEIs: (durch vollstindige Induktion iiber die Anzahl der Primfaktoren)

Induktionsanfang: Sei f prim.

é,) deg(f) ungerade

g9 1)~ - deg(f)_
gare( ) = 14 () - (C27d) = g ()

b)  deg(f) gerade
o(fy=1+ (g¥sN+1)~ 2g+1)-(g+1)(g=2)-g(g=1) _ (g%%N-g?) _ gew(f)

g*-1 g*-1
Induktionsschritt: ‘
Weiterhin sei: n(T) =[] f; ,d:=deg(n) und I:= deg(f).

=1

a) deg(f) und die Anzahl ungerader Primteiler von n ist gerade.
Dann ist auch der Grad von n gerade.
Aus [5.3] folgt dann:

_ d_ .2 +d__ 2
Ggew(fn) = (¢ +i1!q ng+i! q(q 1) ng_ql = qu_lq .
b) deg(f) gerade und die Anzahl ungerader Primteiler von n ist

ungerade. Dann ist der Grad von n ungerade.
Aus [5.3] folgt dann:

! d (g_ ) d_ I4d_
ggew(fn) = ﬁg?%)lq_ - qiqt: + qq —} TP T g

¢) deg(f) ungerade und die Anzahl ungerader Primteiler von 7 ist

gerade. Der Grad von 7 ist dann gerade.
Aus [5.3] folgt dann:

goeu(fn) = (HIE — L) 9—:5%— i
d) deg(f) und die Anzahl ungerader Primteiler von n ist ungerade.
Dann hat n ungeraden Grad.

Aus [5.3] folgt dann:
d

= @41)e? _ olg+1) _ g¢%—g _ q’*"-—q
ggew(fn)— Py 2y e s e g e a

Es bleibt die Frage, was die Aussagekraft dieser zufillig gefundenen Formel
ist und warum sie im allgemeinen Fall (n nicht quadratfrei) nicht gilt. Die
zweite Frage konnte damit zusammenhingen, da man co wohl als genau
1-fachen Teiler des Fiihrers n betrachten mu8. Wenn n nicht quadratfrei
ist, kommen so Unsymmetrien ins Spiel, die die Formel aus Satz 5.10 stéren.
Zur Beantwortung der ersten Frage muB ich.auf kompetentere Mathematiker
verweisen, die dieser Formel vielleicht eine Bedeutung zumessen kénnen.
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6 Liste der Graphen ro(n)\T

‘Hier gebe ich eine Liste der Graphen p(,\7 fir Grad(n) < 5 an. Bei
héheren Graden werden die Graphen so uniibersichtlich, da8 sie nur schwer
auf einer Din A4-Seite dargestellt werden kénnen. Aus Paragraph 4 wissen
~wir, daB die Struktur der Graphen, abgesehen von der genauen Lage der
Kanten der Stufe AgA;, nur vom Zerfillungstyp abhangt. Ich gebe hier fiir
Jjeden Zerfillungtyp (Grad(n) < 5) einen Graphen an.

Notation: :
Ji(T), 94T), hi(T), r«(T),si(T) € Fq[T)] bezeichnen prime paarweise ver-
schiedene Polynome von Grad :.

Den Teilgraphen

) ) { )— ()., . >
O o/ S

zeichne ich der Einfachheit halber folgendermafien:

6.1 Grad(n)<3

Die Graphen fiir Grad(n) = 1 und Grad(n) = 2 sind eigentlich uninteressant,
da sie keine Zykel haben. Ich habe sie der Vollstindigkeit halber trotzdem
angegeben.

n(T) = fi(T) Zykelzahl : 0

N NO—O—— O NAN—>
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n(T) = f3(T) Zykelzahl : 0
?’O O A >
\W/ »

n(T) = fL(T)9:(T) Zykelzahl : 0

?
o 6 &

n(T) = fi(T)? Zykelzahl : 0

7@ O —OrAn—>
OO O—Cr >




U

6 LISTE DER GRAPHEN p )7 82

6.2 Grad(n)=3

Diese Graphen wurden schon 1986 von E.U.Gekeler berechnet (vgl. [Gel],
S5.123-126; Dort wurden beim Setzen offensichtlich die Abbildungen 3 und 5
vertauscht.).

n(T) = f5(T) - Zykelzahl : ¢
| :; 1 E
n(T) = fo(T)g:1(T) Zykelzahl : q

n(T) = h(T)g(T)M(T) Zykelzahl: q
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n(T) = (T a:(T) Zykelzahl
' elzahl: ¢ -1

a(T) = A(T) ' '
Zykelzahl : g—1

q-4
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6.3 Grad(n)=4
n(T) = fu(T) | Zykelzahl : ¢*




6 LISTE DER GRAPHEN 17 85

n(T) = f3(T)g1(T) Zykelzahl : ¢* + q

r+b
11
L 0O D )
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.2
n(T) = fo(T)g2(T) Zykelzahl : g




6 LISTE DER GRAPHEN v\
87

n(T) = f(T)?
Zykelzahl : ¢* - q
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n(T) = fo(T)g1(T)hi(T) Zykelzahl : ¢ + 24
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n(T) = fz(T)gl(T)z ‘Zykelzahl : q2 +qg-1
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n(T) = fi(T)g1(T )by (T)r+(T) Zykelzahl : ¢* + 4¢
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n(T) = fi(T)q:(T)hy(T) ~ Zykelzahl : ¢*> + 3¢ -3
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n(T) = Ai(T)?:(T)? Zykelzahl : ¢* + q - 2

r+b
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(T) = fi(T)sgl(T) Zykelzahl : ¢* + 29— 3

r q+4 q
O o 9-4
1 q

U ¢
-0 (:%qu .q : ql ~
J\C;é qrs 9 |

<
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n(T) = fi(T)*

O ()
(O T
%qd ‘
ngu q-4 D)
: TS0
Q-1 )
19 ®
QE :
\% qd q-1 .

94

Zykelzahl: g* — 1
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6.4 Grad(n)=5

n(T) = f5(T) v Zykelzahl : ¢* + q

e zb
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n(T) = fo(T)g:(T) Zykelzahl : ® + ¢* + ¢

bebab
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n(T) = f5(T)gx(T) Zykelzahl : ¢* + 2¢

L2 o
£ =z
LS o H »H H O

zotb
2
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n(T) = fs(T)gl(T)hx(T) Zykelzahl : ¢* + 2¢% + 2¢
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n(T) = f3(T)g:(T)? Zykelzahl : q®* + q* + ¢ 1
o 7\ /L
([ 3 370/\/
9! q
qu 9
q+ q
-D"’ qd 9
+ s 3
2 OF q
-+ . .
: q Ry &
9
: 123()
gt :
N q-4
@
q
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n(T) = f2(T)g2(T)hy(T) Zykelzahl : ¢* + ¢° + 3¢
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n(T) = fo(T):(T) Zykelzahl : ¢* + ¢ - 1

r+b
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a(T) = fo(T)g1(T)hy(T)r(T) Zykelzahl : ¢® + 3¢ + 5¢
() @, O O
r qwl q ‘
‘ qed q9 .
. qed qQ .
Q! q '|
q+d 9 . .
.| C&m o
J ;10O
£ ; S
»
o \
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2(T) = f(T)01(T)*h:(T) Zykelzahl : ¢® + 2¢* + 3¢ - 3




E
o
£

|

y+b+;b
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n(T) = fo(T)gi(T)?

LD o
- Ta
L SR,
D H O O o D

éf

104

Zykelzahl : ¢® + ¢* +2¢ - 3
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n(T) = A(T)gu(T)hy(T)ri(T)s:(T) Zykelzahl : ¢ + 5¢7 + 11¢

)

?O/‘f
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n(T) = f'l(T)zgl(T)h,(T)rl(T) Zykelzahl : ¢® + 4¢°* + 7¢ - 7

O +

qd
q4

O.be.o-‘b
L
2
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n(T) = (T)’g:(T)*hy(T)

107

Zykelzahl : ¢* +3¢* + 29 -5

r {3 bz“b

reb
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’ . 3 2 _
n(T) = A(T)a:(T)h(T) Zykelzahl: ¢® + 3¢° + 49 -7

Ve Bgf 15
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n(T) ='If1(T)391(T)2 Zykelzahl : ¢ + 2¢>-3

be b

lrob
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n(T) = fl(T)‘gl(T) Zykelzahl : ¢* + 2¢* - 3

\

J@@

| -0
£ L
elele
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n(T) = fl(T)s Zykelzahl : ¢® + ¢* —q -1
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7 Anhang

7.1 Programm und éinige explizite Beispiele

In den Kapiteln 3 und 4 wurde ein Algorithmus zur Berechnung der Graphen
po(n)\T und in Kapitel 5 ein Algorithmus zur Berechnung einer Basis der
Homologie dieser Graphen erstellt. Diese Algorithmen (und noch ein wenig

" mehr) sind von mir auf einer SUN-Workstation in C programmiert worden.

Compiliert belegt das Programm etwa 160 KByte Speicher.

Was leistet das Programm ? .

Als erstes mochte man sicherlich den Graphen betrachten konnen. Dieser
wird als Postscript Datei abgespeichert und kann dann ausgedruckt werden.
In einer zweiten Datei wird die Adjazenzmatrix (mit jeweils einem Vertreter
pro Knoten) und die Inzidenzmatrix (mit einem Vertreter pro Kante) ge-
speichert. Diese ist vor allem dann interessant, wenn man die Struktur
der Graphen weiter studieren will (Symmetrien, ...). In einer dritten Datei
werden die Basiskanten (nach Satz 5.4) angegeben.

Das Programm soll jedoch noch in Zukunft weiterentwickelt werden. In einer
vierten Datei soll zu jedem Graphen die Komplexitit (=Anzahl verschiedener
maximaler Unterbiume) und die Zeta-Funktion (vgl. [Ha]) ausgegeben
werden. In (etwas fernerer Zukunft) soll auch die Heckematrix inklusive
der einfachen Eigenwerte und der dazugehorigen Eigenvektoren (vgl. dazu
({Gel]) berechnet werden.

Wer sich fiir dieses Programm interessiert, kann den Quellcode, oder die
compilierte Version inklusive einer genauen Beschreibung der Bedienung und
der Ergebnisdateien gern kostenlos bekommen.

Ich bin erreichbar iiber:

Prof.D1. E.-U. Gekeler / Udo Nonnengardt
FB 9 Mathematik

Universitit des Saarlandes

Postfach 1150

66041 Saarbriicken

(Germany)

oder noch einfacher:
e-mail: udo@math.uni-sb.de
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In Kapitel 6 wurde zu jedem Zerfallungstyp mit Grad(n) < 5 die Struktur
des entsprechenden Graphen ro(n)\T angegeben. Fiir Grad(n) > 4 hingt die

‘genaue Gestalt der Graphen nicht nur vom Zerfillungstyp von n , sondern

von 7 selbst ab. Im folgenden habe ich ein paar Beispiele zusammengetragen,
an denen erkennbar wird, wie stark die Graphen [‘o(n)\T von der Wahl
von n abhidngen. Die Berechnungen wurden mit dem oben besprochenen
Programm durchgefiihrt.

Koerper: F2 Polynom: n(t)= (t~4 +t +1) Zykel-Anzahl: 4 Rechenzeit: 00:00:00

. Koerper: F2 Polynom: n(t)= (t"4+1°3+1) Iykel-Anzahl: 4 Rechenzeit: 00:00:00
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Koerper: F5 Polynom: n(t)= (1”4 +2)

114

Zykel-Anzahl:25 Rechenzeit: 00:06:35

Koerper: F5 Polynom: n(t)= (t"4+3)

Zykel-Anzahl:25 Rechenzeit: 00:07:23
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