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Kapitel 0
Einleitung

In den Jahren 1928 und 1930 versffentlichte Hecke die Artikel [Hec59b] und [Hec59a],
die sich mit der folgenden Situation beschiftigten: Ist m eine Primzahl und T'(m) die
Hauptkongruenzuntergruppe der Modulgruppe SL(2, Z) zu m, so operiert die Grup-
pe PSL(2,Z/mZ) auf dem Vektorraum der holomorphen Differentialformen auf der
Modulkurve zu I'(n). Hecke ermittelte in den beiden genannten Arbeiten simtli-
che irreduziblen Bestandteile der hierdurch gegebenen Darstellung. Dabei stellte er
fest, daB bis auf einige Ausnahmen die auftretenden Vielfachheiten um hdochstens
zwei voneinander abweichen. Ferner entdeckte er einen Zusammenhang zwischen
der Vielfachheit der einzigen “31-dimensionalen Darstellung von PSL(2,Z/mZ)
und der Klassenzahl des quadratischen Zahlkdrpers Q(v/—m).

Indem man Funktionen auf der komplexen oberen Halbebene H als Funktionen
auf der Gruppe SL(2,R) interpretiert, die ein vorgeschriebenes Transformationsver-
halten unter gewissen Untergruppen besitzen, kann man, wie z.B. Weil in [Wei70)
beschreibt, diese Problemstellung auf zugrundeliegende Kérper der Charakteristik
p > 0 iibertragen. Wir betrachten daher einen endlichen Kérper &, als Analogon zur
diskreten Untergruppe Z von R den Polynomring A = k[T in der Unbestimmten T’
mit der Gradbewertung, und die Vervollstindigung K des Quotientenkorpers von
A beziiglich dieser Bewertung. Der komplexen oberen Halbebene entspricht dann der
von Serre in [Ser80] eingefiihrte Bruhat-Tits-Baum 7 zur Gruppe PGL(2, K), und
die holomorphen Differentialformen auf H kann man mit harmonischen Funktionen
auf den Kanten von 7 vergleichen. Schreiben wir weiter Invarianz dieser Funktio-
nen unter einer Operation der Hauptkongruenzuntergruppe I'(n) von T = GL(2, A)
zu einem irreduziblen Polynom n € A vor, so erhalten wir einen Vektorraum, der
isomorph zur Homologie H(I'(n)\7,C) des Quotientengraphen I'(n)\T ist, und
auf dem die Gruppe G(n) = I'/T'(n) operiert. Die hierdurch gegebene Darstellung p
entpricht der von Hecke untersuchten. Das Ziel der vorliegenden Arbeit wird sein,
die irreduziblen Bestandteile von p zu ermitteln. Wir werden dafiir den folgenden
Weg beschreiten:

In Kapitel 1 werden wir zunichst der Begriff der Darstellung einer Gruppe
einfilhren und die im weiteren benétigten Sachverhalte aus der Darstellungstheo-
rie zusammenstellen. Anschliefend werden wir fiir einen Kérper K mit mehr als
zwei Elementen die Darstellungen der Gruppe GL(2, K) beschreiben und aus die-
sen die Darstellungen der Gruppe SL(2, K') herleiten. Die verwendeten Begriffe aus
der Graphentheorie werden in Kapitel 2 dargestellt. Insbesondere werden wir dort
erldutern, wie durch einen Dualisierungsproze die Operation einer Gruppe auf ei-
nem Graphen Anlaf zu einer Darstellung dieser Gruppe auf der Homologie des Gra-
phen gibt. In Kapitel 3 widmen wir unsere Aufmerksamkeit dem Bruhat-Tits-Baum
von PGL(2, Koo) und beschreiben den Quotientengraphen I'(n)\7T als Uberlagerung
des Quotientengraphen I'\7 . Ferner geben wir fiir ein irreduzibles Polynom n € A




eine Charakterisierung der Gruppe G(n), die auf dem Graphen operiert. Um die da-
durch induzierte Darstellung g der Gruppe G(n) auf H;(F'(n)\T,C) untersuchen zu
kénnen, ben&tigen wir die Kenntnis aller irreduziblen Darstellungen von G(n). Die-
se werden wir im Kapitel 4 aus den im ersten Kapitel bereitgestellten Ergebnissen
fiir die Gruppen GL(2,A/(n)) und SL(2, A/(n)) entwickeln; auf die Darstellungs-
theorie einer dieser Gruppen kann man ndmlich jene von G(n) in Abhangigkeit
von der Charakteristik des zugrunde liegenden Kérpers und des Grades d von n
zuriickfiihren. In Kapitel 5 werden wir schlieBlich alle bisher zusammengetrage-
nen und entwickelten Ergebnisse verkniipfen. Ausgehend von der Beschreibung des
Graphen I'(n)\7 aus Kapitel 3 nehmen wir eine Zerlegung von H,(['(n)\7,C) in
gewisse Unterrdume vor, die unter der Operation p von G stabil sind. Diese Zerle-
gung (die kein offensichtliches Analogon in der klassischen Theorie der Modulformen
besitzt) fithrt auf eine ausgezeichnete Unterdarstellung, die bis auf die erwihnten
Ausnahmedarstellungen simtliche Informationen tiber die Unterschiede in den Viel-
fachheiten enthilt. Alle anderen aus der Zerlegung gewonnenen Unterdarstellungen
weisen eine sehr symmetrische Struktur auf.

Setzen wir nunmehr die Ergebnisse aus der Untersuchung der Unterdarstellungen
zusammen, so filhrt dies zu einer vollstdndigen Zerlegung der Darstellung p. Insbe-
sondere werden wir feststellen, dafl auch in der hier untersuchten Situation bis auf
einige Ausnahmen die Vielfachheiten aller auftretenden Darstellungen héchstens um
zwel voneinander abweichen. Interessanterweise bleiben Zusammenhinge von Viel-
fachheiten gewisser Ausnahmedarstellungen mit Klassenzahlen in unserer Situation
verborgen, da die Darstellungen, die im klassischen Fall diese Informationen codie-
ren, in unserer Situation nicht auftreten. Ferner dringt sich die Frage nach einer
weiteren Analogien zwischen den beiden Situationen geradezu auf: Hecke konnte die
Funktionen, die den Darstellungsraum zu bestimmten isotypischen Komponenten
der von ihm untersuchten Darstellung bilden, als Thetareihen identifizieren, und
der Versuch, diese Ergebnisse zu iibertragen, liegt nahe. Im Rahmen dieser Arbeit
miissen wir uns jedoch mit den bisher ermittelten Ergebnissen bescheiden.

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen bedanken, die mich direkt oder in-
direkt beim Erstellen der vorliegenden Arbeit unterstiitzt haben. Besonderer Dank
gilt meinen Eltern, die mir bei diesem (wie auch schon bei so manch anderem Un-
terfangen) sehr viel mehr als den nétigen Riickhalt geboten haben. Bei Prof. Dr.
E.-U. Gekeler méchte ich mich erstens fiir den guten Themenvorschlag und zweitens
fiir die grofien Mengen an Zeit bedanken, die er immer wieder fiir die Beantwortung
von Fragen im Zusammenhang mit der Arbeit und zur Erhellung angrenzender Fra-
gestellungen zur Verfiing stellte. Weiter sei Herrn Dipl.Inf. O. Scheja mein Dank fir
das unermiidliche Korrekturlesen ausgesprochen und Herrn Dipl.Math. A. Schwei-
zer fiir einige niitzliche fachliche Tips. Nicht zu vergessen sind all diejenigen, die mir
hier in Saarbriicken ein Umfeld schafften, das mich in die Lage versetzte, viel Ener-
gie in meine Arbeit zu investieren - stellvertretend fiir viele seien hier Stefan Miiller
und Kai Ibach genannt. Ein letzter Dank geht an diejenigen, die mich in Phasen
der Frustration dadurch wieder aufgebaut haben, daB sie die dann entstandenen
“Frustkuchen” beseitigten.




Kapitel 1

Grundlagen aus der
Darstellungstheorie

1.1 Grundbegriffe

Einfiihrungen in dieses Thema sind z.B. bei [Ser67] oder [Lan93] zu finden.
Es sei k£ ein Kérper und G eine endliche Gruppe. k[G] bezeichne die Gruppenal-
gebra, d.h. '

k[G) = {Z a,0:a, € k,o € G},
ceG

mit dem Produkt

(Z a,0) " (Z byr) = Z aghror.

cEG TeG o, T€G

Definition 1.1 Sei G eine endliche Gruppe, V ein k-Vektorraum. Eine Darstellung
von G (auf V) ist ein Gruppenhomomorphismus

p: G — Aute(V).

V heift dann G-Modul oder Darstellungsraum von p, und die Dimension von V
dber k bezeichnet man als Dimension der Darstellung p.

Jeder Homomorphismus p : G — Auti(V) entspricht bei linearer Fortsetzung
eindeutig einem (ebenfalls mit p bezeichneten) Algebrahomomorphismus

p: k[G] — End(V).
Die triviale Darstellung oder Finsdarstellung 1 sei gegeben durch die Vorschrift
1(0) = id; fir alle o € G.

Ist V ein G-Modul vermége der Darstellung p und V ein G-Modul vermoge
der Darstellung p, so heifit ein Vektorraumhomomorphismus ¢ von V nach V ein
G-Homomorphismus, falls er mit der Operation von G vertriglich ist, d.h. falls fiir
jedes 0 € G und v € V gilt

e(p(o)(v)) = (o) (p(v))-

Ist aus dem Zusammenhang ersichtlich, welche Darstellung verwendet wird, so
schreibt man auch kiirzer ov statt p(c)(v) firc € Gund v e V.



Definition 1.2 Sind p und o' Darstellungen von G auf V mit den Darstel
lungsrdumen V und V', so heiffen p und p’ dquivalent, falls ein Isomorphismus
r:V — V/ existiert, so daff fir o € G gilt:

ro(p(0)) = (P (o)) o 7.

Sind die Darstellungen p und g’ in Matrixform gegeben, d.h. in Bezug auf aus-
gewihlte Basen von V und V', so besagt die obige Bedingung, daf eine Matrix T
existiert, die fiir alle 0 € G die folgende Gleichung erfiillt:

T~ (0)T = p(o).

Definition 1.3 Fin Untervektorraum U von V heift G-Untermodul von V, falls er
G-stabil ist, d.h. falls fir alle o € G die Inklusion p(o)(U) C U gilt. Eine Darstel-
lung p von G auf V heifit irreduzibel, falls V aufer (0) und V keine G-Untermoduln
besitzt, andernfalls heifit sie reduzibel. Ferner ist p eine direkte Summe von Darstel-
lungen py : G — Autr(V1) und pa : G — Auti(Va), falls die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(i) V = Vi@ Vs als k-Vektorraum,
(i) Vi und Vs sind G-stabil,
(iii) Yo € G : p(0)|v, = p1(o) und p(a)lyv, = p2(0).

Man schreibt in diesem Fall auch p = p; @ p2 und nennt p; und p» Unterdarstellun-
gen von p. Das Tensorprodukt p; ® p2 der Darstellungen py : G — Autr(Vy) und
p2 : G — Autp(V2) ist fir o € G gegeben durch den Homomorphismus

(P ® p2)(0) = p1(0) ® p2(0) € Aute(V1 ® Va),

wobei auf der rechien Seite der Zuweisung das Tensorprodukt von Homomorphismen
gemeint isi.

Wihlt man als Basis von Vi @ V5 die Veréinigung der Basen von Vi und V3, so
ergibt sich fiir Darstellungen p; und ps in Matrixform fiir o € G:

pi(e) 0

0 pao)

(p1 ® p2)(0) =

Die oben angegebene Definition von Irreduzibilitdt gilt bei Darstellungen iiber
beliebigen Korpern. Im speziellen Fall der Darstellungen iiber den komplexen Zahlen
C ist aber der folgende Satz von Maschke anwendbar, der den Zusammenhang von
Irreduzibilitit und der Zerlegbarkeit einer Darstellung in eine direkte Summe klart:

Satz 1.1 (Maschke) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n und k ein
Kdirper, dessen Charakteristik n nicht teill. Dann ist die Gruppenalgebra k[G] halb-
einfach, d.h. es gibt eine Zerlegung von k[G] in ein endliches dircktes Produkt ein-
facher Ringe:

K[G) = f[Ri.

Beweis: [Lan93, Theorem 1.2] o



Sind also die Voraussetzungen fiir den Satz von Maschke erfiillt, so gibt es zu
jedem echten G-Untermodul U eines G-Moduls V' einen G-Untermodul U’ mit

V=UsU.

Dies gilt jedoch i.a. nicht. Wir nehmen ab jetzt an, daB k¥ = C, der Korper der
komplexen Zahlen, ist.

Definition 1.4 Der Charakter x, einer Darstellung p: G — Auty (V) ist definiert
als die Abbildung
Xp: G =k, o= Tr(p(c)),

wobei Tr(p(c)) die Spur des Endomorphismus p(c) bezeichnet.

Da die Spur eine unter Konjugation invariante Abbildung und p ein Homomor-
phismus ist, gilt fiir o, 7 € G:

Xp(07) = xp(r7 a7) = Tr(p(r™)p(0)p(r)) = Tr(p(0)) = x,(0)-

Allgemein nennt man eine Funktion f : G — k, die invariant unter der Konjugation
ist, eine Klassenfunktion. Der Grund fiir die Bedeutung der Charaktere liegt im
folgenden Satz:

Satz 1.2 Seien p und p’ Darstellungen von G. Dann sind dquivalent:
(i) p und p' sind dquivalent,
(1) Xp = Xp-
Beweis: [Lan93, Theorem 2.3] O

Betrachtet man die Summe und das Tensorprodukt zweier Darstellungen p; und
p2 in Matrixform, so ist offensichtlich Xp,@p, = Xs: + Xps UNd Xp,@p2 = Xo1 * Xpa-
Es gilt ferner

Satz 1.3 Jede Darstellung ist eine endliche direkie Summe irreduzibler Darstellun-
gen. Diese Zerlegung ist bis auf Aquivalenz eindeutiy.

Beweis: [Lan93, Theorem 2.3] o

Satz 1.4 Die Anzahl der indquivalenten Darsiellungen von G dber C ist gleich der
Anzahl der Konjugationsklassen von G. Wir bezeichnen diese Anzahl mit h.

Beweis: [Lan93, Proposition 4.2] o
Dieser Satz gilt allgemeiner fiir Darstellungen iiber algebraisch abgeschlossenen
Kérpern, jedoch geniigt fiir die hiesige Anwendung die Aussage fiir Darstellun-
gen lber C. Bezeichnet man den C-Vektorraum der Klassenfunktionen von G mit
Xc(G), soist die Zahl h aus dem vorherigen Satz gerade die Dimension von X¢(G).
Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von G bilden eine Basis von X¢(G).
Beziiglich der hermiteschen Form

<26 Xe(G) x Xe(G) — C,
die fiir f,g € X¢(G) durch die Vorschrift

1 -
< fi9>6i= m;ﬂa)g(a)



definiert ist, bilden die Charaktere x1, ..., xs zu k paarweise indquivalenten irredu-
ziblen Darstellungen von G eine Orthonormalbasis. Es gilt also

Vi,je{l,...,h}: < xi,xj >c= 6.
Ist ¥ der Charakter einer beliebigen Darstellung von G, so ergibt sich-daraus
h
X=Z<X,Xi >G Xi-
i=1
Weil eindimensionale Darstellungen immer irreduzibel sind, erhdlt man fiir einen
nichttrivialen Charakter p einer Gruppe G die Gleichung

Z p(o) =< p,1¢ >¢=0.
g€EG
Eine spezielle Darstellung von G ist die regulire Darstellung regs. Der zugehori-
ge Darstellungsraum ist die Gruppenalgebra £{G] mit der Basis G als k-Vektorraum
betrachtet. Jedes Element o von G operiert auf k[G] vermége der Multiplikation in
k[G]. Weil ein Element 1 # o € G die Basiselemente fixpunktfrei permutiert, und
1 € G alle n := #(G) Basiselemente fest 1a8t, hat der Charakter x,., die Werte

Xreg(1) =1, Xreg(0) =0, Vo # 1.

Das Skalarprodukt von xr.y mit dem Charakter jeder irreduziblen Darstellung p
ergibt sich daher als x,(1) = dim p. Hieraus folgt

Satz 1.5 Sind n = #(G) und p;, i = 1,..., h, die paarweise indquivalenten irredu-
ziblen Darstellungen mit den Dimensionen d;, so gilt die Gleichung:

h
n= Zd?
i=1

Insbesondere folgt aus Satz 1.4 und Satz 1.5, daB eine kommutative Gruppe nur
eindimensionale irreduzible Darstellungen zulagt.

Ist H eine Untergruppe von @, so definiert jede Darstellung p von G durch
Einschrinkung eine Darstellung von H, die wir mit Res%p bezeichnen. Der Cha-
rakter dieser Darstellung ist dann Res$x, wenn y der Charakter von p ist. Fiir
normale Untergruppen wollen wir die Zerlegung der so gewonnenen Darstellungen
untersuchen.

Definition 1.5 FEs sei H eine normale Untergruppe von G und X der Charakler
einer irreduziblen Darstellung § von H. Fir o € G bezeichne weiter §° die durch
77 (&) := p(c€a1) gegebene Darstellung von H und x° ihren Charakter.
Dann heifit die Gruppe

Tx):={ceG:x° =X}
die Tragheitsgruppe von ¥ in G.

Satz 1.6 Es sei H eine normale Uniergruppe von G, p eine irreduzible Darstellung
von G mit Charakier x und p eine irreduzible Darstellung von H mil dem Charakter
X, so daff gill

e =< Resf,x,i >p> 0.

Ferner sei G = |J %(X)o: eine Nebenklassenzerlegung von G beziglich T(¥). Dann
i=1

1=

gult:
, m
Resgx =e Zi"'.
i=1
Beweis: [Hup67, Seite 565, Hauptsatz 17.3 g)] a



Induzierte Darstellungen

Es sei k ein Korper und H eine Untergruppe der Gruppe G mit einer Darstellung
p: H — Auty(W). Wir wollen aus dieser Darstellung von H eine Darstellung von G
konstruieren. Sei dafiir V der Raum der Funktionen f: G — W, fiir die fiir 7 € H,

£ e gilt
f(r&) = p(T)(f(£))-

Die folgende Vorschrift fiir o € G definiert eine Darstellung von G auf V:
VEE€ G : (0 f)(§) = f(§).

Mit dieser Operation wird ¥V zum G-Modul; die zugehérige Darstellung Ind% p heiBit
die von p induzierte Darstellung von G und V =: Ind$ W der von W induzierte G-
Modul. Man beachte, dafl jedes f € Indi vollstandig durch seine Werte auf einem
Reprisentantensystem der Rechtsnebenklassen von G bezliglich A bestimmt ist.

Satz 1.7 Vermdge der Einbetlung
W e Ind§W , we fo,

wobet

cr.w ,fallsece H
fulo) = p(o)(w)

0 sonst,

erhalten wir
IndG W = (P oW.
cER

Dabei ist R ein Reprdsentaniensystem von G/H.

Beweis: [Lan93, Theorem 7.3] o

Insbesondere ist also dim; (Ind§ W) =(,lG : H) - dim W. Im Verlauf der Arbeit
werden wir beide Beschreibungen von Indg W verwenden.

Satz 1.8 (Transitivitit der induzierten Darstellung) Seien H,, Hs und G
Gruppen mit Hy C Hy C G und p: Hy — Autp(V) eine Darstellung von Hy.Dann
gilt:

Indf{2 (Indﬁfp) = Indf,lp.

Fiir die Charaktere der induzierten Darstellungen gilt:

Satz 1.9 Sei H eine Untergruppe der Gruppe G und p : H — Autp(W) eine
Darstellung von H mit dem Charakter x. Dann hat der Charakter Ind}G{x der von
p induzierten Darstellung fir o € G den Wert:

1 .
(Indx)(c) = =D ZE; x(o").

cTeH

Beweis: [Lan93, Proposition 7.4] 0



Inde w1rd auch als der von x induzierte Charakier bezeichnet. Entsprechend
bezeichnet Rengo die Elnschrankung eines Charakters ¢ von G auf H. Die explizite
Berechnung der Werte von Ind% x kann man oft unter Benutzung der folgenden
Gleichung umgehen.

Satz 1.10 (Frobeniusreziprozitit) Se: H eine Untergruppe der Gruppe G. Ist
@ ein Charakter von H, ¢ ein Charakter von G, so gilt fir das Skalarprodukl

< ¢, Resgd) >p=< Indggo,l,l) >6 -
Beweis: [Lan93, Theorem 6.1 (i)] o

Ein weiterer Sachverhalt, der unmittelbar aus dem Homomorphiesatz folgt, soll
hier nicht unerwihnt bleiben: Ist H eine normale Untergruppe von G, so sind die
irreduziblen Darstellungen der Gruppe G/H gerade diejenigen irreduziblen Darstel-
lungen von G, deren Einschrinkung auf H die triviale Darstellung liefert.

1.2 Die Darstellungen der GL(2, K) fiir #(K) # 2

In diesem und im nichsten Abschnitt sei K ein endlicher Kérper der Ordnung
q = p/ mit ¢ # 2. L sei die (bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte) quadratische
Erweiterung von K. Ferner sei ¢ € K% ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe K
von K und G bezeichne GL(2, K), die Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen
iiber dem Kérper KA. Dann ist #(G) = (¢ + 1)(q-— 1)?g. Unter einem Charakter
einer Untergruppe von G verstehen wir immer einen eindimensionalen Charakter,
es sei denn, es ist ausdriicklich die Rede vom Charakter einer Darstellung. Ferner
verwenden wir folgende Bezeichnungen fiir gewisse Untergruppen von G:

B = {( Z ) ra,d€ K* be K} (Borelgruppe von G),
D = ta,de K* } - (Diagonalgruppe von G),
U = be K} (unipotente Untergruppe von G),

e € K*,be K} (affine Gruppe),

:aEK"},

ta € KX} (Zentrum von G),

):aEI\’x}.
a

AuBerdem sei 1 ein fest gewihlter nichttrivialer Charakter der additiven Gruppe
K* von K, der bei der Konstruktion der Darstellungen fixiert bleiben wird. w und
w’ bezeichnen die Elemente

_ (01 W = 0 1
Y=El1r o) YT =-10)"
Eine weitere Klasse ausgezeichneter Untergruppen sind die Cartan-Untergruppen.

Man unterscheidet die zerfallenden Cartan-Uniergruppen, die aus allen zu D kon-
jugierten Untergruppen bestehen, und die nichi-zerfallenden Cartan- Untergruppen.

QO = O = o~ QO

[« T A N N N

-1

R O O O/ O OfN ON

E =

o

b
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Letztere erhalt man folgendermafBen: Fiir ein beliebiges Element £ € L* ist die
Abbildung mg : LX — L*, m¢ : a — € K-linear. Wihlt man eine K-Basis von L,
so entspricht jedes m¢ einem Element von G, so ‘daB man eine Einbettung L* — G
erhilt. Die nicht-zerfallenden Cartan-Untergruppen von G sind die (paarweise zu-
einander konjugierten) Bilder von L* unter derartigen Einbettungen.

In Anlehnung an [PS83] wird nun eine Beschreibung der komplexen Darstellun-

gen der Gruppe G folgen.

1.2.1 Die Gruppe G = GL(2,K)

Bevor wir die irreduziblen Darstellungen im einzelnen untersuchen, wollen wir in
diesem Abschnitt einige Eigenschaften von G und Zusammenhéinge zwischen den
Untergruppen zusammenstellen (vgl. [PS83, Seiten 11-13]).

Satz 1.11 Fir die Untergruppen von G gelten die Beziehungen
(i) B=PxZ=Dx<U,

(i) D=AxwAw=Ax E= B/U,

(i) U= B' = P'= KT,

(iv) P=U > A,
(v) A= P/U = KX

(vi) Z = K*,

(vii) E = K*.

Hierbei bezeichnen wir den Kommutator einer Gruppe H mit H', und fir zwei
Untergruppen H, H von G, von denen H normal in G isi, sei H >3 H das
semidirekte Produkt.

Eine wichtige Zerlegung von G wird in folgendem Satz genannt:
Satz 1.12 (Bruhat-Zerlegung) Die Gruppe G st die disjunkie Vereinigung

G = BUBwU = BUUwAB.

=(¢4)

mit ¢ £ 0 laft sich gemdfl dieser Zerlegungen schreiben als
v = b—2 g wl ! (1 ¢ d
770 0 e 0 “\o YVLo b-2 )

Die Konjugationsklassen von G
Die Konjugationsklassen von G lassen sich in vier Typen einteilen. Sei ¢ € G.

FEin Flement

—oa

—oln

Fall 1: Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P, von o liegen in K*
Dann gibt es in der Konjugationsklasse ¢ von o ein Element ¢’ in Jordanscher
Normalform.
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e Hat P, die doppelte Nullstelle a € K*, und ist das Minimalpolynom von &

. . a 0 .
verschieden von P,, so ist ¢’ = < 0 a7 Wir setzen

o0 = ( - )Gz:cl(a).

o Besitzt P, die doppelte Nullstelle a € K'*, und stimmt P, mit dem Minimal-

polynom iiberein, so ist ¢’ = g clz ) Also erhalten wir

a 1 ¢
0% = ( 0 a ) =: ca(a).
o Sind die Nullstellen @, b € K* von P, voneinander verschieden, so ergibt sich

o*’:(S 2),und

Dabei gilt c3(a, b) = c3(b, a).

Fall 2: Die Nullstellen o, 8 € L von P, liegen nicht in K.

In diesem Fall ist P, irreduzibel {iber K, und die beiden Nullstellen miissen zuein-
ander konjugiert und verschieden sein, da K als endlicher Kérper vollkommen ist.
Es ist also # = &, und man erhélt

0 —Nia ¢
G _ K —.
7= ( 1 Trka ) =: e4(o)

und cq(a) = c4(@).
Die Machtigkeiten der verschiedenen Konjugationsklassen desselben Typs sind
gleich. Man kann sie unter Verwendung der Formel

#(c%) =[G : Z6(0)]

ermitteln, wobei Zg(c) den Zentralisator von o in G bezeichnet. Dieser ist nur fir
die im Fall 2 auftretenden Elemente nicht durch das Ldsen einfacher Gleichungen
zu ermitteln. Dort benutzt man z.B. das folgende Lemma:

Lemma 1.13 Jede nicht zerfallende Cartan- Untergruppe Cr von G ist thr eigener
Zentralisator.

Beweis: Sei £ € L* ein Element einer Ordnung > ¢—1. Dann ist £ ¢ K* und {1,¢}
eine K-Basis von L. Sel weiter o € Zg(mg), aufgefaBt als K-lineare Abbildung von
L nach L. Fiir alle @ = a + b mit a,b € K gilt:
o) = ola+be)
TR ag(1) + bo(me (1))
TEILTO 45(1) + bme(o(1))
= (a +b8)a(1) = ao(l).
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Es ist demnach ¢ = m,(;), und nach Wahl einer K-Basis von L liegen die m¢ und
Mo(1) reprasentierenden Matrizen in der Cartan-Untergruppe Cr von G. Also ist
Z¢(CL) C Cr. Die umgekehrte Inklusion gilt aber ebenfalls, da C = L* kommu-
tativ ist. ‘ 0

Der folgenden Tabelle kann man sowohl die Méachtigkeiten der Konjugations-
klassen als auch die Anzahlen der Konjugationsklassen eines Typs entnehmen:

Klassentyp Anzahl der Klassen | Elemente in der Klasse
c1(a),a € K* g—-1 1

c2(a),a € K g-—1 -1
ca(a,b), “2EN” (g=1)(g=2) P+
ca(a),a € L\ K = 9*—q

Nach Abschnitt 1.1 gibt es soviele indquivalente irreduzible Darstellungen von
G, wie es Konjugationsklassen in G gibt. Also besitzt G '

(q—1)+(q—1)+(‘1'1)2(‘1—2)+1122—<1:qz_1

indquivalente irreduzible Darstellungen.

1.2.2 Die Darstellungen von Untergruppen von G

Bevor wir die irreduziblen Darstellungen der Gruppe G beschreiben, sollen hier
kurz die diejenigen der aufgelisteten Untergruppen von G dargelegt werden, da die
Darstellungen von G zum Teil aus denen der Untergruppen entwickelt werden.

Die zu K* isomorphen Untergruppen

Nach Satz 1.11 sind unter den ausgezeichneten Untergruppen von G gerade die
Gruppen A, Z und E zu KX isomorph. Da K* kommutativ ist, gibt es von einer
zu K* isomorphen Untergruppe nur eindimensionale irreduzible Darstellungen; die
Menge derselben ist also gerade die Charaktergruppe von K.

Die Darstellungen von U

Auch U.= K% ist eine kommutative Gruppe, die folglich nur eindimensionale ir-
reduzible Darstellungen zulaBt. Eine davon ist der fest gewahlte Charakter ¥ von
K. Identifiziert man U mit Kt und definiert man zu jedem a € K den Charakter
g durch

Vz € K : ¢a(z) := ¢(azx),
so sind fiir @ # a' die Charaktere 1, und v, voneinander verschieden, und die
Menge {t, : a € K} enthlt simtliche Charaktere von U.

Die Darstellungen von P

Nach Satz 1.11 ist die Kommutatorgruppe P’ von P gerade U. Dank der Zerlegung
von P als semidirektes Produkt von U und A entsprechen die Charaktere, also die
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eindimensionalen Darstellungen von P, gerade den Charakteren von A. Ferner ist
die induzierte Darstellung 7 := Indf; % eine irreduzible Darstellung der Dimension
[P: U] = ¢—1. r zerfillt bei Einschrinkung auf U in die Summe aller nichttrivialen
Charaktere von U, d.h.
Resgn = @ g,
GEK X

wie man unter Benutzung der Frobeniusreziprozitit zeigen kann. Die iibrigen irre-
duziblen Darstellungen von P ergeben sich als Skalarprodukte der eindimensionalen
Charaktere mit =. :

Die Darstellungen von D

Wie bei den zu K* isomorphen Untergruppen miissen auch alle irreduziblen Dar-
stellungen von D eindimensional sein. Es handelt sich also um die Charaktere von
D.Weil D= Ax E und A = K* = E ist, entspricht ein Charakter u von D gerade
einem Paar (p1, p2) von Charakteren von K* mit der Vorschrift

(3 ) =+((5 (5 ) =miwi

fiir alle a,d € K*. Zu u definieren wir den Charakter p, : D — C* durch

= ((50))=+((52))=+((5 )

Man kann leicht nachpriifen, daf fiir einen Charakter z, der dem Paar (p;, g2) von
Charakteren von K entspricht, der Charakter py zu dem Paar (p1p2, 45 "') gehort.
Es gilt also die Aquivalenz

B=py &= pa=1

Bemerkung: Die hier definierte Korrespondenz zwischen Charakteren von D und
Paaren von Charakteren von K% weicht ab von der in [PS83] angegebenen:

w((59))=m@m@.

Die hier angefiihrte ist aber fiir die spatere Verwendung giinstiger.

Die Darstellungen von B /

Wie aus Satz 1.11 bekannt, ist B = P x Z. Die irreduziblen Darstellungen von B
ergeben sich daher aus den irreduziblen Darstellungen von P und Z, indem man
diese auf der jeweils anderen Untergruppe trivial fortsetzt und dann das Tensor-
produkt bildet. Man beachte ferner die Isomorphie B/B’ = B/U = D. Daher ist
jeder Charakter von B eindeutig durch seine Einschrinkung auf D bestimmt. Im
weiteren wird daher nicht immer unterschieden, wann es sich um einen Charakter
von D und wann um seine Fortsetzung auf B handelt.

1.2.3 Die Darstellungen von G

Nach [PS83] teilen sich die indquivalenten irreduziblen Darstellungen von G in zwei
Klassen:
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o die Darstellungen der Hauptserie, d.h. diejenigen, die als Komponenten von
Darstellungen der Form Indgu auftreten, wobei p ein Charakter der Borel-
gruppe B ist, und

o die iibrigen irreduziblen Darstellungen, die als cuspidale Darstellungen be-
zeichnet werden.

Die Darstellungen der Hauptserie

Es sei u ein Charakter von B. Nach der Einschrankung auf D entspricht p ei-
nem Paar von Charakteren von & *X. Der folgende Satz beschreibt, wie die Darstel-
lung Indg,u in Abhingigkeit von der Beschaffenheit dieses Paares von Charakteren

zerfallt.

Satz 1.14 Sei u ein Charakter von B, der einem Paar (py,p2) von Charakteren
von K* entspricht.

(i) Istpg # 1, soist Indg,u =: p, eine irreduzible (q+1)-dimensionale Darstellung
von G. IThr Charakter wird mit x,, oder mil x(,, u,) bezeichnet. p, ist genau
dann dquivalent zu py, wenn p' = p oder p’ = py, erfillt ist.

(ii) Ist pp =1, so gilt

Ind§p = (11 o det) & p(u, 1),
wobei p(,, 1) eine irreduzible g-dimensionale Darstellung von G ist. Thr Cha-

rakter sei x(u, 1) oder x,. Zwei Darstellungen p(y, 1y und peu 1y, sind dann
und nur dann dquivalent, wenn p; = pi ist.

(i11) Alle irreduziblen Darstellungen von G, die als Komponenien von Darstellun-
gen der Form Indgu aufireten, sind zu einer der folgenden dquivalent:
e ¢ — 1 verschiedene eindimensionale Darstellungen der Form p; o det,
e g — 1 indquivalente g-dimensionale Darstellungen der Form p,, 1y,
. gq_:%(q;z) indquivalente (¢ + 1)-dimensionale Darstellungen der Form
Plur,pa) ™l pia # L.
Beweis: [PS83, Theorem 8.12, Theorem 8.13] o

Die Werte der Charaktere dieser Darstellungen auf den einzelnen Konjugations-
klassen werden mittels der Formel fiir den induzierten Charakter ermittelt und sind
aus der Tabelle am Ende dieses Kapitels ersichtlich. Bevor wir nun zur Beschrei-
bung der cuspidalen Darstellungen fortschreiten, soll an dieser Stelle eine konkrete
Basis fiir Indg/z angegeben und die Operation von G auf dieser Basis beschrieben
werden. p entspreche wieder dem Paar von Charakteren (y, p2) von K*. Wie aus
Abschnitt 1.1 hervorgeht, ist der Darstellungsraum V' von Indgy gegeben durch
den Raum der Funktionen f: G — C, fiir die fiir 7 € B, £ € G gilt

F(r8) = u(7) £(€)-

Wir wihlen das System von Rechtsnebenklassenreprisentanten von G beziiglich B:

={(EORA(2 ) e}

Jedes Element o € G\ B 148t sich zerlegen in

~(en)=(5 00 )

€B E€ER
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Nun definieren wir ein System von Funktionen {f; € V}ies mit I = PY(K) =

K U {o0} durch
1 0 0 ~1
a, { -
fb(é (1)>=, fb((l) —al>=¢(ab)-

Behauptung: Die Familie (f;)ier ist linear unabhéngig.
Beweis: Da8 f, linear unabhangig von (fi)ier (e} ist, ist klar, da

f°°<(1)(1)>:1 und fb<(1)(1)>:0_

gilt fiir alle b € K. Sei also 3 Aafs =0, Aa € C. Nach Definition der f, ist dann
a€K

> Aaa = 0. Weil aber die Charaktere ¥, voneinander linear unabhingig sind,

194

muB fiir alle @ € K gelten: A, = 0. Somit ist die Familie ( f;)icx linear unabhéngig.

a

Die Funktionen f;, i € I, bilden daher eine Basis von V. Fiir jedes ¢ € ( existiert
also eine Matrix (k(Z, j;0))i jer mit

afi =Y k(5 0)fi.
icl

Diese Koeffizienten wollen wir nun bestimmen. Wir kénnen uns dabei auf Elemen-
0 1
-1 0
erzeugen. Unter Verwendung der Vorschriften (o f)(€) = f(é0) fiir 0, € G und
f(r€) = p(r)f(€) fiir 7 € B,£ € G fiir die Wirkung der von y induzierten Darstel-
lung ergibt sich:

te c € Bund o = beschrinken, weil diese gemeinsam die Gruppe G

(1) Elemente der Form (i, c0; 0):

oa:(S Z)EBZEsgilt

ot (g} ) = bl =@ (g ] ) =800

0 -t 0 ~d .
Uf°°<1 a >:f°°<a b+a'd):0 va'€ K.

Also ist 0 foo = p{0) feo, d.h.

und

k(0o,00;0) = p(o),

k(a',o0;0) = 0 Vd' € K.

oo':( 0 ):SeiaeK.Dannist

afoo(é (f):foo(_ol é)zu(“ol _°1>foo<? ‘01>=o
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und

o (17

Somit giit
0 = Y k(i,o0;0)fi (
i€l
0 = 5 k(i,00;0)f; (
i€l
1 = > k(i,00;0)fi (
I

,fallsa # 0
, falls e = 0.

- (L 1) ={1

1 0 _ )
01 ) = k(o0,00;0)
0 ‘_1 7 ! i
) = > k(d,00;0)¢¥(aa’) Vae€ K%
1 a a €K
0 -1
= k(a',00;0).
1 0 ) a'XE:K ( )

Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von Y #%(a’) =0

Elemente der Form k(%, &',

.__ab
7=\o0 d

)eB:

a’eK

k(oo,00;0) =0 und

k(a,00;0) = % VYa € K.

o), b € K:

Mittels derselben Methode wie in (i) erhalt man fiir die Koeffizienten die

folgenden Werte:

/

bd
Yo' b € K,d' # —:

k(co,b;0) = 0

' d 0 '
k(5 50) = #( 0 a )w("—aé)
k(a',b;0) = 0.

o0 = ( _01 (1) >: In diesem Fall liefert die Methode von (i) das Gleichungs-

system

(¥*):=Vbe K,d' € K*

k(c0,b;0) =u< _01 _01 )
T Habio)(ed) = u( "0517 2 )w (=)
g{ k(a, b; o) = 0.

Behauptung: Eine Losung des Gleichungssystems (x) ist fiir a,b € K durch

k(oo,b;a):u( ‘01 _01 ) und

k(a,b;0)

gegeben.

S RICEDT

0
¢ b

Sal—

(

cEK X
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Beweis: (a) Es ist k(co,b;0) = p ( _01 —?1 > nach Definition.

(b) Sei a’ € K*,b € K. Dann gilt

S Heboa) = 13 Y (erd)u(§ o))

1914 aeKcEK N ,
=sa{c)
b o , b |
= 15 [v(-5) mar+ T v (@ 4+ 7)o
GEK ceR X
= (-2 ) -y 4 2 Z( (2) c>2¢(aa+c>>
Py N
=0
bY (=% 0
= () (T L)

(c) Sei b € K. Wir haben

Z k(a,b;0) =

a€K

Oag—

$)e(eerd)

by w(ac>>

aeK

(

Oal—

% M :P’T

2 ¢
o

'QI»—-

=0

= 0.

Die Behauptung ist somit gezeigt und die Koeffizienten k(¢, ;o) fiir die nStigen
Félle bestimmt. a
Wir werden auf diese Basis spater zuriickkommen, um bestimmte Darstellungen der
SL(2, K) zu konstruieren.

Die cuspidalen Darstellungen

Die cuspidalen Darstellungen, die in diesern Abschnitt vorgestellt werden, besitzen
alle die Dimension ¢ — 1. Sie stimmen auf der Untergruppe P von G mit der Dar-
stellung = liberein. In &hnlicher Weise, wie die Darstellungen der Hauptserie mit
Charakteren der Diagonalgruppe D zusammenhéingen, kann man die cuspidalen
Darstellungen mit Hilfe von Charakteren konstruieren, und zwar mit Charakteren
von L*. Man beachte, daB man fiir jeden Charakter y von K* durch die Ver-
kniipfung mit der Normfunktion einen Charakter ¥ = x o V von L* bilden kann.
Umgekehrt kann man jedoch 2u einem Charakter ¥ von L* nach dem Homomor-
phiesatz genau dann einen Charakter x von K* finden, so daf3 ¥ = x o N, wenn der
Kern von ¥ den Kern der Normabbildung umfaBt. Diese Uberlegung gibt AnlaB zu
der folgenden Definition:

Definition 1.6 Ein Charakier ¥ von L* heifft zerlegbar, falls ein Charakter x
von KX existiert, so dafl ¥ = x o N. Andernfalls heifit ¥ unzerlegbar. Fir einen
beliebigen Charakier v von L* bezeichne ferner o den zu v konjugierten Charakter,
definiert durch:

o(a) = v(&)

fir alle « € L*.
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Unter Verwendung von Hilberts Satz 90, der fiir eine quadratische Korpererwei-
terung besagt, daB jedes Element a € L* mit N(«) = 1 eine Darstellung der Form
o = £ mit § € L* besitzt, kann man leicht zeigen, daB ein Charakter v von L*
genau dann zerlegbar ist, wenn gilt: v = . Sei nun v ein unzerlegbarer Charakter
von L*. Zu v definieren wir eine Funktion

j:K*—=C
durch die Vorschrift !
. 1 _
jla) = 3 Z Y(a + &)v(a).

a€LX
Noa=a

Mit Hilfe dieser Funktion konstruieren wir eine Darstellung p, von G auf dem
Raum

V:i={f: K*=>C}

Wir setzen dazu fir fe V,z € K*,0 = < g Z ) € B:

@ert) (n (53) f)(z) =i (52) 1 (5).

Diese Definition ergibt sich aus der Gleichung p,|p = Ind5¢ = m, und dadurch
daB man die Nebenklassen von U in P mit K * identifizieren kann. Ferner setzt man
pvlz = |k x, indem man Z mit K* identifiziert, und bildet dann das Skalarprodukt
der beiden Darstellungen.

Weiter definieren wir fiir f € V,z € K*:

(def2) (pnu(w’)f) (z)= D v(y™H)i(zy)f(v)-
yeKX

Die gegebenen Vorschriften sind mit den in G bestehenden Relationen ver-
triaglich. Da G von B und v’ erzeugt wird, liefern (defl) und (def2) tatsichlich eine
Darstellung von G. Anhand der Charaktertafel am Ende dieses Kapitels wird deut-
lich, daB zu v und v’ genau dann dquivalente Darstellungen gehoren, wenn v’ = v

= . . #(L* ¢l -1

oder v/ = D gilt. Aus dieser Tatsache, und weil es genau W%F/% = g?ﬁ-'l‘ =q-1
zerlegbare Charaktere von L* gibt, erhalten wir den folgenden Satz:
Satz 1.15 Die Anzahl der indquivalenten cuspidalen Darstellungen von G ist

Auch fiir eine cuspidale Darstellung sollen hier eine Basis des Darstellungsraums
gegeben und die zugehdrigen Matrizen ermittelt werden.

Wir fixieren als Basis die Menge der Funktionen {h, : ¢ € K}, wobei die Funk-
tion hy.: K* — C definiert ist durch

1 ,z2=a

Va,z € K* @ hq(z) =
0 ,sonst.

Es bezeichnen nun (3, j;0), i,j € K%, o0 € G, die Elemente aus C, so daB gilt
O'hj = Z k(i,j;a‘)h;.

ieKX

1n [PS83, Seite 35] ist die Funktion j ohne das hier auftretende Minuszeichen definiert. Dabei
handelt es sich jedoch um einen Druckfehler, wie sich aus den folgenden Rechnungen ergibt.
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Wir ermitteln ihre Werte wie schon bei den Darstellungen der Hauptserie nur fiir

o € B oder ¢ = w'.

a b .
oa_(o d)EB.VVlrhaben

b
chy(z) = v(d)y (zr) hy (-31:)
b
= V(d)'(p <E.'L'> hb/%(x)
0 , falls z # b'g
v(d)y (b’%) ,falls z = b’g.
Also ist
0 , falls o’ # b’%
k(a',b';0) =

v(d)p (b'L) | fallsa’ =2,

oa:(_?l é):Esist

(cho)(@) = > v(a" Ni(za)he(d) = v(b'™1)i(=b"),

a’e Kx

somit gilt
chy = Z v(b'=1)j(a b )har.
a’eKx

Fiir die Koeffizienten bedeutet dies:
Va' b € K* : k(a',b;0) = v(b'"1)j(a’V).

Die Charaktertafel von G
(vgl. [PS83, Seite 70])

(o) [(Ga)) (5 (0 7e)
piy o det pi(a)? pi(a)® p1(ad) pi(Ne)
X(p1,1) qgp(a)? 0 p1(ad) - (Na)
e (3 4 [o(50) o5 28]
Xv, vV #E D (g — 1)v(a) ~v(a) 0 ~(v(a) + v(&))
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1.3 Die Darstellungen der SL(2, K)

Die SL(2, K) ist die Gruppe der inyertierbareﬁ 2 x 2-Matrizen iiber K, deren De-
terminante 1 ist. Basierend auf der Darstellungstheorie der GL(2, K) sollen in die-
sem Abschnitt die irreduziblen Darstellungen der SL(2, K) fiir Kérper der Cha-
rakteristik char (K) # 2 ermittelt werden. Ein groBer Teil derselben ergibt sich
als Einschrankung von irreduziblen Darstellungen der GL(2, K'), jedoch liefern ei-
nige indquivalente Darstellungen der GL(2, K) durch Einschrinkung dquivalente
Darstellungen der SL(2, K), und gewisse irreduzible Darstellungen der GL(2, K)
zerfallen bei Einschrinkung in mehrere irreduzible Bestandteile. Diese Phinomene
werden im folgenden beschrieben werden. Wir libernehmen die Bezeichnungen des
vorherigen Abschnitts und setzen ferner S := SL(2, K). Eine Zerlegung von G in ein
semidirektes Produkt, die immer wieder Verwendung finden wird, ist die folgende:

G=Apx S=5>A.
Bemerkung: Ist char (K) = 2, so ist
G=2Z x5,

da in diesem Fall (und nur im diesem Fall) K'* eine ungerade Ordnung hat, und
daher jedes Element von K* ein Quadrat in K* ist. Aus dieser Zerlegung folgt
aber, daf jede irreduzible Darstellung von S die Einschrinkung einer irreduziblen
Darstellung von G ist. Es bleibt also nichts weiter zu untersuchen.

Im Verlaufe dieses Abschnitts werden wir auf Ausdriicke der Form
(1, ¥) = Y $(a)u(a)
acK*x

stoflen, wobei p; ein Charakter von K* ist. Es handelt sich hierbei um Gauf’sche
Summen. Fiir eine GauB’sche Summe 7(u1, ) gilt die Gleichung

(1, ) = q. (1.1)

Wir werden im weiteren 7(py) := 7(u1,%) setzen, wobei 9 der fest gewdhlte Cha-
rakter von K7 ist. Ist u; speziell der quadratische Charakter von K%, so verwenden
wir auch die Bezeichnung 7 := 7(z1). In dieser Situation kann man die Gleichung
1.1 noch prézisieren; es gilt nidmlich

% = m(-1)g. (1.2)

Beweise fiir diese Aussagen iiber Gaufi’sche Summen endlicher Kérper sowie weitere
Eigenschaften sind z.B. bei [Sma9l, Seiten 120ff] zu finden.

1.3.1 Die Konjugationsklassen der SL(2, K)

Bei der Bestimmung der Konjugationsklassen von S kdnnen wir von denen von G
ausgehen. Weil $ C G ist, gilt auch ¢ C o€ fiir ¢ € G. AuBerdem ist 0 C S, falls
o € S5, weil die Determinante invariant unter der Konjugation ist. Es geniigt also,
fiir die ausgewahiten Représentanten o der Konjugationsklassen von G mit o € S
eine Zerlegung 0% = Uf___l of mitk>1,0; €S,i=1,...,k zu finden. Erinnern
wir uns dafiir daran, daf8 € einen Erzeuger von K* bezeichnet.

o c1(a),a? = 1: Es gilt
wo=(52) {6 )5 0)
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ca(a),a? = 1:
Sei ¢ € cz(a). Dann existiert £ € G, so dafl ( 8 i > = ¢ lo€. Weil G =

S >a A gilt, gibt es 7€ S und <8 ?)eAmitg:n(g 2->.Alsoist

(5 2)=(8 ) (5 ) (5% 1)=rimee

s
Es bleibt zu untersuchen, fiir welche b,¢ € K* die Gleichheit ( g b ) =

Q

S
a ¢ erfiillt ist. Durch den Ansatz 8-2{ ¢ % Vo2 ( ¢ ¢ ) mit
0 a 0 a 0 o

f € S ergibt sich:
a1 f a b [ a ¢ )
eson (50 )o= (8¢ )

= I eKk*:d%=c
= bece (k%)

Somit ist o konjugiert zu < 8 ; ), falls b € (]\;’x)'-’, und zu < g z ), falls

be e(I\.”‘)z. Wir setzen nun fiir a € K*, a®* =1

(
(

ie2(a,1) und

Q
N
[
il

o On
Q ™
~

"

1

: ea(a, €).

ca(a,a™),a € K*:

0 G b 0
Ist o € ca(a,a7 ) = < g1 > , S0 existiert wie eben ein < 01 > € A,

so daB3

[en i ~]

a 0\
Daher ist c3(a,a™!) = ( 0 -l ) .
ca(a),a € L\ K,Na=1:

Nach Lemma 1.13 besteht der Zentralisator von < (1) T—11a ) in S aus denje-

nigen Elementen der enthaltenden Cartan-Untergruppe, deren Determinante
1 ist. Diese entsprechen aber genau den Elementen von L, deren Norm 1 be-

tragt. Folglich gilt
—_ s - | ? - 1
# (( ! Tra ) ) =[S:2s < ! Tra )]= %Tl)q:qz-q:#(ctt(“))’

0 -1\°
und es folgt ( 1 Tra > = cq(e).

21



Fassen wir die hieraus resultierenden Ergebnisse wieder in einer Tabelle zusammen:

Klassentyp | Anzahl der Klassen | Elemente in der Klasse
ci(a),a€ K*,a* =1 2 1

ca(a,1),a € K*,a*=1 2 9%
ca(a,e),a € K*,a? =1 2 12-2‘_1
cala,a"t),a € KX,a#a™? (g=3) ®+q
ca(a),a € L\ K,Na=1 9;—1 ?—q

1.3.2 Einschrinkung der Darstellungen von G auf S

Die irreduziblen Darstellungen von G lieBen sich in vier Typen gliedern, die sich
jeweils in der Dimension unterschieden. Wir werden das Verhalten der Darstellungen
der vier Typen bei Einschrinkung auf S nacheinander beschreiben.

o Darstellungen der Form p; o det:
Bei Einschrankung auf S liefern nach Definition von S alle Darstellungen dieses

Typs die triviale Darstellung.

o Darstellungen der Form p(,, 1)
Fiir das Skalarprodukt des zugehdrigen Charakters x := x(u,,1) gilt

< ResSx,Res$x >s5= 1,

wie man leicht nachrechnen kann. Also ist die Einschrankung Res§ p,, 1y irreduzi-
bel. Anhand der Charaktertafel von G sieht man, da wieder alle Einschrankungen
von Darstellungen dieses Typs zueinander &quivalent, also insbesondere dquivalent
zu Resgp(l'l) sind. Wir bezeichnen Resgp(l,l) mit p(1y-

o (g + 1)-dimensionale Darstellungen der Form p(,,,u,), g2 # 1:

Hier sind zwei Fille zu unterscheiden: Ist p3 # 1, so ist Resgp(#h“,) irreduzibel. Da
die Werte des zugehdrigen Charakters auf S nur von pj abhdngen und sich fiir p;
und p5! dquivalente Darstellungen ergeben, erhalten wir L;é Darstellungen dieses
Typs. Wir bezeichnen sie mit p,,.

Gilt jedoch u2 = 1, dann ist pa der quadratische Charakter auf K™, und folglich
ist pa(a) = pa(a=t). Die Charaktertafel von G liefert

G G
< Resg X(uy,u2)) RESS X(uip2) >5= 2,

d.h. Resgp(#hu,) zerfillt in zwel irreduzible Komponenten. Um diese zu beschrei-
ben, verwenden wir die Basis {f;}icp:(x) von Seite 15. Nach den dort ermittelten

a b

Ergebnissen operiert ¢ = 0 a-! > € BN S auf dieser Basis durch

#Z(a)foo
a’b ;
ofy = pg(a)¢< )f.,_; Va' € K,

a

0 feo
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und v’ = ( _01 (1) >.operiert durch

Whe = 231
anK
1 ! P
Wie = a(-Dfet 2D 3 dab+ Da(b)fo Vo' € K.

a€K be KX

Der folgende Satz beschreibt nun die Zerlegung in S-irreduzible Unterrdume..

Satz 1.16 FEs sei V der Darstellungsraum von Resgp(uhy:), wobei py ein beliebiger
Charakier von K* und ps der quadratische Charakter auf K* ist. Dann gilt

V=vteVv-,

wobei V't die Basis {fa}ae(xxy U {pa(=1)foo + L(%lfo}

und V7~ die Basis {fa}se.xxy> U {pa(—1)foo — r(g:)fo}
besitzt, und V¥ und V= S-stabil sind.

Zum Beweis bendtigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1.17 Es seien a,b € K* mit ab ¢ (1\”‘)2. Dann gilt

A=) ¢(ac+§)ﬂ3(c)=o.

cEKX

Beweis: Es ist

ceKX c'EKX
b b,
= p(3) Y, dlac + () = -4
R/—/C’EKX
=1
Also i1st A = 0. 0

Beweis des Satzes: Nach Konstruktion von V¥ und V- ist V = V+t @ V-~ als
Vektorraum. Es bleibt zu zeigen, daB V* und V= S-stabil sind. Es geniigt dafiir
zu priifen, ob of € V* (bzw. V™) fiir jeden Basisvektor f von V¥ (bzw. V™) und
o € BNS oder o =v'.

(i) Seio = (g afl ) €BNS.

2

Ist f = far,a € (K{*)7, so ist

!

b
of = pa(a)¥(S)f o € VY,

= pa(—1) foo + Z22L g, 0 ist

of = pa(—1)pa(a) foo + T(f:z)ﬂz(a)fo = po(a)f e VT,
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(il) Sei o =w'.
Ist f = fa,a € (K%)?, soist

of = pi(—1) foo + Z Zwab+ p2(b) far
aEAbeKX
= Zw () p2(b)
ber
+— > 0 wlab+ D) e
aEK"bGK"

=1
1 —/—
Leroma 11T (< 1) foo + EM(G) 7(p2) fo

ev+

D DD DR CLESS OV Y

a’€(KX)? beK X

ev+
evt.
Ist schlieBlich f = py(—1) foo + J2L fo, 50 ergibt sich

of = #2( 1 Zfa

aeK
A )( oD+ = 3 Zw(ab)uob)faf>
q a'€EK be KX
= )y [ 2D 16D 5 ) | s
: 7 q beEK X
=0
+ Z <#2( 1) r(l;z) Z ¢(a/b)#2(b)) fu
/EKX q q bEKx

(L2) 7(p2) (#2)
= p =(p2(—1)foo + fo)

+Z( R (')(M)>fa'

a’e KX

12) T -1)
(=) (,U') f+ Z ﬂz (1-*-/12((1[)) fa’
a'eKx 7
=0, falls a’ec(K*)?
evt.
Also ist V' S-stabil. Ganz analog zeigt man die Aussage fiir V. a

Wir bezeichnen die Darstellungen mit den Darstellungsr'a'.umen V*und V- als
pE, baw. p7 . Die Werte der zugehdrigen Charaktere xj, und x;, kann man der
Charaktertafel entnehmen

¢ Es bletben noch die (¢ — 1)-dimensionalen Darstellungen der Form p,, v # U auf
ihr Verhalten unter der Einschrinkung zu untersuchen. Auch bei den Darstellungen
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dieses Typs sind zwei Fille zu unterscheiden. Wir setzen zunéchst
[N=1={a€L:Na=1}.

Gilt v |[N_ # 1, so stellt man fest, daf Ress py irreduzibel ist. Da je zwei Darstel-
lungen zu Charakteren von [N = 1] mit v? # 1 zueinander dquivalent sind, gibt es
AL—ID— 9—- irreduzible Darstellungen der Dimension ¢ — 1 von S. Ist dage-
gen V=) = 1 so erhilt man < Res$ x,,,Ressx,, >s= 2, so daf} die Darstellung
Res p, in zwei irreduzible Bestandteile zerfallen muB. Wir beschreiben diese mit
Hilfe der auf Seite 18 gegebenen Basis. Man beachte , daf v{jy=1j im zweiten Fall
der quadratische Charakter auf [N = 1] sein muf}, denn wire schon viv=1; trivial,
so wire v zerlegbar.

Satz 1.18 Es sei W der Darstellungsraum von Res$ p, mit der Basis {ha}ackx,
v|iv=1) der quadratische Charakter auf C. Dann ist die Zerlegung

W=Wwtew",

wobei W die Basis {ha}oegxy und W7 die Basis {hatage(rx): besitzt, eine
Zerlegung in S-stabile Unterrdume.

Wir bendtigen zwei Lemmata fiir den Beweis:

Lemma 1.19 Es sei @ € [N = 1]\ [N = 1]°. Dann ezistiert ein f € L, so dafl

p
a== und NG=e¢.
g
Insbesondere gibt es fiir ein erzeugendes Element £ von [N = 1] ein n € L™ mat
&= % und Ny =e¢.

Beweis: [Tan67, Lemma 2] o

Lemma 1.20 Es seia € K%, v ein Charakler auf L*, dessen Einschrinkung auf
[N = 1] gerade den quadratischen Charakter auf [N = 1] liefert, und £ ein erzeu-
gendes Element von [N = 1]. Weiter sei n das gemdf Lemma 1.19 zu £ gewdhlte
Element von L*. Dann gilt

S Y(a(nt +TDw(H) = 0.

te[N=1]
Beweis: Es ist
B = Y dant+ahw()
te(N=1]
= Y@ +ns))v€)v(s™)) = -B,
se[N=1] ==1 =u(s)
also B = 0. _ 0

Beweis des Satzes: Esseia € (*,0 = ( g 1 ) € BNS. Es ist

a~
!

ochy = U(awl)l,/)(*c—lé)/ll:_.

a
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Weil 2 -—5 € (K") genau dann, wenn a’ € (K* )2 ist auch ochg € WY (bzw. chy €

W~-) genau dann, wenn hg € Wt (bzw. her € WT).
Sei nun ¢ = w'. Wir wissen, daf

oha = Y v(a'™)j(a't)hy

beK X

gilt. Es ist zu zeigen, daB j(a’d’) = 0 erfiillt ist, falls a’d’ € e(K%)?.
Sei also a’b’ = ¢'%¢, ¢’ € K*. Dann folgt

> o+ aw(e)

Nazalb!

Ne'=¢? ’
Z P(' (nt + nt))v(c'nt)

tE[N 1]

= Z p(c' (nt + nt))v(t)

te[N=1]

) =

Lemn_l_:a. 1.20 0.

Somit ist w'he € W (bzaw. € W), schon wenn hy € W (bzw. € WT). Insge-

samt ergibt sich, daB W+ und W~ S-invariant sind.

Die zugehorigen Darstellungen werden mit p} und p; bezeichnet.

Die Charaktertafel von S fiir ungerades ¢

(vgl. [Tan67, Seite 83, Tabelle 2] oder [DorT71, Seite 228]

]

(o) 1Ga)a)] (5o

0 -1
1 Tra

ls 1 1 1 1 1
X(1) q 0 0 1 -1

Xuz» 15 # 1 (g + D)p2(a) p2(a) p2(a) pa2(a) + pa(a™t) 0
K2 :'é 1 a)Fr

X Hhup(a) | flfEr | mlgEr pa(a) 0
ph=1

Xv, V¥iv=1) # 1 (g = v(a) ~v(a) ~v(a) 0 v(e) +v(a))
UI[N:I #1
] Siya) | —v(a)E | —v(a)iET 0 —v(a)

UZI[N::I] =1
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Kapitel 2

Grundlagen aus der
Graphentheorie

In diesem Kapitel werden die notwendigen graphentheoretischen Begriffe eingefiihrt
sowie einige spéter bendtigte Sachverhalte zitiert. Die zugehdrigen Beweise sind bei
[Ser80] zu finden.

2.1 Graphen

Definition 2.1 Ein Graph X besteht aus zwei disjunkten Mengen V(X) und E(X)
zusammen mit einer Inzidenzabbildung

B(X) = V(X) x V(X) , e (ofe), (e))
und einer Inversionsabbildung
E(X)—=E(X) , ew—g,
die fir alle e € E(X) die folgenden Bedingungen erfillen:
() E=e,
(i) € #e,
(#ii) t(e) = o(e).

Wir nennen ein Element v € V(X) einen Knoten von X, e € E(X) eine (ori-
entierte) Kante und € die zu e inverse Kante. Der Knoten o(e) labelsym44wird als
Startknoten von e, t(e) als Zielknolen von e bezeichnet. o(e) und t¢(e) heifien auch
Endknoten von e. Zwei Knoten vy und vy sind benachbart oder adjazent, falls sie
Endknoten derselben Kante e sind.

Definition 2.2 Ein Morphismus m : X — Y von Graphen X und Y besteht aus
einem Paar von Abbildungen

my : V(X) — V(X), me : E(X) — E(X),
fiir die gilt:
(i) Ve € E(X) : my (o(e)) = o(mv (e)),
(i) Ve € E(X) : mg(e) = mg(2).
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Ein Morphismus heifit injektiv (surjektiv, ...) falls my und mg injektiv (surjek-
tiv,...) sind, und er heifit Automorphismus, falls er ein bijektiver Morphismus eines
Graphen auf sich selbst ist. Mit Aut( ) bezeichnen wir die Automorphismengruppe
des Graphen X.

Definition 2.3 Eine Orientierung eines Graphen X ist eine Teilmenge E4(X), so
daf E(X) = E4(X)UEL(X) und E4(X) N E4(X) = 0 ist.

Eine solche Orientierung existiert immer. Will man einen orientierten Graphen be-
schreiben, so geniigt es, V(X), E+(X) und eine Abbildung £ (X) — V(X)x V(X)
anzugeben.

Um einen Graphen in Form eines Diagramms darzustellen, werden Knoten durch
Kreise und Paare von Kanten {e,e} C E(X) durch Verbindungslinien zwischen
ihren Endknoten reprisentiert. Ist eine Orientierung des Graphen gegeben, so deutet
ein Pfeil an, welches Element der Menge {e, &} zu F.(X) gehort.

Beispiel: Der Graph X mit der Knotenmenge V(X) = {v;,v2} und der Kanten-
menge E(X) = {e1, ez} mit o(ey) # t(e;) wird représentiert durch das Bild:

~ {e1,e2} ~

v Va

Wahlt man E4(X) = {e;}, so reprasentiert

€1

O——0

V1 Va2
den Graphen mit derselben Knoten- und Kantenmenge.

Auf naheliegende Weise ist ein Uniergraph eines Graphen definiert. Einige spezi-
elle Graphen, die besonders als Untergraphen anderer Graphen Bedeutung haben,
sind die folgenden:

o Pfad, ist der orientierte Graph

[0,1] 1, 2] (2, 3] [n—1,n]
o O -0t
0 l 2 3 n-1 n

e Pfad_, ist der orientierte Graph
01 (L2 _ [23]
O O O—-- ,
0 1 2 3

o Krets, i1st der orientierte Graph

0
[W
1

n=1 0 Q

/ \




Ein Weg (der Lange n) in einem Graphen X ist ein Morphismus m : Pfad, — X.
Er kann durch eine Folge von Kanten (ey,...,en) mit t(e;) = o(ei41) fiir alle ¢ =
1,...,n — 1 beschrieben werden; der zugehérige Morphismus m ist dann gerade
gegeben durch mg([i —1,i]) = e;. Ist my (i) = v;, so sagt man auch, m ist ein Weg
von vg nach vn. Analog ist ein unendlicher Weg ein Morphismus m : Pfade — X.
Ein Kreis (oder Zykel) der Lange n in X ist ein zu Kreis, isomorpher Untergraph
von X. Ein Kreis der Lange 1 heifit auch Schlinge.

Bemerkung: GeméiSB der hier gegebenen Definition eines Weges kann dieser Zykel
enthalten. '

Speziell werden wir es im weiteren mit Graphen zu tun haben, die keine Zy-
kel der Linge < 2 enthalten. Solche Graphen bezeichnet man als schlichie oder
kombinatorische Graphen. In einem schlichten Graphen ist eine ungerichtete Kante
eindeutig durch die Menge ihrer Endknoten bestimmt.
Ein Graph ist zusammenhdngend, wenn er fir jedes Paar von Knoten (vy,va),
vy, v2 € V(X), mindestens einen Weg von v, nach v, enthilt. Ein bzgl. der Inklusion
maximaler zusammenhangender Untergraph von X heifit Zusammenhangskompo-
nente. In einem zusammenhingenden Graphen ist der Abstand d(vy,vy) zweier
Knoten vy,vs € V(X) definiert als die Lange des kiirzesten Weges von vy nach
V3.

Eine spezielle Klasse von Graphen ist die folgende:

Definition 2.4 Ein zusammenhdngender Graph ohne Zykel heiffit Baum. Ist X ein
beliebiger zusammenhdngender Graph, so enthdlt die Menge der Untergraphen, die
Bdume sind, mindestens ein mazimales Element. Ein solcher Untergraph heifit auf-
spannender Unterbaum von X.

Man kann sich leicht iiberlegen, daB die Knotenmenge eines aufspannenden Un-
terbaums von X mit der Knotenmenge von X iibereinstimmt.

Definition 2.5 Sei X ein Graph. Ein (C-wertiger) FluB von X ist eine Funkiion
f: E(X)—C, die die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Ve € E(X) : f(e) = —f(&). (f ist alternierend.)
(W) YveV(X): ¥ fle)=0. (f hat keine Quellen und Senken.)
c€E(X)
t(e)=v
(iii) f(e) =0 fir fast alle e € E(X). (f hat endlichen Triger.)

Die Menge der Fliisse bildet einen C-Vektorraum H,(X,C), der als C-wertige
Homologie von X bezeichnet wird. Analog kann man auch Z-wertige oder R-wertige
Fliisse definieren. Die Z-Homologie ist dann natiirlich kein Vektorraum, sondern
ein Z-Modul. Die Dimension der Homologie eines endlichen Graphen ist aus dem
folgenden Satz ersichtlich:

Satz 2.1 (Euler-Formel) Es sei X ein endlicher Graph, n die Anzahl seiner Zu-
sammenhangskomponenten, co die Anzahl der Knoten, ¢y die Hilfle der Anzahl
seiner Kanien. Dann gull

dim H,(X,C) = ¢y —co + n.

Dem Beweis liegt der folgende Sachverhalt zugrunde: Ist T ein aufspannender
Unterbaum von X, so kann man jede Funktion auf £(X)\ E(T) auf genau eine
Weise zu einem Flufl von X fortsetzen.
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2.2 Operationen von Gruppen auf Graphen

In diesem Abschnitt sei G eine Gruppe, X ein Graph, und G operiere von links auf
X, d.h. es gebe einen Homomorphismus G — Aut(X). Die Bahn eines Elementes
v € V(X) (bzw. ¢ € E(X)) sei mit Gv (bzw. Ge) bezeichnet, die Fixgruppe mit
G, (bzw. G.). Liegen zwei Elemente in derselben Bahn von G, so sagen wir auch,
sie sind unter G dquivalent. Man erinnere sich in diesem Zusammenhang, daf fiir
o€ G gilt

Go"‘u = (Gv)g ) Ga“e - (Ge)a'

Dies ist ein Sachverhalt, der allgemein fiir auf Mengen operierende Gruppen gilt.

Definition 2.6 Man sagt, die Gruppe G operiere inversionsfrei auf X, wenn kein
Paar (0,e) € G x E(X) mit der Eigenschaft oe = € existiert.

Operiert G auf X inversionsfrei, und ist H eine Untergruppe von G, so kann
man den Quotientengraphen H\X definieren, indem man setzt:

o V(H\X):={Hv:v € V(X)}, die Menge der Bahnen von H auf V(X),
e E(H\X):={He:e € E(X)}, die Menge der Bahnen von H auf E(X).
Die Inzidenzabbildung wird gegeben durch die Vorschrift
He s (Ho(e), Ht(e)),

und die Inversion durch _
He+— He = He.

Man kann sich leicht iiberzeugen, daB die Vorschriften fiir Inzidenz- und Inversi-
onsabbildung unabhingig von der Auswahl eines Vertreters einer Bahn sind. Die
Voraussetzung, daB G (und damit auch H) inversionsfrei auf X operiert, gewahr-
leistet ferner, da He # He fiir alle e € E(X). Auf offensichtliche Weise operiert
die Gruppe G dann auch auf dem Quotientengraphen H\X; die Untergruppe H
operiert dabei trivial.

Definition 2.7 Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf dem Graphen X operzert.
Ein Fundamentalbereich von X modulo G ist ein Untergraph Y von X, so daf die
Einschrinkung der Quotientenabbildung Y — G\X ein Isomorphismus ist.

Ist die Operation einer Gruppe G auf X und eine Untergruppe H von G gegeben,
so kénnen wir den Vektorraum H;(H\X,C) betrachten. Definiert man fir eine
beliebige Funktion f : E(H\X) — C und o € G die Funktion ¢f : E(H\X) —C

durch
(@f)(e) = f(e™"e),

so erhalten wir aus der Operation von G auf H\X eine Operation von G auf dem
Vektorraum der komplexwertigen Funktionen auf E(H\X). Der Raum Hi1(H\X,C)
ist unter dieser Operation stabil. Ist H zusétzlich normal in G, so induziert die Ope-
ration von G auf H,(H\X,C) eine Operation der Gruppe G/ auf demselben Vek-
torraum. GemaB der Terminologie von Kapitel 1 erhalten wir also eine Darstellung
der Gruppe G/H mit Darstellungsraum H,(H\X,C).

In der gegebenen Situation ist es ferner naheliegend, neben H,(H\X,C) einen
Raum von Funktionen auf E(X) einzufiihren, deren Eigenschaften mit der Opera-
tion von H zusammenhéngen.

Definition 2.8 Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf X operiert, und H eine
Untergruppe von G. Der Raum H,(X,C)¥ der harmonischen Coketten zu H ist
definiert als die Gesamtheil der Funkiionen f : E(X) — C mit den folgenden
Figenschafien:
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(i) Ve € E(X) : f(e) = f(&), (f ist alternierend.)

() Vv eV(X): Y fle)=0, (f hat keine Quellen und Senken.)
i
(iii)) Ve € E(X),0 € H : f(oe) = f(e), (f ist invariant unter H.)

(iv) Fafit man f (nach (iii)) als Funktion auf den Bahnen von H auf, so hat sie
einen endlichen Trdger.

Ebenso, wie wir den Raum H;(H\X,C) zu einem G-Modul gemacht haben,
konnen wir eine G-Modulstruktur auf H,(X, C)H einfiithren, welche, falls H normal
in G ist, eine Darstellung der Gruppe G/H mit Darstellungsraum H,(X, C)H liefert.

Den Zusammenhang zwischen den Vektorrdumen H,(X,C)¥ und H,(H\X,C)
fiir die im weiteren untersuchte Situation werden wir im folgenden Kapitel klédren.
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Kapitel 3

Der Baum 7 und der Graph

D(n)\7T

Von diesem Kapitel an wird die Grundsituation durch die folgenden Daten und
Bezeichnungen gegeben sein:

K

Keo

O

A

T
2(Keo)

(e1,e2)

F,, der endliche Kérper mit ¢ = p/ Elementen,

k[T), der Polynomring iiber k in der Unbestimmten T,
versehen mit der Gradfunktion deg : A — Ny,

ein Polynom aus A vom Grad d,

k(T), der rationale Funktionenkdrper iiber kinT

mit der Gradbewertung v : K — Z, v(!g—) = deg g — deg f,

T-1, eine Uniformisierende bzgl. der Gradbewertung,
k((m)), die Vervollstindigung von K bzgl. v,
k[[x]], der Ganzheitsring von Keo,

GL(2,0c), eine maximale kompakte Untergruppe von
GL(2,Ks) bzgl. der von der Gradbewertung induzierten
Topologie auf GL(2, Koo ),

{( ‘; f{ > € K : ¢ = 0 mod 7}, eine Iwahori-Untergruppe,

GL(2, A), eine diskrete Untergruppe von GL(2,Kx),
Z(GL(2, K&)), das Zentrum von GL(2, Keo),
ein zweidimensionaler Vektorraum iiber Ko und

eine ausgewahlte Basis von V.

Als weiterfiihrende Literatur zum Verhiltnis von Adeligen zu Baumen sei der
geneigten Leserin wie dem geneigten Leser die Lektiire von [Cal86) warmstens emp-

fohlen.

3.1 Der Bruhat-Tits-Baum 7 von PGL(2, K)

Wir werden nun zur Gruppe PGL(2, Koo) = GL(2, Keo)/Z(Keo) einen Graphen
T konstruieren, indem wir mit Hilfe der oben gegebenen Daten die Knoten- und
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3.1.1 Die Knotenmenge V(7)

Ein Gitter L von V ist ein endlich erzeugter Og-Untermodul von V, fiir den
Keo Qo,, L = V gilt. Weil O ein Hauptidealring und V als Oeo-Modul torsi-
onsfrei ist, ist L frei vom Rang 2. Fiir ein Gitter L und ein Element z € K, ist
auch zL = Lz ein Gitter; die Gruppe K% operiert also auf der Menge der Gitter.
Die Bahn [L] eines Gitters unter der Operation von K bezeichnen wir als Gitter-
klasse, und wir nennen zwel Gitter dquivalent, wenn sie zu derselben Gitterklasse
gehdren.

Die Knotenmenge V(7) von T ist definiert als die Menge der Gitterklassen von
V. Nach Auswahl einer Basis (e;,es) von V operiert die Gruppe GL(2, Ko) In
natiirlicher Weise auf der Menge der Gitterklassen. Diese Operation ist transitiv,
weil GL(2, K ) auf der Menge der Koo-Basen von V transitiv operiert. Ferner ist
das Gitter L := Owe1 ® Ocoes genau unter der Operation von K = GL(2,04)
invariant, die Fixgruppe der Gitterklasse von L ist daher das Produkt der Gruppen
K und Z(Ks). Man erhilt also fiir V(7) die Beschreibung

V(T) = GL(2, Koo )/ KZ(Koo)-

3.1.2 Die Kantenmenge E(7)

Seien L und L’ zwei Gitter in V. Nach dem Elementarteilersatz existiert eine Basis
{,8} von L und a,b € Z, so dafl {r%a, 7%B} eine Basis von L’ ist. Dabei sind
@ und b bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. Geht man zu Gittern zL, yL'
iiber, z,y € KX, so kénnen wir die Basis {(r*(®)a, 7¥(#)8} von zL wahlen, so daB
fiir ¢ = v(y/z) eine Basis von yL’ durch {rate(rva), 7t +e(z*(*)B)} gegeben ist.
Die Zahl |a — b =: d(A, A’) hangt daher nur von den Gitterklassen [L] und [L'] ab
und wird als der Abstand zwischen [L] und [L'] bezeichnet. Zwei Gitterklassen A, A’
heiflen benachbart, wenn d(A, A') = 1.

Die Menge E(T) der Kanten von 7 ist gegeben als Menge der Paare (A, A)

benachbarter Gitterklassen.
Nach Definition ist der Graph kombinatorisch. Ebenso wie die Knoten kann man
auch die Kanten mit einer Faktorgruppe von GL(2, Ko ) identifizieren, ndmlich mit

der Gruppe
GL(2,Kw)/TZ(Ke)-

Dabei liefert die kanonische Abbildung
GL(2,Ko)/TZ(Keo) = GL(2, Ko ) /K Z(Koo)

die Abbildung e — o(e). Die Inversion ist durch die Vorschrift

. 01
g—al g
gegeben. |
Es gilt

Satz 3.1 Der Graph T ist ein Baum.

Beweis: [Ser80, chapter II, Theorem 1] O

Ist L ein festes Gitter und A’ eine Gitterklasse mit d([L],A') = 1, so existiert
ein eindeutig bestimmtes Gitter L' € A, so dafl L' C L, und L' maximal mit dieser
Eigenschaft ist. Fiir dieses L' gilt dann

L/L' = 0/70.
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Insbesondere gibt es eine Basis (wy,w2) von L, so daB (w1, mwy) eine Basis von L’
ist, und es gilt .
L'/nL = (0O/7O)w,.

Man erhilt so eine Bijektion zwischen den zu [L] benachbarten Knoten von T
und den direkten Summanden des @/7O-Moduls L/wL vom Rang eins. Letztere
entsprechen wiederum den Punkten der projektiven Geraden P(0/#0), indem man
dem Element (a : b) € P}(0/x0) den O/rO-Untermodul (aw; + bw,)O/wO von
L/wL zuordnet.

3.2 Der Quotientengraph I'\T

Als Untergruppe von GL(2, Ko ) operiert die Gruppe T auf 7. Diese Operation ist
inversionsfrei, so da der Quotientengraph gebildet werden kann. T' ist eine diskrete
Untergruppe von GL(2, Keo), und die Stabilisatoren von Knoten sind Schnittmen-
gen von ' mit zu K konjugierten Untergruppen von GL(2, Ke). Der Stabilisator
', eines Knotens v in I' ist daher diskret und kompakt, also endlich. Setzt man

v =< rley, e >0l

i
reprasentiert durch die Matrix ( 76 ?), und

e; = (vi,vig1),

durch dieselbe Matrix reprasentiert, so gilt o(e:) = vi,t(e:) = vi1- Definiert man
ferner

To := GL(2,k)

I, = {(g S)EI‘:dengi} fiir i > 1,

wobei degb den minimalen Grad eines Urbildes von b in A bezeichnet, so ist die
Gruppe I; gerade die Fixgruppe des Knotens v, also ist die Gruppe I'; N Ty die
Fixgruppe der Kante e;. Man beachte, daB fiir ¢ > 1 die Gleichheit I'; N Fiv1 =T
besteht. Es gilt sogar:

Satz 3.2 Der unendliche Pfad
T — (3] €9 €3 .
Vo vy V2 v3
isi ein Fundamentalbereich von T modulo T'.

Beweis: [Ser80, chapter II, Proposition 3 und Corollary] o

3.3 Der Quotientengraph I'(n)\7 und die Gruppe
G
Die Hauptkongruenzuniergruppe I'(n) der Stufe n € A ist der Kern der komponen-
tenweisen Reduktionsabbildung
GL(2,A) — GL(2,A/(n)).

Offensichtlich operiert I'(n) auf 7, und man hat einen surjektiven Morphismus von

Graphen
k:T(n)\T — T'\T.

Die Abbildung x erméglicht die
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Definition 3.1 Fir einen Knoten v € V(T) (bzw. eine Kante e € E(T)) sei
Typ(v) := 1, falls k(v) = v;, bzw.
Typ(e) :=1, falls k(e) = e;.
Man sagt dann auch, v sei vom Typ i.

Fiir i > 0 sei V; := &~ *(v;) die Menge der Knoten vom Typ ¢ und E; := k" (e;) die
Menge der Kanten vom Typ i. Man beachte an dieser Stelle, daBl die Vereinigung

U E: nicht alle Kanten von I'(n)\7 umfaBt, sondern eine Orientierung dieses
i€No
Graphen angibt; entsprechend setzen wir Et= | E.
ieNo
Unter Verwendung dieser Bezeichnungen ergeben sich fiir i > 0 die Bijektionen

T(n)\[/T; — Vi, ¥ — L(n)v(vi)

und

T(n)\L/(Ti N Tig1) — Ei, 7= T(n)r(es).
Es ist aber I'(n) normal in T, also G(n) := ['/T(n) eine Gruppe, und ['(n)\I'/T;
steht vermége der Abbildung ¥ — v~! in Bijektion zur Menge [;\G(n). Insgesamt
erhalten wir:

Die Knoten (bzw. Kanten) vom Typ ¢ entsprechen den Bahnen von I'; (bzw.
von I; N Tiy;) bei der Operation von links auf G(n), d.h. den Rechtsnebenklassen
von T; (bzw. von [; N [iy1), wobei T; das Bild von T; bei der Reduktion nach (n)
bezeichnet. Esist T; = [; fir 0<i<d—1lund Ty = Tgoy firi>d—1.

Sei o € G(n), i 2 0. Wir setzen

[o]i == T;o, die zu einem Knoten vom Typ i gehorende Rechts-
nebenklasse von ¢ beziiglich I';,

[0)ii41:= Ti NTig10, die zu einer Kante vom Typ i gehorende Rechtsne-
benklasse von ¢ beziiglich I'; N Tiqy.

Ferner seien fiir ¢ > 0 die Abbildungen o; : E; — Vi und t; : E; — Vip die
Einschrankungen der Inzidenzabbildungen o und ¢ auf E;. Mit diesen Bezeichnungen
ergibt sich

0i([0)ii+1) = [0},
ti([o);,i41) = [0)i41-
Weil fiir ¢ > 1 die Inklusion T; C Tiy1 gilt, ist in diesem Fall o; bijektiv, und man
kann eine Abbildung p; : Vi — Vi1 durch die Vorschrift

pi : [o)i = [oir

definieren. p; liefert zu jedem Knoten v; € Vi den Knoten v;41 € Viq1, der Zielknoten
der Kante e; mit Startknoten v; ist. Insbesondere gilt fiir 7 > 1

t; = pioo;.

In der gerade eingefiihrten Notation schreibt sich die Operation von 7 € G(n)

auf T(n)\7 als
rfo)i = [or=Y; fir [o): € Vi
und _
rlofiirt = (077 iia fir {o)iinn € Bi

Mit Hilfe dieser Informationen und der Kenntnis der Gruppe G(n) kann der Graph
I'(n)\7 konstruiert werden. Fiir ein irreduzibles Polynom n werden wir nun die
Gruppe G := G(n) beschreiben.
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Satz 3.3 Sein € A irreduzibel und G = T'/T'(n). Dann gilt
G={oeGL(2,A/(n):deto € k*}.

Beweis: Setzen wir in Anlehnung an Kapitel 1, Abschnitt 1.2

(5 2) wer)
so gilt offensichtlich

{0 € GL(2, A/(n)) : det o € k*} = A(k) < SL(2, A/(n)),

und
['=GL(2,A) = A(k) < SL(2, A).

Wir werden die Exaktheit der Folge
1—-T(n) = — A(k) < SL(2,A/(n)) — 1

nachweisen. Weil I'(n) N A(k) lediglich die Einheitsmatrix enthalt, ist die Exaktheit
der obigen Folge aquivalent zur Exaktheit von

1 - D(n) — SL(2,A) & SL(2, A/(n)) — 1.

Einzig die Surjektivitit der Abbildung  ist dabei nichttrivial.

Sei also o = ( g g > € SL(2,A/(n)), und a,b,¢,d € A seien Urbilder von &,5,¢
und d. Dann ist ad — bc = 1 + mn mit einem m € A. Der gréBte gemeinsame Teiler
(¢,d) von ¢ und d muB also teilerfremd zu n sein. Somit existiert ein p € A mit
(¢,d+ pn) = 1, und wir kénnen oBdA. annehmen, daB (¢,d) = 1. Dann sind aber

q,r € A wahlbar, so daf
cq—dr=m.

. <a+rn b+qn)
&= .
c d

Wir setzen nun

Es gilt & € SL(2, A), denn
det = ad — bc+(rd —gc)n = 1.
S—— ———
=mn+1 =—m
Ferner ist ¢(&) = 0. Also ist ¢ surjektiv. a

Insbesondere folgt aus der Zerlegung G = A(k) < SL(2,A/(n))
#(G) = #(A(k)) - #(SL(2, A/ () = (¢ = 1)(¢** ~ 1)g".

Wir betrachten zunichst den Untergraphen von I'(n)\7T, der aus den Knoten
und Kanten vom Typ 7 > max{l,d — 1} besteht.

Sei also i » max{l,d — 1}. Dann ist I'; = Ty41, und die Abbildung p; ist
bijektiv. Da aber t; = p; o 0; gilt, und o; fiir ¢ > 1 bijektiv ist, ist auch ¢; bijektiv.
Der Untergraph besteht also aus sovielen Halbgeraden, wie es Knoten vom Typ
max{1,d — 1} gibt.

Wir haben somit gezeigt:
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Satz 3.4 Der Untergraph von I'(n)\7, der aus den Knoten und Kanten vom Typ
i, i > max{1,d — 1} besteht, ist eine disjunkte Vereinigung von Halbgeraden. Ihre
Anzahl betrdgt

_ 2d _ 1g%(g—1 2d_ .
G:Tan]= & (q_);’)z(gd )=qq_1 , fallsd > 1 und

(¢ = q(qg - 1)
Ty= A7) =1. .
[G:T4] - 1% g+1, fallsd=1

Ist dagegen v € Viy1, 1 <1< d—1,50 ist
#({e € B :ti(e) = v}) = #(o7'(0) = M1 : Tl =4,
Ebenso gilt fir v € V4, falls d > 2,
#({e € Eq 1 to(e) = v}) = #{(ToNT1)o :Tio=v})=[[1:TeNTy]=g.
Wir erhalten daher den

Satz 3.5 Jeder Knoten vom Typ i mit 1 < i < d— 1 ist Zielknoten von q Kanten
vom Typ i — 1 und Startknoten einer Kante vom Typ t. FEs gibt

R (q'zd__ 1)qd—-i—1
6Tl = ———

Knoten und Kanten vom Typ i.
Es bleiben noch die Knoten vom Typ 0 zu untersuchen. Fiir ein v € Vp gilt:
#({e € Eo:o(e) = v)) =#{(ToNT1)o : Too = v}) = [Fo: ToN[1] = ¢+ 1.
Satz 3.6 Jeder Knoten vom Typ 0 ist Startknoten von ¢ + 1 Kanten vom Typ 0.

Es gibt ,
(¢* — D¢
-1

[G:To) =
Knoten und (24 )d . ("d )d .
¢4 -1t (¢ = 1)¢*”

Kanten vom Typ 0.

Den Inhalt der letzten drei Sitze spiegelt das Bild des Graphen I'(n)\7 auf Seite
40 wider.

Das Geschlecht dieses Graphen, d.h. die Dimension seiner Homologie, kénnen wir
nun mit Hilfe von Satz 2.1 ermitteln, denn sie ist gleich der Dimension der Homologie
des Graphen, den man aus ['(n)\7 erhalt, indem man die Spitzen abschneidet.
Dieser Graph ist aber endlich und zusammenhingend, und wir erhalten

d—1 d
dim H{(T(n)\T,C) = Z#(E,-)—z#(v,-)ﬂ

= #(Eo) — #(Vo) — #(Va) + 1, " weil o; bijektiv fiir i > 1,
B (qu_l)qd—l B (qu_l)qd—l B qu_l +1
2d _ d__ . _
N ) Uil Bl SIS
g>—1
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Insbesondere betrigt die Dimension der Homologie gerade 0, falls n ein lineares
Polynom ist. _

Wie bereits in Kapitel 2 angekiindigt, wollen wir den Zusammenhang zwischen
den Vektorriumen H,(I'(n)\7,C) und H,(T,0)F(™ klaren, die dem Graphen 7
mit der Operation von I'(n) zugeordnet sind. Dies leistet der folgende

Satz 3.7 Die Riume H,(T(n)\7,C) und H(T,OF™) sind vermége des Vektor-
raumhomomorphismus

i Hi(D(\T,0) — H(T, O™, fr— f"

mit f*(e) = #(T(n).)f(L(n)e) isomorph.

Beweis: Der Beweis ist bei [Non94] fiir beliebige Untergruppen I'y von I' mit end-
lichem Index zu finden. Der dort auftretende Gewichtsfaktor

w(e) = [(Tu)e : Z(Keo) N (Tu)e

stimmt in unserer Situation mit dem Faktor #(I'(n),.) iiberein, da T'(n) N Z(Ko)
nur die Einheitsmatrix enthalt. m}

Bemerkung: Dieser Isomorphismus gilt in der gegebenen Situation sogar bei Uber-
gang zu H (I'(n)\7,Z) und H,(T,Z)'*) (vgl. [GR, 3.4.5]). Diese Tatsache hingt
aber mit der speziellen Struktur von I'(n) zusammen, wéhrend der Isomorphismus
zwischen den C-Vektorriumen problemlos von I'(n) auf beliebige Untergruppen von
endlichem Index in T zu verallgemeinern ist.

Da, wie in Kapitel 2, Seite 30 beschrieben, die betrachteten Vektorraume mit
einer G-Struktur versehen sind, ist die Vertriglichkeit von j mit dieser Struktur von
Interesse. In der Tat gilt der

Satz 3.8 Mil den Bezeichnungen von Saiz 3.7 ist die Funktion j ein G-
Isomorphismus.

Beweis: Es sei ¢ € G und e € E(T). Weil I'(n) eine normale Untergruppe von T
ist, gilt
#(T.nT(n)) = #(¢NT(n)°)

= #([o-1.NT(n)) = #((n)s-1c)-
Daraus folgt fiir f € Hy(I'(n)\7,C)

of'(e) = f(07 ) = #(T(n)o-1)f(T(n)o ™ e)
= #((n)e)f(e™'T(n)oo"le) = (af)"(e).
(L Sy S

=o—1(n)e

I

#(T'(n)e) (3.1)

Der Vektorraumisomorphismus j ist also mit der G-Struktur von Hy(['(n)\T,C)
und H,(T,C)F(") vertraglich. a

Wir fithren nun auf dem Raum H,(7,C)'(™) ein Skalarprodukt ein, indem wir
fir f,g € ﬂ,(T,C)F(") definieren

_ 1 f(e)g(e)
(f) g) - #([F . I‘(n)]) ; #(F(Tl)e),

wobei R ein Reprisentantensystem von I'(n)\E¥(T) und E*(T) eine beliebige
Orientierung des Graphen 7 ist. ,
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Wegen (3.1), und weil nach Definition von H(T,OF™ fir r € I(n) und
e € E(T) die Identititen f(re) = f(e) und g(re) = g(e) gelten, ist der defi-
nierende Ausdruck unabhingig von der Wahl des Reprédsentantensystems R. Die
Unabh#ngigkeit von der Wahl der Orientierung von 7 wird durch die Gleichungen

f@)9(@) = f(e)a(e)
und
I(n). = I(n)z
gewihrleistet. Die Eigenschaften einer hermiteschen Bilinearform sind alle erfiillt
(vgl. [Non94] ).
Der nichste Satz beschreibt, wie sich dieses Skalarprodukt unter der Operation
von G verhilt.

Satz 3.9 Das Skalarprodukt (-,-) ist unter der Operation von T invariant, d.h. fir
o €T und f,g € H(T,ON gilt

(cf,09) =(f,9)

Beweis: Nach Definition ist

Z af(e)ag(e) > f(«f 6)9(0'

(¢f,o9) (T () (G) 2 Z(T(n).)

cER

Aber jedes Reprasentantensystem R von Et(T) bzgl. I'(n) liefert durch Ubergang
zu 07!R := {0~ 'e : ¢ € R} ein weiteres Représentantensystem von E*+(T), denn
fiir je zwei Kanten e,é € E*(T) gilt die Aquivalenz

[(n)o~ ‘e =T(n)o~'é = Irel(n):ro te=0"'¢

[(n) normal in '

P drel(n):re=¢
<  T(n)e=T(n)e.

Daher und wegen (3.1) ist

_ f(e)g
(cf,09) = EZ;R #(T(n =(f,9)-

a

Mit Hilfe des Isomorphismus j k&énnen wir dieses Skalarprodukt auf
Hi(C(n)\7,C) iibertragen: Sind f,g € H(T(n)\T,C), so definieren wir

(f0)m = (f"29") #(G)Z#(r(ro )f(L(m)e)g(T(n)e)

eER

Auch dieses Skalarprodukt ist natiirlich unter der Operation von ', und somit
auch unter der Operation von G, invariant. Ist nun V ein G-stabiler Unterraum von
Hy(T(n)\T,C) und V* das orthogonale Komplement von Vin H{(T(n)\T,0), so
ist V1 wegen der Invarianz des Skalarproduktes unter der Operation von G selbst

G-stabil.
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Der Graph I'(n)\T:

Kantentyp 0 1 2

je ¢ +1
Kanten /\
Je ¢ Kanten
je ¢ Kanten
2d _ 1y,d-3
: . (Chinlt) Knoten
t f
2d _ 1y,d—1 2d _ 1y,d-2
(g 3 l)f (¢ 1)1q Knoten
q° — q-

Knoten 40

(¢*-1)
1

Knoten

=



Kapitel 4

Die Darstellungen von ['/I'(n)
fiir irreduzibles n

Es sei n € A ein irreduzibles Polynom, d = degn der Grad von n, M = A/(n) der
Korper mit ¢¢ Elementen und G = I'/T'(n). Dabei gelte ferner ¢¢ # 2. Im Verlauf
dieses Kapitels werden wir die irreduziblen Darstellungen der Gruppe G ermitteln.

Nach Satz 3.3 gilt
SL(2,M)Cc GCGL(2,M).

Wir kénnen daher die Darstellungstheorie von G weitgehend aus der von SL(2, M)

und GL(2, M) erschliefen.
Es bezeichnen im weiteren fiir einen Korper F'

e G(F) die Gruppe GL(2,F),
e S(F) die Gruppe SL(2,F),

o B(F), D(F), U(F), ...die in Kapitel 1, Abschnitt 1.2.1 beschriebenen Unter-
gruppen von G(F). ‘

Weiter seien B(G), D(G), U(G) usw. gerade die entsprechenden Untergruppen
von G(M) geschnitten mit G. € sei ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe M*, L
bezeichne die quadratische Erweiterung von M, mit der Norm N:L— Mundvy
einen fixierten additiven Charakter von M+, SchlieBlich sei { C L die quadratische

Erweiterung von & und
a O
C(k‘)::{(o aq>|a€1x}

eine Cartanuntergruppe von G(I) C G(L). }
Die folgenden Lemmata werden sich im Verlauf der Uberlegungen als niitzlich

erweisen:
Lemma 4.1 Es se:
[N € k%] := {@ € L: Niz(a) € K7},

und

[N =1]:= {a € L: NE(e)=1}.
Dann ist ([N = 1]) = ¢¢ + 1 und #([N € £*)) = (¢ — D)(¢* + 1)
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Beweis: Die G'ruppe der Automorphismen der Kérpererweiterung L/M wird vom
Frobeniusautom orphismus z — z?* erzeugt und enthilt auBer diesem nur die iden-
tische Abbildung. Die Normabbildung Nﬁ, = N : L — M hat deshalb die Form
N :zm— 2% -x = 2+, Die Menge (und multiplikative Gruppe) [N = 1] ist
gerade der Kern der Normabbildung eingeschrankt auf L*, also gerade die Menge
der Nullsteilen des Polynoms X?+! — 1. Es ist deshalb #(N=1]) < ¢+ 1.
Andererseits ist Im N|px C M*, und daher

AV = 1)) = #(Ker N|px) = e ) 5 2L

_.d
=T N 2 g Lt

Also ist #([N = 1]) = ¢¢ + 1. Insbesondere folgt daraus die Surjektivitdt der
Normabbildung. Dann besteht aber das Urbild jeden Elementes von L* aus ¢¢ + 1
Elementen, und deshalb gilt #([V € £*]) = (¢ - 1)(¢¢ +1). 0

Lemma 4.2 Mit den Bezeichnungen aus Lemma 4.1 ist die Abbildung
6:[Nek¥]—[N=1], aHg

ein Homomorphismus, und es gilt »
Ker0={aeM:a’> €k} DE".

Ist Ker § = kX, so is1 0 surjektiv, sonst gili [N = 1]:1Im 8] = 2.

Beweis: Die Homomorphieeigenschaft ist klar. Weiter gilt

Ker§ = {a€[Nek*]:a=qa}
{e €[N ek*]nM}
= {aeM:Na=a’€k*}.

Sei nun Ker # = k*. Es ist Im 6 C [N =1} und

#V e B _ #V=1@=1 _ 0y -
e = T =W =),

#(Im §) =

also ist @ surjektiv.
Ist dagegen Ker 6 # k*, so muB [Ker 8 : k] = 2 gelten, weil Ker 0 gerade aus
den in M enthaltenen Quadratwurzeln der Elemente von k* besteht. Daraus folgt

#(V = D#Ker 6) _,
FW ek

((N=1]:Im6) =

a

Bei der Ermittlung der irreduziblen Darstellungen von G miissen wir zwei Fille
unterscheiden:

Fall 1 Entweder char k = 2, oder char k und d = degn sind ungerade.
Fall 2 char k ;é 2, und d ist gerade.

4.1 Der Fall char k = 2 oder char k und d ungerade

Vorbemerkung: Man beachte, daB in diesem Fall gilt: Ist z € M und z? € k, s0
liegt schon z € k. Die Abbildung § aus Lemma 4.2 ist also surjektiv.
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4.1.1 Die Konjugationsklassen im Fall 1

Die Konjﬁgationsklassen der Typen c¢i, ¢3 und c4 ermitteln sich wie fiir S(M) aus
denen von G(M) (vgl. Abschnitt 1.3.1, Seite 20ff.). Insbesondere ist o€ = oG
fiir jedes o € G, das in einer Konjugationsklasse eines dieser Typen liegt. Es bleibt

zu untersuchen, ob fiir ein ¢ = 8 clz € G gilt, daB ¢¢ = ¢%*). Durch

elementares Rechnen priift man nach, daf die Gleichung

(3 D)8 1) eemters

erfiillt ist. GemaB der Vorbemerkung ist diese Menge gleich

d b\ .
{(0 d).beM,deL}.

Also ist

~ (G- o 1Y,_ @ -Dee—1) _ _ ,
#(%) =1[G: Z¢ < 0 a )] = pLI—Y =g 1= #(JG(M)).

Es stimmen also alle Konjugationsklassen in G mit denen in G(M) iiberein.

Es sind noch die Anzahlen der Konjugationsklassen zu bestimmen. Die Konju-
gationsklassen vom Typ c; oder ¢z entsprechen gerade den Elementen von M, deren
Quadrat in k* liegt. Nach der Vorbemerkung sind dies gerade die Elemente von k*,
d.h. es gibt davon ¢ — 1. Die Konjugationsklassen des Typs c3 stehen in Bijektion
zu den Paaren (a,b) mit a,b € M*,ab € k*,a # b, modulo der Vertauschung von
a und b. Thre Anzahl betragt daher

%#({(a,b) € M* x M* :ab€k*,a#b})
= %#({(a,a'ld) ra€ M*,d ek, d® #d)})
= %(#({(a,a“ld) ca€ M*,dek*}) —(g- 1)

_ @ =D-D-(-1 _ @ =2a-1)
2 2 ’

Um schlieBlich die Anzahl der Konjugationsklassen vom Typ c4 zu bestimmen,
verwenden wir die Gleichheit

{aeM:Nack*}={aeM:d® €k} =k"
Daraus erhalten wir

#({c € L\M : Na € k*})
= #({aEL:NaEkX})—#({OteMifvaekx})
Lemmadl (0 1)(g?+1)— (g~ 1) = ¢*(g—1).

Weil zueinander konjugierte o dieselbe Konjugationsklasse liefern, gibt es also

11(—7512 verschiedene Konjugationsklassen vom Typ c4.
In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Daten zusammengefaft:
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Klassentyp Anzahl der Klassen | Elemente in der Klasse
ci1(a),a € K g—1 1

ca(a),a € k% g—1 ?? -1
cala,b), 2iSHy, | =) 7+ ¢

c4(01), 7\,6:&\,:‘: « <12—1 qzd - qd

4.1.2 Die Darstellungen von G im Fall 1

Ebenso wie die Konjugationsklassen in G mit denen in G(M) ibereinstimmen,
erhilt man die irreduziblen Darstellungen von G auf die einfachst mogliche Weise
aus denen der G(M).

Satz 4.3 Gill char k = 2, oder sind char k und d ungerade, so ist fir jede irredu-

zible Darstellung p von G(M) die Einschrinkung Resg(M)p irreduzibel.

Beweis: Bei Einschrinkung auf G kénnen hdchstens diejenigen irreduziblen Dar-
stellungen von G(M) zerfallen, deren Einschrinkung auf S(M) reduzibel ist. Gilt
char k = 2, so bleiben alle Darstellungen von G(M) bei der Einschrinkung auf
S(M) irreduzibel, und die Aussage des Satzes gilt.

Seien nun char k und d ungerade. Aus Abschnitt 1.2 folgt, daB hochstens Dar-
stellungen von G(M) von der Form p(,, u,) mit p2 dem quadratischen Charakter
auf M*, oder p,, mit v|jy=1) dem quadratischen Charakter auf [N = 1] zerfallen
konnen, und zwar in maximal zwei irreduzible Bestandteile.

Bemerkung: An dieser Stelle erhalten wir einen echten Unterschied zur klassischen
Situation, in der man mit der Gruppe S(M) arbeiten wiirde: Weil die Darstellungen
der Dimension ¢¢ — 1 bei der Einschrinkung nach G nicht zerfallen, erhalten wir
keine Informationen iiber die Klassenzahl eines Korpers, wie Hecke sie in [Hec59a]
aus den Vielfachheiten der ﬁ}l--dimensionalen Darstellungen in der untersuchten
Darstellung bekam.

Sei also p eine solche Darstellung von G(M) und Resg((:;!))p =pt@p.

Annahme: Resg(M)p = p1 ® p2.
Dann ist oBdA. Resg(M)ﬁl = p*, d.h. fiir die zugehdrigen Charaktere ¥; und
xt gilt
Resg(M)il =xt.

Insbesox_ldere folgt

(1 1y 411 +f(1 eN__ (1 ¢
X1<01)—X<01>¢X (01)‘”(01)’

wie man der Charaktertafel von S(M) entnehmen kann. Dies steht jedoch im Wider-
. G G

spuch dazu, daB ( (1) i ) = ( (1) El: ) = c2(1) und ¥ auf Konjugationsklassen

von G konstant ist.

G(M)

Somit mufl Resg " ’p irreduzibel sein. o

Als nichstes werden wir die Anzahlen der indquivalenten Darstellungen verschie-
dener Dimensionen bestimmen.
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. Resg(M),ul odet: Da die Darstellungen .Resg(M)

charakterisiert sind, gibt es davon (g — 1), die mit fi; o det, iy Charakter von £*,
bezeichnet werden.

uy o det eindeutig durch pq|gx

. Resg(M)p(,“,l): Auch hier ist der zugehorige Charakter durch p;|,x bestimmt. Es

gibt also (¢ — 1) indquivalente irreduzible Darstellungen der Dimension q% von G.
Wihlt man zu jedem Charakter ji; von k% eine Fortsetzung p; auf M*, so liefern
die
G(M
P(a1) = Resc:( )P(m.l)
diese paarweise indquivalenten Darstellungen der Dimension ¢?. Thre Charaktere
seien mit x(z,,1) bezeichnet.

. Resg(M)p(uhM), pa # 1: In diesem Fall gilt die Aquivalenz:

ResC(M) (

_ na G
G X(ur ) = Resg X (ul,up)

entweder p1|px = pflgx und pa = ph
—

oder plkx = (i ph)ex und pa = py” "
Wihlt man wie eben zu jedem Charakter i, von k* eine Fortsetzung p, auf MX,
so erhilt man (g — 1)(¢¢ — 2) Darstellungen

(

G(M
P(r,ua) = Resg )p(m,#:)1

von denen jeweils p(j, u,) nur zur Darstellung p(z, (ual, x ).u2-*) iquivalent ist. Nun
bleibt noch zu priifen, ob der Fall (i1, pa) = (1 - (p2lex ), #27!) auftreten kann. Es
gilt

(Fr, #2) = (B - (palex) p2™t)
— pi=1lund palex =1

Nach Voraussetzung ist aber wa # 1. Fiir char k = 2 kann kein Charakter von
M* der Ordnung zwei existieren, und es gilt immer (i1, p2) # (1 - (palex )y p2™t)-
Sind dagegen char k und d ungerade, so ist der quadratische Charakter auf M*
der einzige Charakter der Ordnung zwei. Dieser ist aber auf kX nichttrivial, da
(M")2 Ak = (k*)? gilt. Somit ist in jedem Fall (fi1, p2) # (i1 (ualex), p27h),
und wir erhalten Q—_—ll%qd———zl indquivalente irreduzible Darstellungen der Dimension
(¢¢ +1) von G.

) Resg(M)p,,, v|[N = 1] # 1: Der Charaktertafel von G(M) ist zu entnehmen, dafl

Resg(M)x,, = Resg M)x.,: fir zwei unzerlegbare Charaktere v,v' von L™ genau

dann gilt, wenn

Viverx]) = Vliverx)

oder _
VIverx] = V'livekx)-

Die iniquivalenten Darstellungen der Form p; := 'Resg(M)p,, mit ¥ = v|vekx)

entsprechen also gerade den Charakteren von [V € k%], die nicht iiber [N = 1] fak-
torisieren, modulo dem Ubergang zum konjugierten Charakter. Wir miissen deshalb
priifen, ob die Situation

vlivekx) = Pliverx)
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auftritt.
Angenommen, ein solcher Charakter v von M* existiert. Dann ist fiir a € [V € k%]

T/'(a) =v <§> =1.
v(a) a
Nach Lemma 4.2 ist dann v|jy=1) = 1, weil die dort definierte Abbildung 8 surjektiv

ist. Also ist v zerlegbar, was im Widerspruch zur Wahl von v steht.
Es gibt

#av e r - ELEED (04 -1 - - ='a- 1

Charaktere von [N € k*], die nicht iiber die Norm faktorisieren, also ﬂqf—l—)- indqui-
valente irreduzible Darstellungen der Dimension (¢¢ — 1) von G.
Zusammenfassend ergibt sich:

Satz 4.4 Ist char k gerade, oder sind char k und d ungerade, so ist jede irreduzible
Darstellung von G zu einer der folgenden dquivalent:

(i) (g~1) I-dimensionale Darstellungen vom Typ pyodet, py Charakter von k%,

(ii) (¢ — 1) q%-dimensionale Darstellungen der Form p(,, 1y mil Charakteren p,
von k%, '

(iii) gq;l-%ﬁl (q* + 1)-dimensionale Darstellungen der Form p(u, u,), wobei py

ein Charakter von k* und 1 # ps ein Charakter von M isi,

(iv) “—'71171 (¢? — 1)-dimensionale Darstellungen der Form p, mit Charakteren v
von [N € k*}, fir die vin=y) # L.

Die Charaktertafel von G im Fall 1

(50) 1(5s) (5 &) (} 7 )
g o det pi(a)? p1(a)? p1(ad) m(Ne)
X(u1,1) q%p1(a)? 0 p1(ad) -m(Ne)
o (3 ) o3 ) o3 ) (3 2)]
X, VED (¢¢ = 1)v(a) —v(a) 0 —(v(a)+ v(a))

4.2 Der Fall char k # 2 und d gerade

Vorbemerkung: In diesem Fall gilt (M")g Nk* = k> # (lc")2, denn M enthdlt
die quadratische Erweiterung von k.

46




4.2.1 Die Konjugationsklassen im Fall 2

Wir machen uns zunutze, dal wgen der Vorbemerkung die Gruppe G das Erzeugnis
von S(M) und dem Zentrum Z(G) ist. Deshalb gilt nadmlich fiir jedes o € G

O'G —_ O'S(M) g UG(J\J)‘

Zerlegen wir weiter o = ( g 2 > & mit ¢ € S(M), so folgt

S(M)
G=gsn (2 0, (@ 0)ss0n
0 a 0 a

Liegt & in einer Konjugationsklasse des Typs c1, c3 oder ¢4 von S(M), so liegt es in
einer Konjugationsklasse desselben Typs von G(M). Aus Anzahlgriinden gilt dann
oG = ¢6(M) ynd wir verwenden die Bezeichnungen fiir die Konjugationsklassen

aus G(M).
= 1 \50n i e \SOD
Ist aber ¢ € ( g 3 ) oder & € < 0 & > , so erhalten wir
eun i 1 G(M)
0 aa

[l I
SN TN
0 o R
Op‘
R O
)
Q1 SN—
\_//—\
QOQ!
C-
N
=]
S a
[~
QR
~—

Aus der entsprechenden Aussage fiir S(M) (vgl. Seite 20) folgern wir die Aquivalenz

a b G a ¢ ¢ 2
—_— X
<O a) _(0 a)-‘:’bce(M)

cz(a,l):-—-((a) i)c
md  a@a=(§ ¢ ).

Die Anzahlen der verschiedenen Konjugationsklassen der einzelnen Typen erhalt
man wie im Fall 1, aber unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf

und setzen

#({aeM:Naelcx})=#({a€M:a'JEkx})=2(q—1)-

Sie sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:
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Klassentyp Anzahl der Klassen | Elemente in der Klasse
c1(a),a € M,a? € kX - 2¢-1 1
ca(a,1),a € M,a? € k¥ 2(g—-1) g%
¢2(a,€),a € M, a® € k* 2g—1) £l

3(a,), 1 arer (e=1fe’=3) 7+ ¢

caer), G SO ¥ - ¢¢

4.2.2 Die Darstellungen von G im Fall 2

G(M)
Der Zerfall der Konjugationsklassen ( 8 ‘11 > in je zwel Konjugationsklassen

in G spiegelt sich in der Darstellungstheorie wider.

Satz 4.5 Es sei char k ungerade und d gerade. Dann gilt:

(i) Ist p, irgendein Charakier von M* und p» der quadratische Charakier von
M?*, so zerfdllt die Darstellung Resg(M)p(mm) in zwei irreduzible Bestand-
teile.

(ii) Ist v ein Charakier von L* und vin=1) der quadratische Charakler auf

[N =1], so zerfillt die Darstellung Resg(M)p,, in zwet irreduzible Bestand-
teile.

(iii) Alle dbrigen irreduziblen Darslellungen von G(M) bleiben be: Einschrinkung
auf G trreduzibel.

Beweis: Wir werden (i) und (ii) gemeinsam beweisen. Es sei dafiir p €
{P(us,ua)» Pv} eine Darstellung wie in (i) oder (ii). x sei der zugehrige Charak-
ter. Aus Kapitel 1.1 Abschnitt 1.3 folgt

Resg(M)p =pt oo .

Die zugehdrigen Charaktere seien mit x* und x~ bezeichnet. Insbesondere wissen
wir daher, daB Resg(M)p héchstens zwei irreduzible Bestandteile besitzen kann. Fiir
die Tragheitsgruppe T(x+) in G gilt

TxH) ={ceG: (x*)=x*}=G,

weil 76 = 75 gilt fir 7 € G, und x* auf den Konjugationsklassen von S(M)
konstant ist. Es sei jetzt 5 die irreduzible Komponente von Resg(M)p, fiir die

< Resg(M)i,x+ >5(M)> 0.

Dann muB schon < Resg(M),‘Z, xT >sy= 1 gelten, weil < Resg((,e,[))x, Xt >sn=1
betrigt. Aus Satz 1.6 folgt somit

Resgﬁ =p*,
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d.h. dimj = 9%’—3. Also ist Resg(M)p reduzibel, und die Aussagen (i) und (7:) sind
gezeigt.

Die Aussage von (%) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dafl alle nicht unter
(i) und (ii) betrachteten Darstellungen sogar bei der Einschrankung auf S(M) ir-
reduzibe] bleiben. a

Wir bezeichnen nun mit p&hm) und p("#hm) bzw. p} und p; die Bestandteile

von Resg(M)p(#h“:) bzw. Resg(M)p,,. X(i;n,#:) und x¥ seien die zugehdrigen Cha-
raktere. Ihre Werte wollen wir nun ermitteln. :

Wir verwenden dafiir wieder, dafl wir jedes Element ¢ € G als ¢ = < 8 2 ) o

mit & € S(M) schreiben kénnen. Aus den Beschreibungen der Darstellungen der
G(M) und der S(M) geht hervor, daB sowohl vermdge p(m y) = pE als auch

vermége pE die Elemente von Z(G) C Z(M) auf den entsprechenden Darstel-
lungsraumen durch Skalarmultiplikation wirken. Genauer gilt

und

Daraus folgt fiir o = ( g 2 ) & mit & € S(M)

Tr(pf<(8 2)0)
= u(§ 2 )x@

X5 (0) = v(a)xi (5).
Die Werte von xE und xE auf S(M) sind uns aber bekannt, d.h. wir kénnen alle
Werte von xlJ und x& nun ermitteln.

1 0 -N
Wir werden dies exemplarisch fiir die Falle o = ( g a ) und o = ( 1 Tr: )
durchfiihren. -
Ist ¢ = ( 8 (11 ), so kbnnen wir ¢ = < 0 ? ) wahlen. Aber & liegt in

G
( L1 > oder in ( (1) i ) , je nachdem, ob a ein Quadrat ist oder nicht. Es

X5 (o)

und ebenso

0 1
gilt
£( 11 _ 1E7(pl)
Xs\o 1) ~ 2
s 1 e\ _ 1Fr(p)
Xe \' o0 1) ~ 2
Also ist

xf(a)=#<8 2 >———————li’l2(g)T(“2).




Analog folgt

Xi(o) = —V(a)]‘i/,lz(;)ﬂ'

Ist andererseits ¢ = ( (1) —N; ) mit Na € k%, so sei a € M* gewdhlt mit
0
1
a

~a > Dann ist o = ( g 2 ) &. Das charakteristische

a
Polynom von & ist X? — Z;—*X + 1, und £ ist eine Nullstelle davon. Es folgt, daf3

G
. 0 —-N(%) .
G e ( 1 Tr(%) > ist, und

(] e ) =vtond (] ) ) = vtaw (5) = v(e)

a

N

a?=Ne,und 6 =

sowie 0 ¥
—~Na
xf < 1 Tra ) =v(a)0 = 0.

Auf diese Weise kann die gesamte Charaktertafel von G aus denen von S(M) und
G(M) zusammengebastelt werden. Sie ist am Ende dieses Abschnitts zu finden. Es
bleiben noch die Anzahlen der Darstellungen der einzelnen Typen zu bestimmen.
Die Uberlegungen sind dabei identisch zu denen im Fall 1, sofern es sich um die
Darstellungen handelt, die bei Einschrinkung irreduzibel bleiben. Wir kénnen da-
her die dort erzielten Ergebnisse fiir die eindimensionalen und g%-dimensionalen
Darstellungen iibernehmen. Betrachten wir nun die iibrigen Darstellungen:

. Resg(M)p(“hM), p2 # 1: Wir kénnen dieselben Argumente verwenden wie in

Fall 1. Die irreduziblen Darstellungen der Dimension ¢ + 1 entstehen also aus Paa-
ren von Charakteren (u, p2), wobei p; ein Charakter von k* und p3 ein Charakter
von MX ist. Dabei liefern genau die Paare (u;, p2) und (uypa)ex, 43 ') dquivalente
Darstellungen. Weil p, nicht der quadratische Charakter von M* sein kann, sind
. . . gg._Q(qd_s) c . .
dies immer verschiedene Paare, und wir erhalten 3 indquivalente irreduzi-
ble Darstellungen der Dimension ¢¢ + 1 von G. ‘

. pf = 'o(j:u,#:): Anhand der ermittelten Werte fiir den zugehorigen Charakter stel-

len wir fest, dafl die Darstellung pf“ zur Darstellung p:, genau dann dquivalent ist,
wenn die zugehdrigen Charaktere p; und pf auf k% iibereinstimmen. Dasselbe gilt
fiir die Darstellungen p; und p,,. Wir miissen noch priifen, ob die Darstellung p;‘;

dquivalent zu einer Darstellung p, sein kann. Das ist aber nicht der Fall, da

1 1 1+7 l—r71 1 1
+ — —
X“(01>— 7 F 3 X“'(Ol)

gilt. Folglich erhalten wir je ¢ — 1 indquivalente Darstellungen vom Typ p} und p; .

. Resg(M)p,,, v¥|in=1] # 1: Wie im vorher untersuchten Fall ergibt sich, daB die

Aquivalenzklasse der Darstellung Resg(M)pu nur von der Einschrankung v|yex)

abhingt, und daB zueinander konjugierte Charaktere dquivalente Darstellungen lie-
fern. Es ist also zu iiberpriifen, ob es einen Charakter v von L* mit "2|[N=ll #1
gibt, so daB v|(vekx) = Ulverx) gilt. In diesem Fall ergibe sich fiir alle o € [N € k%]
die Gleichheit ' '

e (5)=r




Mit Lemma 4.2 folgern wir, da v*|y=1] = 1 sein miiBte, was im Widerspruch zur
Vorraussetzung steht. SchlieBlich gibt es genau soviele Charaktere von [N € k*],
deren Einschrankung auf [N = 1] der quadratische Charakter dieser Untergruppe
ist, wie es Charaktere auf [V € LX] gibt, deren Emschrankung auf [N = 1] trivial ist,

namlich % = ¢ — 1. Folglich besitzt G L——I-)—(q——ll irreduzible Darstellungen

der Dimension g% — 1.

e pE: Nach Konstruktion dieser Darstellungen ist uns bekannt, daf sie zu Cha-
raktern v von L* gehoren, deren Einschriankung auf [N = 1] der quadratische
Charakter dieser Gruppe ist. Weiter kdnnen wir aus der Charaktertafel schliefien,
daB die Aquivalenzklasse der Darstellungen bereits durch v|yegx) bestimmt wird.

Es stellt sich noch die Frage, ob eine Darstellung pJ zu einer Darstellung p,; dqui-
valent sein kann. Aus den Werten der zugehdrigen Charaktere auf dem Element

( (1) } ) erhalten wir unmittelbar, daB8 dies nicht méglich ist. Insgesamt folgt al-

so, daB G zu je einem Charakter v von [N E E*] mit v v=y) = 1, viv=yy # 1
zwel zueinander indquivalente Darstellungen p¥ und p; besitzt, d.h. zweimal ¢ — 1

irreduzible Darstellungen der Dimension g—
Wir fassen diese Ergebnisse wieder in einem Satz zusammen:

Satz 4.6 Ist char k ungerade und ist d gerade, so besitzt G die folgenden irredu-
ziblen Darstellungen:

(i) (g — 1) I-dimensionale Darstellungen vom Typ p o det mit Charakieren p,
von kX,

(ii) (¢ —1) ¢¢-dimensionale Darstellungen der Form p(,, 1y, ebenfalls mit Charak-
teren py von k%,

(iii) ﬁq—l)—(l—:ﬁ (g% + 1)-dimensionale Darstellungen der Form Plur ) wobet iy
ein Charalcter von k* und pa ein Charakter von M* mitl pd # 1 1st,

(iv) je (g—1) Darstellungen der Typen p}f und Py der Dimension l—i'tl mit Cha-
rakteren p von D(G), wobei der zugehérige Charakier pa der quadratische
Charakier von M* ist,

(v) (q——lxq—‘ll (¢¢ — 1)-dimensionale Darstellungen der Form p, zu Charakieren
v von [N € kX, fir die v¥|(v=y) # 1 gilt,

(vi) je (g — 1) Darstellungen der Typen p} und p; der Dimension 9—— zu Cha-

rakieren v von [N € k], deren Einschrinkung auf [N = 1] den quadratzschen
Charakier dieser Gruppe liefert.
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Die Charaktertafel von G im Fall 2

Die auftretende Gaufische Summe 7 ist die mit dem quadratischen Charakter von

M* gebildete.

()

(5 ¢)

M1 0 det

p1(a?)

p1(a?)

X(p1,1)

0

0

Xur #2|E(@) # 1

(5 )

(6 o)

2
4 K2 ¢1 1 a 0 a 0 1Epa(a)r a 0 Lxpua(a)r
Xiw> 2 #\ 0 a Ao a 2 Lo @ 2
ph =1
X, Vi iv=r) # 1 (¢¢ - )v(a) —v(a) -v(a)
Vln=) # 1
o L7y a) O C IIEOR S S
V2|[N=1] =1
a 0 0 —Nca
0 d 1 Tre
py o det p1(ad) p(Na)
X(p1,1) p1(ad) —p(Ne)
o 0
X B3 F 1 u(‘é d>+u(0 a) 0
p2 # 1 0
Xz:) I < ‘[1) d ) 0
py=1
Xv, Viiv=1) # 1 0 —(v(@) + v(a))
vin=1] # 1
X5 0 —v(a)
Vzl[N:l] =1

4.3 Die Darstellungen von G/Z(k)

Aus den letzten beiden Abschnitten kennen wir alle irreduziblen Darstellungen der
Gruppe G = I'/T(n) fiir ein irreduzibles Polynom n € A. Da wir aber eine spezielle

Darstellung von G auf H1(I'(n)\7,C)
sen, da$l die Elemente von Z(k) trivial operieren, sind fiir die we
nur diejenigen Darstellungen von G vo

untersuchen wollen, von der wir bereits wis-
iteren Uberlegungen
n Interesse, bei denen Z(k) trivial operiert.

Anhand der Beschreibungen der Darstellungen von G kann leicht ermittelt werden,

um welche Darstellungen es sich dabei handelt.

52




Bemerkung: Man beachte, dafl im Fall 2 Z(k) # Z(G) gilt. Das Zentrum Z(G)
von G muf also keineswegs trivial operieren.

Satz 4.7 Die irreduziblen Darstellungen von G/Z(k) sind wie folgt gegeben.:
(z) die Darstellungen von G vom Typ pi o det, fir die p? =1,

(i) die Darstellungen von G vom Typ py, 1y, fir die p=1,

(i) die Darstellungen von G vom Typ pu = p(u,,u), Jir die plzey =1,
(iv) die Darstellungen von G vom Typ pf = pah#:), fir die plzy =1,
(v) die Darstellungen von G vom Typ p,, fir die v|gx = 1, und

(vi) die Darstellungen von G vom Typ p¥, fir die v|ix = 1.

8 2 ) € Z(k) wirkt bei den Darstellungen

dieser Typen gerade als Multiplikation mit u;(a?). Die Operation von Z(k) ist also
genau dann trivial, wenn p? =1 gilt. ,

(iii) und (iv): Bei irreduziblen Darstellungen der Dimensionen ¢ +1 und 1% ope-
riert ( 8 2 ) als Skalarmultiplikation mit p< 8
p,ﬂz(k) trivial ist, muf} p ( 8 2 > = 1 sein fiir a € k*.

Beweis: (i) und (7i): Ein Element <

0 .
. ); damit also p,|z(ky bzw.

(v) und (vi): Vermége der (¢¢ — 1)- und der %-dimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen von G operiert ein Element ( 8 2 > durch Multiplikation mit v(a).
Daher muf} v{;x trivial sein. o

Durch Abzidhlen der Charaktere, die die jeweiligen Bedingungen erfiillen, er-

halten wir die Anzahlen der irreduziblen Darstellungen von G/Z(k) wie in den
folgenden Tabellen zusammengefaft:

Fall 1.a): char k =2

dim 11g¢ | g¢4+1]¢¢—1

ool

Anzahl | 1| 1 1_2—.2

Fall 1.b): ¢ und d ungerade

dim 1 g% | ¢%+1|¢¢—1

Anzahl | 2] 2 | =8 =t

Fall 2: char k # 2 und d gerade
1 qd qd+1 g+l-qd_1 =1

dim

Anzahl [2] 2 | 8 | 4 | S22 0
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Bei der Berechnung der Anzahlen bereiten nur im Fall 2 die Dimensionen ¢ -1
und 9d—27—1 Probleme. In dieser Situation findet das folgende Lemma Verwendung.

Lemma 4.8 Ist v|n=:1) der quadratische Charakter auf [N = 1], und ist weiter pa
der quadratische Charakter auf M, so gilt:

pa(~1)p(-1) = -1
Beweis: [Tan67, Seite: 67, Lemma 1] o

Aus dem Lemma folgt, daB fiir char k # 2 und gerades d kein Charakter v

von [N € k*] existieren kann, fiir den v|jn=y) der quadratische Charakter ist und
gleichzeitig v|gx = 1 gilt, denn es ist £* C (M")z, und daher v(—-1) = —1. Also
kann es keine irreduziblen Darstellungen der Dimension =1 von G/Z(k) geben.
Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen der Dimension ¢* — 1 betrdgt deshalb

%(#({1/ : v Charakter von [N € £*]/k*})
— #({v : v Charakter von [N € kX]/(k* -[N = 1])}))

i-1
5

= 3@ +n-2 =1
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Kapitel 5

Die Zerlegung der
Darstellung auf H(I'(n)\7,C)

In diesem Kapitel soll die Darstellung p von G = I'/T(n) auf H)(T(n)\7,C), die
durch die natiirliche Operation von G auf I'(n)\T induziert wird, in ihre irreduziblen
Bestandteile zerlegt werden.

5.1 Die Zerlegung von p anhand der Kantentypen

Es sei zudchst P@)T’T der endliche Graph, den man aus I'(n)\7 durch Abschneiden
der Spitzen erhilt, also der Untergraph von I'(n)\T mit

d-1
V(T(r\T) = U Vi,

d-2
E*(T(\T) = | E-.
i=0
Definition 5.1 Fir einen endlichen Graphen X set
Co(X) := {fv | fv : V(X) — C Funktion}
der Vekiorraum der C-wertigen Funktionen auf V(X) und
Ci(X) :={fe | fg : E(X) — C alternierende Funktion}

der Vekiorraum der alternierenden C-wertigen Funktionen auf E(X).

Ist eine Orientierung E*(X) gegeben, so ist der Raum C)(X) isomorph zum
Vektorraum aller C-wertigen Funktionen auf E¥(X).
Wir definieren ferner eine Abbildung d : C1(X) — Co(X) durch

(dfe)(w) = Y fe(e)

t(e)=v

fiir v € V(X), und eine Abbildung deg : Co(X) — C durch

degfv: Z fv(v).

veV(X)
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Beide Abbildungen sind offensichtlich Vel\torraumhomomorphlsmen

Wahlen wir fiir X den endlichen Graphen I‘(n)\’]’ auf dem die Operation von
T € G durch ‘

rlo)i = [o7 ™) fir [o]; € V(X),
bzw. durch
rlodiirr = [0 Nigrr  fiir [0)ii1 € ET(X)

gegeben ist, so sind Co(X) und Cy(X) Darstellungsrdume zu Darstellungen pv und
pE von G, die wir folgendermafen definieren: Fiir 7 € G, fv € Co(X), fe € C1(X),
v € V(X) und e € E+(X) sei

pv (r)(fv)(v) = fr(r™1v)
und
pe(r)(fe)(e) = fE(T™e).
Die Charaktere der Darstellungen py und pg seien mit xy bzw. xg/bgeichnet.

Aus der disjunkten Zerlegung der Knoten- und Kantenmenge von ['(n)\7 in die
Knoten- bzw. Kantenmengen der verschiedenen Typen kdnnen wir eine Zerlegung
der Raume Co(T'(n)\T) und C;(I'(n)\T) ableiten. Wir setzen ndmlich fiir -1 <7 <
d—2

C§) = (fv € Co(T(m\T) : supp fu C i1}
und fir0<igd-1

0 := {fz € CLT(M)\T) : supp fs C Ei}.
Die so definierten Mengen sind sicher Vektorraume. Auflerdem sind sie G-stabll,

weil Typ(ov) = Typ(v) und Typ(ce) = Typ(e) gilt firc € G, v € V(I‘(n)\T) und

e€ E""(I‘G—)TT) Also sind Co () und C1 Darstellungsraume zu Unterdarstellungen
von py und pg. Fassen wir einige dieser Rdume wieder zusammen und bilden fiir
0<igd-2

é(()") — E‘B C‘()J'), C( ). @C(J)
so gilt J—_l .
9 = (v € Co(Tm\T) : supp fv € O Vil
=0
und "

0 = {f5 € CuT(NT) ssupp £ € | B5),
7=0

und sowohl C'((,i) als auch é§") sind als direkte Summen G-stabiler Vektorraume
G-stabil: SchlieBlich sei noch

A9 = WA (Fn)\T,C)
= {f € H\(T(n\T,C) :supp f C | J(E; UE).
j=0
Insgesamt erhalten wir Filtrierungen
Co(TN\T) = CF P26 Y2265,
C'l(FG)TT) = C’%d—z) 2 C’}"‘s) 2---2 ~§0) und
H(N\T,0 = A2 2A%9 2.2 8P,
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Betrachten wir nun die Einschrinkungen d() := d|zw der Abbildung d :

C’l(I‘(/n—)TT) — C’o(I‘G)TT). Man beachte dazu den folgenden Sachverhalt:
Ist v € V; und e € E¥(F(n)\7) mit ¢(e) = v, so mufl e € E;_; gelten. Deshalb
ergibt sich fiirfECEt),vEVj,jZi+2 :

) =3 fly= Y, flo— Y, fle)=0.

t(e):u t(e)=v o(e)=v
eEEj_) eeEj

Somit mufl df in C’Si) liegen. Weiter bezeichne deg(i) die Einschrankung von deg :
Co(T(a\T) — C auf C§P.

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen gilt der
Satz 5.1 Fir 0 < i <d—2 ist die Folge

~ (i i) d9 x(i) degt®
0 — AW e GO L ED 4L o

exakl.

Beweis: Es sei 0 1 < d—2. .
(1) Hg') ist ein Untervektorraum von CE'). Er besteht nach Definition von

——

Hy(T(n)\T,C) gerade aus den Funktionen fg von C~'§’), die fiir alle v € V(I'(n)\7)
die Gleichung
0= Y e =R
<€E(C(n\T)
t{e)=v
erfiillen. Also ist f.fﬁ') = Ker d®), womit die Exaktheit bei C’g’) gezeigt ist.
(2) Die Abbildung deg( ist surjektiv, weil fiir beliebiges c € C und ein v € V die
Abbildung f. mit fe(v) = cund f.(?) =0 firv € V(T(n)\T) \ {v} ein Urbild von
¢ liefert. ] .
(3) Es bleibt die Exaktheit bei C§) zu zeigen. Fir fz € ¢ gilt

deg®(dP fg) = Z (dD fg)(v) = Z Z fe(e)
veV(I(n\T) VeV (ITn\T) <EE(NT)
= Y o= 2 fel@)-fele) =0,
€ E(T(n\T) € E+(FANT)

weil fg alternierend ist. Also gilt Im d® C Ker deg(i).

Andererseits ist nach Satz 2.1, weil die Untergraphen von I'(n)\T, die aus den
Knoten der Typen j, 0 < j < ¢+ 1, und den Kanten der Typen j, 0 € j < 3,
bestehen, zusammenhangend sind,

i+l i i it+1
dimKer deg® = #(|JV;))-1= #(J Ei) - #(J E)-#(J Vi) +1
j=0 j=0 j=0 j=0
= dimGY - dimAY = dimC - dim Ker d)
dimIm d®. '
Infolgedessen erhalten wir die Gleichheit Im d® = Ker deg®"). o

Erginzen wir nun die exakte Sequenz aus dem Satz zu
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:

1
N /
Im d0) = Ker deg(i)
/ N
0 0 ;

so sind auch die geknickten Folgen exakt, und wir kénnen fiir 0 € 7 < d — 2 auf die
Zerlegungen

C=mdeC
und (6.1)
¢V =1m d @ AP
in C-Vektorraume schlieflen.

Als nichstes werden wir zeigen, dafl diese Zerlegungen tatsachlich Zerlegungen von
Darstellungen sind, und wir werden eine Formel fiir den Charakter x von p herleiten.

Da die Raume C—'(()i) und C‘§"’ G-stabil sind, kénnen wir sie als Darstellungsrdume
von Darstellungen von G auffassen, die wir mit /3(‘;) und ﬁg) bezeichnen wollen. ﬁg,')

bzw. ﬁg) sind somit Unterdarstellungen von py bzw. pg.

Lemma 5.2 Betrachtet man die Vektorrdume C'((,i) und C'gi) als Darstellungsrdume

der Darstellungen ﬁ(‘j) und ﬁg), sowie C als Darstellungsraum der trivialen Darstel-
lung, so sind die Homomorphismen '

4 6 _ 6§

und

deg(® C‘Si) —C
G-Homomorphismen, d.h. firc € G, fv € C~'[(,i) und fg € (3‘5"’ gilt
dDEE () fe)) = B () fe)

und

deg (30 (0)(fr)) = deg® fv.

Beweis: Da die Darstellungen ,59) bzw. p'g) Unterdarstellungen von py bzw. pg
sind, kénnen wir im Beweis auf den Index ¢ verzichten.

(1) Fir o € G, fz € G und v € V(I(n)\T) gilt

dpe@e)) = 3 pe()fe)e) = X feleTie)
e T
= % fs(0) = @e)oT) = pv()da)o).
c€E(C(n)\T)

t{e)me=ty
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Es ist somit d(pE(U)(jE)) = pv(o)(dfEg).
(2)Ist c € Gund fv € CS'), so erhalten wir

deg(pv (0)(fv)) = ST @) = Y fu(eTiv)
veV(ITnINT) veV(I(n)\T)
= Y fv(v) = degfv.
veV(F(n\T)

Korvollar 5.3 Fir 0<i<d—2ist HY) G-stabil.

Beweis: Das Korollar folgt, weil I§'§i) = Ker d®) und d() ein G-Homomorphismus
ist. o
Es ist also [:IP der Darstellungsraum zu einer Unterdarstellung von ,Bg), die wir
im weiteren 5(*) nennen wollen. Ihr Charakter heifie ),
Satz 5.4 (i) Es bezeichne py, 40) die Unierdarsiellung von ﬁ(‘j) mit Darstellungs-
raum Im d9. Dann gilt

5 = pim o ® 9

und .
/5(‘;) = Prm ) © 1.

(ii) Der Charakter U von p() ermittelt sich als
=5 -7+ 1

Beweis: (i) Die Zerlegungen der zugehdrigen Darstellungsraume als Vektorrdume
ist die Aussage (5.1). Nach Definition ist py, g (o) = p(‘})(a)llm 40~ Da deg®® nach
dem Lemma ein G-Homomorphismus ist, folgt, daB ein Komplementarraum von
Im d®) G-isomorph zu C mit der trivialen Darstellung sein mus§.

Analog ergibt sich, daB ein Komplementdrraum von Ker d) = f[i‘) G-isomorph
zu Im d®) mit der Darstellung py, 4 ist, weil nach dem Lemma d() ein G-
Homomorphismus ist.

(1i) Es sei xm q) der Charakter zu py,, 4). Wegen (i) gelten die Gleichungen

D = xmao + 19,

Y

Xim a6y + 1.
Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung liefert

=38 -3+ 1

Korollar 5.5 [Fir den Charakter x von p gilt

X=xg—xv+L
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Beweis: Day = %%, xg = )Z(;_Z) und xy = ig,d'?) gilt, ergibt sich die Aussage

als ein Spezialfall von Satz 5.4, (). _ o

Erinnern wir uns nun an die Struktur von C’((,i) und C’ﬁ‘): Diese G-Moduln sind

direkte Summen )
e = P e,

j==1

& = @Cgi)
=0

von G-Moduln. Bezeichnen wir die Unterdarstellung von pv (bzw. pg) mit Darstel-

lungsraum C'((,i) (bzw. C'g'.)) als pg) (bzw. pg)) mit Charakter x(‘j) (bzw. xg)), )

erhalten wir die Relationen

(5.2)

Lemma 5.6 Ist i3> 1, so besteht ein G-Isomorphismus
c) = cfi~Y.

Beweis: Wir identifizieren Cfi) mit dem Raum der C-wertigen Funktionen auf
E+(T(n)\T), deren Triger in E; enthalten ist, und definieren eine Abbildung

p:C§V ) fee(f)
durch (f)(e) := f(ofe)) fiir e € E*(T(NT).
(1) o(f) € C: Sei e € E+(I(n)\T)\E: und f € C§?. Dannist o(e) ¢ supp f C Vi,
und wir erhalten
o(f)(e) = f(o(e)) =0,

also supp f C E;. Daher ist ¢(f) ein Element von Cgi), und die Abbildung ist wohl-

definiert.
(2) y ist ein G-Homomorphismus: Offensichtlich ist ¢ ein Vektorraumhomomorphis-

e —

mus. Fiir ¢ € G und e € E(F{n)\T) gilt auBerdem
_ (o(ae), t(ce)) = (ao(e), ot(e)),
weshalb fiir e € E*+(I(n)\T) folgt
e(af)(e) = (@ f)(o(e)) = f(c™ o(e)) = flo(c™ e)) = ¢(f)(0"e) = (cp(f))(e)-
(3) o ist bijektiv: Die Bijektivitat folgt unmittelbar aus der Bijektivitat von oy fiir

i > 1 (vgl. Abschnitt 3.3, Seite 35). a

Korollar 5.7 Fir 1< i< d— 2 gilt die Gleichung

XY = xE
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Beweis: Da die zugehérigen Darstellungsriume nach dem Lemma G-isomorph sind,
miissen auch die Charaktere der Darstellungen iibereinstimmen. o

Korollar 5.8 Der Charakler x von p ergibl sich aus der Gleichung

— d—
x=x - x5 x4

Beweis: Das Korollar ist eine Konsequenz aus den Korollaren 5.5 und 5.7, denn

d-2 d-2
Kor. 5.5 { 1
x FES xp—xv+1l= 3 a@ -3 KP4

i=0 i=-1

xg)+2(¥ x5 =1 =P 41

Kor:.5.7 (0) Ygl 1) \'ﬁ/d 2)+ 1.

(8]

Dank Korollar 5.8 kénnten wir jetzt leicht die Werte von x berechnen; wir werden
jedoch im folgenden eine Zerlegung der Darstellung p beschreiben, der die Filtrie-
rung

Hi(T(0\T,©) = A(* 2 A" P 2. 2 A"
zugrunde liegt. Wir setzen namlich jetzt
H(O) H(O)
und fir1 i< d-2
O .= (g O
po=(Hp ) e

-
Der Orthogonalraum (Hg’_l)) sel bzgl. des Skalarproduktes (-, )y, aus Abschnitt
3.3 gebildet. Es gilt dann o '
H(') — @ ng)’
i=0

und da das Skalarprodukt unter der Operation von G invariant ist, erweist sich

diese Zerlegung als eine Zerlegung in G-Moduln. Die zu H( ) gehérige Darstellung
sei mit p(*) bezeichnet, ihr Charakter mit x. Es gilt der

Satz 5.9 (i) Die Darstellung p lifit sich zerlegen in die direkte Summe der Dar-
stellungen
T d-2
p= @p(j),
j=0

(ii) Der Charakier x\9) der Darstellung Pl geniigt der Gleichung

@ = Oy D fallsi:O
W= <> Xg>, falls1<igd-2.

Beweis: (i) Es gilt

d=—2
H\(T(a)\T,C) = AP =P,

i=0
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und die in (i) auftauchenden Darstellungen sind gerade die zu dieser Zerlegung in
G-Moduln gehérigen.
(ii) Aus Satz 5.4 folgt

O =3 -0+ 1,

wegen der Relationen (5.2) ist dann
2@ = x5 - x5 =10 41,
was zu zeigen war. Weiter besteht fiir 1 € ¢ € d — 2 die Zerlegung
A0 = 76D g #O,
die fiir die zugehdrigen Charaktere die Gleichung

A = 7 — gli-1)

zur Folge hat. Satz 5.4 liefert nun

a0 = 3 -5 -5+ 20,

Wieder unter Beriicksichtigung der Relationen (5.2) erhalten wir daraus

X = X8 =X,

d.h. die Giiltigkeit von (7). 0

5.2 Die Zerlegung von p()

Im vergangenen Abschnitt haben wir im wesentlichen die Ermittlung der Bestand-

teile von p(¥) auf die der Bestandteile von pg) und pg) zurtickgefithrt. Um letztere
zu zerlegen, machen wir uns die spezielle Struktur der Darstellungen zunutze:
Bs sei —1 £ 7 < d— 2. Die Elemente von V; sind gerade die Linksnebenklassen

von G bzgl. T;. Bilden wir zu einer Funktion f € C((,i) die Funktion f: G —C, die
durch _ _

f(”) = f([a']s'+1) = f(Fi-HO’)
gegeben ist, so liefert die Zuordnung f — f einen Vektorraumisomorphismus zwi-
schen C((Ji) und {f : G — C| f(c€) = f(é)Vo € Ti11,€ € G}. Die Operation von G
auf f € C'(gi) wird fiir 7 € G durch die Gleichung

AN li) = S [hisr) = flomhis)
beschrieben, was sich auf f in der Form
A (1)(f)(@) = floT)

iibertragt. Mit- der Definition der induzierten Darstellung auf Seite 8 vergleichend
erhalten wir die Identitat .
A = Indg—1.

Ganz analog gilt fir 0 i€ d~2

G
F.‘ﬂ[‘.‘+1 1.

pg) = Ind
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Bemerkung: Diese Interpretation der Darstellungen pg,i) und p(ff.) liefert wegen
T;NT;4q = [y fiir ¢ > 1 direkt das Lemma 5.6.

Unter Zuhilfenahme der Frobeniusreziprozitit kénnen wir jetzt tatsdchlich die
Darstellungen p(*) (und damit die Darstellung p) in ihre irreduziblen Bestandteile
zerlegen. Es gilt namlich fiir eine der in Kapitel 4 ermittelten irreduziblen Darstel-
lungen § von G

o ) G_ < _ ! o0
<X, Xy’ >¢=< Resg—X, 1> 7= T 2_){(0), (5.3)
o€l
falls —1 < i < d—2ist, und
. G . 1 .
<x >o=< Rt Lomam= gty 2 W (64)

celinlip

falls0 i d—2.
Da im weiteren Verlauf der Berechnungen hiufig eine Fallunterscheidung auftre-
ten wird, je nachdem, ob ein Charakter trivial ist oder nicht, fithren wir das folgende

Symbol ein:
Ist u ein Charakter einer Gruppe, die die Gruppe H enthilt, so setzen wir

1, falls glg =1,
6(pu,H) =
0, sonst.

Wihrend der dafiir ndtigen Berechnungen miissen wir jedoch wieder eine Fall-
unterscheidung vornehmen.

5.2.1 Die Zerlegung von p() fiir d ungerade

Um die Formeln (5.3) und (5.4) fiir irgendeinen Charakter gut auswerten zu kdnnen,
wird uns das folgende Lemma niitzen, das den Ubergang von samtlichen Elementen
der auftretenden Untergruppen zu den ausgezeichneten Reprisentanten von Kon-
jugationsklassen ermdglicht.

Lemma 5.10 Die Bezeichnungen fir Konjugationsklassen seien wie in Kapitel 4.
Es gelten die folgenden Formeln fiir die Mdchtigkeiten der Schnitimengen von Kon-
jugationsklassen von G mit I'g bzw. mit Ty N g1,

(i) Wir betrachten zundchst To-
1, fallsa € k%,

0, sonsi,
\

> -1, fallsaek™,

sonst,

_ ¢*+4q, fallsa,dek™,
° #(CS(G‘) d) N FU) =

0, sonst,

63




— ¢>—gq, fallsaglX,
0,. sonst.
(ii)) Fir0<i<d—1 gilt dagegen

1, fallsae k>,
. #(cl(a) Nno; N F,‘.H) =
0, sonst,
\
(.

¢t —1, fallsa € kX,
. #(c«_)(a) NN Fi+1) =
0, sonst,

\

2¢°tL, falls a,d € k%,
o #(cs(a,d)NTiNTiq1) =
0, sonst,

o #(ea(a)NTiNTiy) =0.

Beweis: (i) Ist o ein Element von T, so ist seine Konjugationsklasse sowohl in G
als auch in T vollstindig durch sein charakteristisches Polynom und sein Minimal-
polynom bestimmt. Deshalb kdnnen die Schnittmengen von Konjugationsklassen
mit Tp nur leer sein oder aber volle Konjugationsklassen in To bilden. Ferner ist
das charakteristische Polynom von o ein quadratisches Polynom tber k, und weil d
ungerade ist, zerféllt es genau dann iiber M, wenn es schon iiber & zerf'aillt. Es folgt,
dal die Konjugationsklassen in To von Elementen von Ty eines bestimmten Typs
in einer Konjugationsklasse in G desselben Typs enthalten sein miissen. Deshalb
folgen die behaupteten Michtigkeiten der Schnittmengen, sofern sie nicht leer sind
aus der Tabelle der Konjugationsklassen von G(k).

Die Schnittmenge einer Konjugationsklasse mit To kann aber nur dann nicht leer
sein, wenn die zugehdrigen Eigenwerte entweder in £* oder in [ liegen. Genau das
besagen aber die Bedingungen im Lemma, wann immer ein Wert ungleich 0 ange-
geben ist.

(i) Wir merken zunichst an, daf fiir alle 7, 0 < ¢ < d — 2, die Gruppe ' N [y in
der Borelgruppe B(G) enthalten ist. Liegt also o in der Schnittmenge einer Konju-
gationsklasse mit I'; N T4y, so miissen die Eintrage auf der Diagonalen von o gerade
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von o sein. Andererseits miissen sie
nach Definition der T; in k% liegen, was #(ca(a) NT; NTiy1) = 0 nach sich zieht,
und den Wert 0 fiir die anderen Typen in den dort angegebenen Fillen erzwingt.
Die Aussage fiir ¢;(a) folgt unmittelbar, und fiir die Menge ca(a) NT; N Tiyy ergibt
sich, falls a € k%,

cz(a)ﬂl‘iﬂI‘iH:{( 8 Z > :degb < 7,0 # 0}.

Diese Menge besteht aus ¢'*! — 1 Elementen. SchlieBlich kann ¢z(a,d) NT; NTiyg
fiir a,d € k* nur die Menge

{<8 Z)zdegb z}u{<d Z):degbgi}

sein, und es folgt, daB #(ca(a,d) NTi N Tiy1) = 2¢° L. O
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Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir die Gleichungen (5.3) und (5.4) umformen
zu

<Xy >e = 1—-)[2*<8 2)“‘72_1)2’?(8 ‘11>

#( 0 ackX agkX
2 2 _ 5.5)
¢ +q -{a 0 qc—q .{ 0 —Na (
T Zx(o d)+ 5 ZX(1 Tra )|
a,d€kX a€l\k
a#Ed .
und flir 0€i<d—-1
S o) 1 . ( a 0 )
<X,X >0 = —asm————r X
z #(LiNTiy1) [c%:x 0 a
5.6)
i+l _ (a1 i+1 (a0 (
+ (¢ I)Zx<0a>+q Z,\(Od)]-
ackX a.:§:X

Diese Formeln werden wir zum Beweis des folgenden Satzes verwenden:

Satz 5.11 Es seid ungerade. Die Vielfachheiten der irreduziblen Darstellungen von
G/Z(k) in der Darstellung p(v—l) sind wie folgt gegeben:

i) Ist puy ein Charakter von kX mit p? =1, so gilt
1
< prodet, x5V >6= 6(u, k).
(i) Fir py wie in (i) ist

d—1
~1 q -1
< Xy x¥ Y >e= T

(iii) Es sei p ein Charakter von D(G) mit plzxy = 1 und p|gc) # 1. Dann gilt

-1 q -1
< X#:X(v ) >6= o1 + 6(p, D(K)).
(iv) Fir einen unzerlegbaren Charakter v von L* mit v|x =1 ist
d-1

_ -1
< xu,xﬁ/ D >c= gzlz—-_—l—' —6(p, 1*).

Beweis: (i) Nach (5.5) ist

< prodet, {7V >o= m[ 2 @)+ (@ =1) ) (e
ackX agkX
2 2 _
+1 ;q > mled)+ I 3 m(Ne)|
n,:i:x a€el\k
——1———[q2(q— 1)+(ig—+i) Z pifad) = Y p(a?)
(¢ - 1)(g—1)g -2 a,dgk¥ agkx
2_ 2
+ g 3 q (Z pl(Na)— Z ﬂl(a~)>]
€l agkx
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Verwenden wir nun die Tatsache, daB die Summe iiber alle Werte eines Charakters
auf einer Gruppe nur dann ungleich 0 ist, wenn der Charakter auf dieser Gruppe
trivial ist, so erhalten wir '

v
(¢> = 1)(g—1)g
(50, g = 17 = (0 = 1) + 52 (6, (a? = 1) = (2= 1) ]
gy [+ 6 = Dt 1)~ 7

51, k).

< pyo det,xg,_l) >¢= [‘12(‘1 -1+

2

q-+4q

(i1) Genauso erhalten wir

-1 _ 1 d
< XXy V> G = m[z mr

agkX
24 PR
F TS ) - S5 Y (e
a,d€kX : ael\k

a#d

= m[(q“ —q)(g—-1)+ Q;_—ly———l—)gé(m,kx)

(> - 1)(g—1)g x
- My, k)

qd—l_l
-1

Entsprechend setzt man die Werte der Charaktere x, und x, ein, um die Er-
gebnisse (71i) und (iv) zu beweisen. m

Indem man (5.6) anstelle (5.5) fiir die Berechnungen zugruﬁde legt, erhdlt man

die Vielfachheiten der einzelnen irreduziblen Darstellungen in pg). Da die Rech-
nungen weder schwierig noch interessant sind, sollen hier lediglich die Ergebnisse in
einer Tabelle zusammengefafit werden.

Die Zerlegung von pg) und pg) fiir ungerades d

<. >c xS x5 W=y i=1,..,d-1
pi1 o det 6(p, k%) &(p1, k) 6(p1, k)
d-1 d-1 d—i—1
q —1 q _1 X q —1 X
1 —_— k §(p, k
X(p1.1) q2 —1 g1 + 6(/‘1; ) e 1 + (/111 )
qd—l_l qd—l_l qd—i—l_l
Xu o1 + 8(p, D(k)) o +26(p, D(k)) e + 26(p, D(k))
d-1 _ d—-1 _ d—i—l__l
Xo (S TS ¢ -1 A
=1 g—1 qg—1

Nun kénnen wir die Darstellungen p{), aus denen sich die Darstellung p auf der
Homologie des Quotientengraphen zusammensetzt, in ihre Bestandteile zerlegen.
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Hauptsatz 5.1 Ist d ungerade, so gilt:

(i) Die Vielfachheiten der verschiedenen irreduziblen Darstellungen von G/Z(k)
in p(®) sind:

e Fir einen Charakter yu; von k* mit pf =1 ist
< py o det,x(o) >e=0.

o Ist puy wie eben, so gilt

O 3 pm gt-2 _ L1
< X(pa) X° P >6=9¢ T~ —;1—2—_—1—
e Die Vielfachheit einer Darstellung py mit plzg) = 1 und pleG) # 1
betrdgt
0 g2 941
< X;uX( ) >e=¢ " - —qgj‘ — 8(p, D(k)).

o Isi v ein unzerlegbarer Charakter von L* mit vix =1, so gill

0 g-n 941
<X, X >e=¢" - -1 + 6w, 1¥).
(i) Pirl1<i<d—1 gilt
p(t)_qd—l—2 @ r3
s>

Beweis: (i) Die Vielfachheit einer irreduziblen Darstellung j in p(®) ist nach Satz
5.9 gerade

<A@ >e=< 1 XD 6 = <t x> — <tV >e <t 1>e

Es gilt aber < ¥,1 >¢= 0, wann immer ¥ eine nichttriviale irreduzible Darstellung
ist. Setzen wir die Werte aus der Tabelle ein, so sieht man sofort, daf} die eindi-
mensionalen Darstellungen nicht in p® vorkommen. Die Vielfachheit jeder anderen
Darstellung ¥ in p(®) ergibt sich gemaB der Tabelle als

qd—l_l_qd—Z_l qd-l_l
g—1 g—-1 g -1

+hy =gt = L=t kg,

wobei kg = 1d—:_—'I—1-— < i,xg,_l) >¢. Dies entspricht den im Satz angegebenen

Vielfachheiten.
(ii) Satz 5.9 liefert fiir 1 < i< d—2

(i)

) V>G.

< )Z,X(') >g=< )ZvX(E; >¢ — < )Z,X

Aus der Tabelle entnimmt man sofort, daB keine eindimensionale Darstellung in der
Zerlegung von p{) auftreten kann. Es sei also X der Charakter einer Darstellung p
mit dimj > 1. Fiir alle 1 <4< d~ 2 ist dann

d—i-1 d—i-2
g -l o Oy = -l ..
-1 <X, Xg >G6= =1 <X, xy' >¢ -
Infolgedessen erhalten wir
dei-l ] gd=i=2

o () 5 o= d - _ gd-i2
<Xy X >G q—'l q—l q .
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5.2.2 Die Zerlegung von p{¥) fiir char k = 2 und d gerade

Der Unterschied zum eben behandelten Fall liegt in der Tatsache, daf8 die quadrati-
sche Erweiterung [ von k in M enthalten ist. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache
formulieren wir zunichst das Analogon von Lemma 5.10.

Lemma 5.12 Die Méchiigkeiten der Schnittmengen von Konjugationsklassen von
G mit Ty bzw. mit T; N L4 fir 0 < i< d—1 sind wie folgt gegeben:

(i) Fiir die Schnittmengen mit Ty gilt
_ 1, fallsa € k>,
s #(c1(a)NTo) =

0, sonst.

¢® -1, fallsa€k*,
o #(c2(a) NTo) =

L 0, sonst.

> +q, fallsa,dek>,
o #(cs(a,d)NTo)={ ¢2—q, fallsa,del\k

0, sonst.

o #(ca(@)NTo) =0

(ii) Die Mdchtigkeiten der Schnitimengen mit TiNTigy fir0 i< d—1 sind
wie in Lemma 5.10 angefihrt.

Beweis: (i) Der Unterschied zum Beweis von Lemma 5.10 besteht darin, dafl jedes
quadratische Polynom iiber k, also auch das charakteristische Polynom P, jeden
Elementes o € Lo, iiber M zerfillt, weil die quadratische Erweiterung ! von k in M
enthalten ist. Es liegt deshalb kein Element von T, in einer Konjugationsklasse vom
Typ c4. Ein Element ¢ € Tg, dessen charakteristisches Polynom iiber k irreduzibel
ist, besitzt zwei verschiedene Eigenwerte a, und d, € I. Diese missen in { konjugiert
sein, und da die Galoisgruppe von I/k von der Frobeniusabbildung = — z? erzeugt
wird, ist d, = a%. o liegt deshalb in der Konjugationsklasse c3(as,a}) von G. Es
folgt _
#(ca(ao,a)) NTo) = #(c7°) = ¢* — ¢.

Die iibrigen Aussagen ergeben sich, ebenso wie (ii), wértlich wie in Lemma 5.10. O

Setzen wir die im Lemma ermittelten Werte in (5.3) und (5.4) ein, so erhalten
wir die Gleichungen

<P >e = #ﬁ[zf(g 2>+(qﬂ—1)§j>z(‘5 ;)

. ackX ack*
2 2 5.7)
¢*+4q _{a 0 ¢ -q (a 0 (
+t 3 ZX<0 d>+ ) Zx(o a")]’
a,:i:x acl\k

und fir0gi<d-1
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G 1
< XrX(EI) >g =

e PR
#(TiNTip1) L gix

N (‘1”1—1)22(8 (11>+qi+1

agkX

‘a0
0 a

a,d€kX
e¢d

0

> 2(§ q

(5.8)

)}

Durch Einsetzen der Werte aus der Charaktertafel von G/Z(k) in diese Glei-
chungen erhalten wir die in der folgenden Tabelle zusammengestellten Werte fiir

die Vielfachheiten der verschiedenen irreduziblen Darstellungen in py

Die Zerlegung von py,

(i)

() und pg):

und pg), falls char k& und d gerade

< >q X(V_l) X(bg) Xg)_—.x(‘j_l),i‘:l,...,d—l
1 1 1 1
d-1 d-1 d—i-1
¢ —q ¢~ -1 q -1
X(1,1) pr— +1 -—q—:—l—+1 P +1
d-1 _ d-1_1 d—i-1 _ 1
Xu P 14 & =498, D(k)) | L +26(n, D(K))
g —1 q- g—1
8(p, D(k)) + 6(u, C(k))
qd—l_q qd-—l__l qd-—i—l_l
Xv -1 qg—1 qg—1

Diese Eintriage der Tabelle fithren uns wiederum zu

Hauptsatz 5.2 Ist char k = 2 und d gqrade, so sind die Vielfachhetten der irre-
duziblen Darstellungen von G/Z(k) in o), 0< i< d—2, wie folgt gegeben:

(i) Die Werte der Skalarprodukte mit x© sind:

e Fiir den trivialen Charakter ist

o Weiler st

< X(1,1),X(0) >e=¢"% -

< 1,x(0) >e=0.

-1 _ g

¢? -1

a2 9

-1

e Fiir einen Charakter p von D(G) mit plz(x) =1 und plee) # 1 gilt

- q
<X X9 >e=¢""" -

-1 _ g

q° -

— 8(n, D(k)) = 6(n, C(K))-

e [st v cin unzerlegbarer Charakter von L* mil v|px =1, so gilt

< x0, X0 >e=¢%"% —

2 9

(ii) Die Darstellung P mitl<igd- 2 zerlegt sich gemdf

o0 = g

d—i-2

D &

# irreduzibel
dimg>1
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Beweis: (i) Wie im Beweis von Haupsatz 5.1 ergibt sich die Vielfachheit einer
Darstellung 7 in p(® als

<t x®@ =<t x0 >6 — <0 x> - <waAlV>e <t 1>6.

Hieraus folgt mit den Eintragen der Tabelle
< I)X(O) >g=0,

und fiir die hoherdimensionalen Darstellungen mit Charakter ¥ erhalten wir die
Vielfachheit
d-1 d-2 d--1 d-1
¢t-1 ¢ =1 ¢ —g -2 _ 4
- - ks = S U I A
g—1 -1 Fo1 TrTi *E

allerdings ist kg in diesem Fall die Differenz
-< ivX(V_l) >G -

Dieser Ausdruck stimmt mit den im Satz behaupteten Vielfachheiten iiberein.
(ii) Der Beweis von (ii) kann aus Hauptsatz 5.1 iibernommen werden. a

5.2.3 Die Zerlegung von p) fiir char k # 2 und d gerade

Wollen wir in diesem Fall das Analogon zu Lemma 5.10 beweisen, so stellen wir
fest, daB gewisse GroBen auftauchen, die wir bisher noch nicht bezeichnet haben:
Die Anzahlen von Quadraten bzw. Nichtquadraten in k{T]/(n) = M, deren Urbild
ein Polynom vom Grad kleiner einer Schranke i ist. Wir fiihren deshalb ein: Fiir
0<igd~1se

M; :={a€ M* :dega < i},
und

Qi == #(M; 0 M?).

Dabei ist unter dem Grad eines Elementes a von M gerade der kleinste Grad einer
Liftung von a in k[T] zu verstehen.
Da d gerade ist, ist £* in (M*)? enthalten, und es folgt

Qo = #(Mo N M?) = #(k* N M?) = (k) = ¢ — L.

AuBlerdem gilt

Qoo = #(Mar 0 M%) = (M 7 = T2

Mit dieser Notation konnen wir das Lemma formulieren:

Lemma 5.13 Ist q ungerade und d gerade, so besitzen die Schnittmengen von Kon-
jugationsklassen von G mit Loy bzw. mit I; N ity die folgenden Mdchtigkeiten:

(i) Die Elemenianzahlen der Schnittmengen mit Ty betragen

s 1, fallsa € k%,
o #(cy(a)NTy) =

0, sonst.
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— 7’ -1, falls a € k*,
o #(c2(a,1)NTy) =
0, sonst,

#(ca(a,e)NTy) = 0.
¢>+q, fallsa,dekX,

o #(ca(a,d)NTo) =< ¢2—yg, fallsa,d€l\k,

0, sonst,

o #(ca(e)NTg) =0

(i1) Die Anzahlen der Elemente in Schnittmengen mit I; NIy fir0 i< d-1
sind

1, fallsa€e k™,
. #(Cl(a)ﬁr,‘ﬂr,‘+l) =

0, sonst.

Qi, fallsaek*,
. #(Cz(a, 1) n Fg N Fi+l) =
0, sonst,
( ¢t —Qi—1, fallsaekX,
#(Cz(a,E) n F,’ n Pi+1) = {

0, sonst.
\
.

2¢'t!, falls a,d € k%,
. #(Cs(a, d) N F,‘ N F{+1) =

0, sonst.

\

o #(cq(a) NAT;NT4) =0.

Beweis: (i) Die Elementanzahlen der Schnittmengen von Ty mit Konjugationsklas-
sen der Typen c;, c3 und c4 ergeben sich wie in Lemma 5.12. Es bleiben also nur
die Schnittmengen von Konjugationsklassen des Typs c2 mit To zu untersuchen:
Alle Elemente von cy(a, 1) N Ty besitzen das Minimalpolynom (X — a)®. Also kann
ca(a, 1)NTo nur dann nicht leer sein, wenn a € k> liegt, denn die Minimalpolynome
von Elementen von T liegen in k[X]. Ist a € k%, so folgt

<8 cll >€cz(a,l)ﬂﬁ7.

Weil aber Ty C G gilt, erzwingt dies die Inklusion
a 1 To —
< 0 a > gc?(arl)nFO;

also insbesondere #(ca(a,1)NTo) = ¢* — 1. Da andere Elemente von T ein anderes
Minimalpolynom besitzen, ist somit

#(c2(a,1)NTo) = ¢* — 1.
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Andererseits ist auch das Minimalpolynom der Elemente von c2(a,€) gerade das
Polynom (X — a)?. Da jedes Element von To mit diesem Minimalpolynom jedoch
in co(a, 1) liegt, muB cy(a,€) N Ty leer sein.

(i) Fiir die Typen c;, c3 und ¢4 kénnen wir wieder den Beweis von Lemma 5.10
{ibernehmen. Also betrachten wir nun die Elemente von cs(a, 1) NT;NT;y,. Fir
a ¢ k* ist diese Menge leer. Es sei deshalb a € k*. Da I'; N T4 in der Borelgruppe
von G enthalten ist, mufl gelten

— b . b
cz(a,l)ﬂI‘;ﬂI‘i.,_l(_Z{(g . ) :degbﬁz}:{(é a > :beM,-}.

Andererseits wissen wir aus der Betrachtung der Konjugationsklassen von G (bzw.
von S(M)), daB die Gleichheit

(a2)=(5%)

genau dann gilt, wenn b-b € (M")g. Also betragt

#(ca(a, )UT N Tipr) = # ({( g Z ) be Mm(MX)2}> = Q.

Entsprechend erhalten wir

#(ca(a, ) NTiNTip) = # ({( 8 z ) :be M; ne(Mx)2}> =gt - Q; -1,

weil ¢! = #£(M; U {0}) = 1 + #(M; 0 (M*)) + #(M; 0 e(M*)?). o
Um die Vielfachheiten der irreduziblen Darstellungen in p ) und p ) 2u ermit-

teln, setzen wir wieder die im Lemma ermittelten Werte in die Gleichungen (5.3)
und (5.4) ein, und wir erhalten die Identitéten

5 (=1) 1 .{a 0 2 -{fa 1
<XV >6= #(F—O)[Zx<0 a)+(q —UZx(O a>

agkX aekX
2 _ 5.9)
¢’ +gq (a0 —q (
T ZX(O d) 2 <0a">]’
a,d€kX ael\k
aid
und fir0gigd-1
() 1 - < a 0 ) ~< a 1 >
<’\( X Pl —————— X +Q; X
E #([‘inri+1)[a§( 0 a a%c:x 0 a
5.10)
) i+1 _ i+1 ~ a 0 (
+ (g Qx I)Z <0a>+q ZX(O d)]
agkx n,;i::x

Fiir Darstellungen, deren Charakter auf der Vereinigung der Konjugtionsklas-
sen co(a, 1) U.cz(a,€) konstant ist, stimmen die Gleichungen (5.9) und (5.10) mit
den entsprechenden Formeln fiir char k = 2 iiberein. Wir kdénnen deshalb fiir alle
Darstellungen, deren Dimension # 9——— ist, die Werte aus der Tabelle auf Seite 69
ibertragen, miissen allerdings zusatzhch nichttriviale Charaktere auf D(G) zulas-
sen, die auf D(Ic) trivial sind. Fiir die 5—— dimensionalen Darstellungen von G/Z (k)
kann man die in der folgenden Tabelle angefithrten Werte wieder durch Einsetzen
der Charakterwerte in die Gleichungen (5.9) und (5.10) ermitteln.
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Die Zerlegung von Pv) und pp

(i )

fiir char k ungerade und d gerade

<26 X(V—l) X(EO) X(‘Et')zxg}—l))'l: 11 ld—l
g1 o det 6(p1, k) 6(p1, k) o 6(p, k)
d—1 d-—1 d—i—-1
¢“7 " —gq ¢ " -1 q -1
X1 ,1) "q‘g’T'}"s(ﬂl,k’x) —ﬁ—+5(ﬂ1,kx) =1 + 6(p1, k)
d-1 d—1 dei=1
“ " —q ¢“t =1 q% -1
I 4 28(u, D(k o
X# qg__ 1 + q— 1 + (IJ') ( )) q— 1 +26(#1D(L))
&(p, D(k)) + 8(p, C(k))
d-1 d-1 d—i—1
+ q —-q T q -1 T q -1
X —t — I 4+ —+6u, Dk 4
N T R =D Eag TP ST
6(1, D(E)) + 8(1, C(k)) r(2Qi — ¢+ 1 1)
2 2(4— 1)qi+1 +6(/‘1D(L))
N qd—l_q qd—l_l qd—x-—l_l
- -1 g—1 g—1

In der Tabelle bezeichnet T immer die Gauf8’sche Summe 7(%, p2), wobei p2 der
quadratische Charakter auf M* ist.
Wir kombinieren die in der Tabelle eingetragenen Ergebnisse zu dem folgenden

Hauptsatz 5.3 Ist char k ungerade und d gerade, so zerlegen sich die Darstellun-
gen p) fiir 0 < i < d—2 folgendermafen:

(i) Die Bestandteile von P9 mit ikren Vielfachheiten sind:

o Fiir einen Charakter py von kX kommt die Darstellung py o det nicht in

o0 vor,
o Die Vielfachheit von pyy, 1) fir einen Charakter py von k> mil pi=1
betrdgt :
0 iz 3 1—g %
<X(u1.1):X( ) >g=q4"% - = — &(p1, k7).

o Ist y ein Charakter von D(G) mit p|z) = 1 und p2e) # 1, so erhalten
wir

42 qd—l
<X XV >e=¢"% - e

—L — 8(u, D(k)) - 6(11, C(k).

o Ist pu ein Charakter von D(G) mit p|z(x) =1 und 1 ey = 1 # plee)y
so ergibt sich
1 <qd—2 g
¢ -1

<Xf,x(°)>c = 3
(2Q1 —¢* +1)
2(g - 1)¢®

~ 8, D(k)) ~ 8(s, C(k»)

e Fir einen unzerlegbaren Charakter v von L* mit v|;,« = 1 ist schlieflich

2 qd—l

<x, X'V >e=¢"2 - g

> -1
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(ii) Die Vielfachheiten der irreduziblen Darstellungen in P9 firl £i<d-2
sind:

e Fir die eindimensionalen Darstellungen der Form py o det 1st
< ppo det,x(") >q=0.

o Ist j eine irreduzible Darstellung von G/Z(k) mit dimp # 9%, so gilt

<% xW >g= ¢

o Es sei p ein Charakter von D(G) mil plzxy = 1 und p?|pe) = 1 #
ple(G)- Dann ist

¢ 2 T(2(¢Qi = Qiv1) + (g~ 1))

2 T - D

<xii x® >¢=

Beweis: Fiir die Werte der Skalarprodukte von x() mit Charakteren der Darstel-
lungen, deren Dimension ungleich 9"—;1 ist, sind die Ergebnisse dieselben wie in
Hauptsatz 5.2. Es sind daher nur die Skalarprodukte mit xf zu berechnen. Aus der
Tabelle und mit Satz 5.9 folgt

<xt x® >¢ A
l(qd“l—lir ¢ ?2-1 T(2Q1—q2+1)>

2 q— 1 q q- 1 (q _ 1)(12
d—1 _ r
B % (qu——lg £ 2+ D)) + 6(u,C(L~)))
d-1 _ . ,
= 5 (7 - Tt - o D8 - it o) 7 LR

Fiir 1 <1 € d -2 erhalten wir
<xE X9 >¢

l(qd-*'-i -1, 12Qi-d* +1)
g-1 (g - Dg*t!

: T 28(s, D(k)))

d-i—-2 _ T el — i+2
B ; <‘1 g—1 -2 (QQ(;_I. 1)(;i+2+ D 26(n, D(k))>
_o 1 g, T(2(9Qi — Qig1) + (g 1))
= 2(q 24 (= )¢+ )

5.3 Zusammenfassung der drei Fille

Aus den Hauptsitzen 5.1 - 5.3 ergeben sich unmittelbar die folgenden Korollare.

Korollar 5.14 (i) Die Darstellung p(®) enthilt keine eindimensionalen Kompo-
nenten.

(i1) Sind py und pa zwei irreduzible Darstellungen von G mal
¢ +1

dim p , dim p3 g{l,———2———},

so weichen die Vielfachheiten in p{®) um mazimal zwei voneinander ab.
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(iii) Sind pﬁ: Darstellungen von G der Dimension 9"—;—1, und ist py eine irreduzible
Darstellung wie in (ii), so weicht die Summe der Vielfachheiten von p} und
Py in p(® um héchstens zwei von der Vielfachheit von py in p(®) ab.

Korollar 5.15 Es sei 1 <1< d—2. Dann gelten
(i) Die Darstellung p() enthilt keine irreduziblen Bestandieile der Dimension I.

(ii) Die Vielfachheiten zweier in p) guftretenden Darstellungen, deren Dimension

. d . . 3 .
nicht 97“— betrigl, stimmen tdberein.

(iii) Die Summe der Vielfachheiten von pf und py; fir ein p mit pi =1 in p) ist
gleich der Vielfachheit jeder in p¥) aufiretenden Darstellung aus (it).

Korollar 5.16 Korollar 5.14 bleibt giltig, wenn man dberall PO durch p ersetzt.

Es ist also p(® die in der Einleitung erwahnte ausgezeichnete Darstellung, die
die Abweichungen in den Vielfachheiten der auftretenden Darstellungen kodiert.

Bemerkung: Eine Verallgemeinerung der vorliegenden Arbeit auf reduzible Poly-.
nome wiirde zwei Facetten ganz unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades beinhalten:
Nimmt man an, das Polynom m ist quadratfrei, so ist die zugehdrige Gruppe G(m)
ein direktes Produkt von den hier untersuchten Gruppen zu irreduziblen Polynomen.
Entsprechend leicht 18t sich die Darstellungstheorie von G(m) aus den erzielten Er-
gebnissen herleiten. Der Ubergang zu Potenzen von irreduziblen Polynomen jedoch
wiirde zunichst eine Betrachtung der Darstellungen der GL(2) und der SL(2) iiber
Ringen erfordern. Legt man die Kenntnis derselben aber zugrunde, so ist zu vermu-
ten, daB die in der vorliegenden Arbeit angewandten Methoden auch hier zu einer
Zerlegung der zugehdrigen Darstellung fiihren. Die Untersuchung der Darstellung
von G(n') auf ﬂ,(T,C)F("') fiir ein irreduzibles Polynom n ware insbesondere des-
halb von Interesse, weil es méglich sein miiBte, aus den entsprechenden Ergebnissen
die zugehdrige Darstellung des projektiven Limes der Gruppen G(n') herzuleiten.
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Symbolverzeichnis

KX
K+

< >¢

>, X
el
o

oG

GU
Gz
Gz
(L]
[o];

(o]ii+1

('1')
(',')H,
V.L

[V =1]
[N e k¥]
A

A, A(G), A(K), ...

Autk(V)
B, B(G), B(K),...

C(k)

Co(X)
c§

ca(a), c2(a, 1), ca(a,e)

multipiikative Gruppe des Korpers K,
additive Gruppe des Korpers K,
Skalarprodukt auf dem Raum der Klassenfunktionen
einer Gruppe G,

semidirektes Produkt,

Kommutator einer Gruppe G,

7107, das mit T zu konjugierte Element zu o,
die Menge der zu o mit Elementen aus G
konjugierten Elemente,

die mit ¢ zu G konjugierte Gruppe,

zu e inverse Kante,

Bahn von z unter der Operation von G,
Fixgruppe von z in G,

Gitterklasse von L,

Rechtsnebenklasse von ¢ bzgl. T;,
zugleich ein Knoten vom Typ ¢,
Rechtsnebenklasse von o bagl. T; N Ty,
zugleich Kante des Typs 1,

Skalarprodukt auf H,(7,C)F(™),
Skalarprodukt auf H,(I'(n)\7, C),
orthogonales Komplement,

Kern der Normabbildung,

Elemente von L, deren Norm in &* liegt,

Polynomring iiber £,

die Untergruppe {( 8 (1) )} von G(K)

bzw. von G = I'/T(n),
Gruppe der k-Automorphismen eines k-Vektorraums V/,

Borelgruppe von G(K) bzw. deren Schnitt G = I'/T'(n),

die Untergruppe {( g C?q > la € IX} von G(L),

C-Vektorraum der Funktionen auf V(X),

Unterraum von Co(I'(n)\T), der Filtrierung beschreibt,
Bestandteil von C~'((,i),

C-Vektorraum der alternierenden Funktionen auf £(X),
Unterraum von C(T'(n)\T), der Filtrierung beschreibt,
Bestandteil von C’Ei),

Konjugationsklasse von ( g
G(K), S(K) oder I'/T(n),

Konjugationsklasse von g
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10
10

10
30
27
30
30
33

35

35
38
39
39
41
41
32

41

55
56
56
55
56
56

11, 20, 43, 47
11,21, 43, 47



C3(a, d)

ca(a)

char K

d

d: Ci(X) — Co(X)
4

d(A,A)

D, D(G), D(K),. ..
deg: Co(X) —C
deg(i)

5(., )

E, E(G), E(K), ...
E(X)

E+(X)

Et

E;

€

G(n), G

r

I'(n)

T

GL(2, K), G(K)

H(X,C), H\(X,Z), ...

B(X, 0"
7

HY
z
Ind$p
Ind$ x
K

k[G)

L

IR T

3

A

Konjugationsklasse von

Konjugationsklasse von }I:‘J: >, _
Charakteristik von K,
Grad von n,
G-Homomorphismus,
Einschrankung von d auf C’Ei),

Abstand von Gitterklassen,

Diagonalgruppe von G(X) bzw. von G = I'/T'(n),
G-Homomorphismus,

Einschrankung von deg auf é’gi),
Kronecker-Symbol,

mift, ob ein Charakter trivial ist oder nicht,

die Untergruppe {( g 0 )} von G(K) bzw. G,

P

Kantenmenge von X,

Orientierung von X,

spezielle Orientierung von ['(n)\7T,

Menge der Kanten von I'(n)\7T vom Typ 1,
Erzeuger von K* (Kap. 1) bzw. von M* (Kap. 4) ,
die Gruppe I'/T(n),

GL(2,A),

Hauptkongruenzuntergruppe der Stufe n,
Stabilisator von v; in T,

Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen {liber K,
Homologie von X,

Raum der harmonischen Coketten zu H,
Unterraum von H(T'(n)\T,C),

der Filtrierung beschreibt,

orthogonales Komplement von I:[?_I) in i{?’,
Iwahori-Untergruppe von G(K ),

von p induzierte Darstellung,

von x induzierter Charakter,

maximalkompakte Untergruppe von G(K),
Gruppenalgebra einer Gruppe G iiber einem Korper &,
quadratische Erweiterung von K (Kap. 1)

bzw. von M (ab Kap. 4),

quadratische Erweiterung von k,

A/(n),

Elemente von M vom Grad < i,
Multiplikationsabbildung mit £,

Polynom aus A,

zu v konjugierter Charakter,
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11, 21, 43,

11, 21, 43,

32,

47

47

20
41
55
57
33
41
55
57

7
63
41

27
28
35
35
41
35
32
34
34

9
29
30

59
61
32

8

32
4

41
41
41
70
10
32
17




Owo Ganzheitsring von K, 32

o(e) Startknoten von e, 27
0i Einschrinkung der Abbildung o auf E;, 35
P} K) projektive Gerade iiber K, 15
P, P(G), P(K), ... affine Gruppe in G(K) bzw. ihr Schnitt mit G = T'/T(n), 9
P, charakteristisches Polynom von o, 10
T die Darstellung Indf4 von G(K), 13
T Uniformisierende bzgl. der Gradbewertung, 32
Y fixierter Charakter von K+ (Kap. 1)

bzw. von M+ (Kap. 4), 9,41
Q; Anzahl der Quadrate in M;, 70
Res$ p Einschrinkung der Darstellung p von G auf H, 7
Res$ x Charakter von Res$p, 7
P ab Kap. 5 die untersuchte Darstellung, 55
pv die Darstellung von G auf Co(I'(n)\T), 56
ﬁ(‘f), pg) Unterdarstellung von py auf é(gi) bzw. C(gi), 58
PE die Darstellung von G auf C1(I'(n)\T), 56
,5(1_;), p(bi) Unterdarstellung von pg auf C‘gi) bzw. Cgi), 58
A0, p) Unterdarstellung von p auf I.JE'.) bzw. HY), 59, 61
Pu» P(uyu2) Darstellung von G(X) oder I'/T(n) zu einem Charakter

p der entsprechenden Diagonalgruppe, 14, 46
pj’, Py irreduzible Komponenten von p,, falls dies zerfallt, 24, 49
pv Darstellung von G(K), S(X) oder I'/T'(n) zu einem

Charakter der quadratischen Erweiterung von K, 18, 46
ok, pr irreduzible Komponenten von p,, falls dies zerfallt, 26, 49
SL(2,K), S(K) Untergruppe von G(K) mit Elementen der Determinante 1, 20
T(x) Trigheitsgruppe des Charakters x, 7
T Bruhat-Tits-Baum, 32
t(e) Zielknoten von e, 27
t; Einschrankung der Abbildung t auf £, 35
(g, ¥), (1), T Gauf’sche Summe, 20
U,U(G), U(K), ..., unipotente Untergruppe von G(K), bzw.

ihr Schnitt mit G = I'/T(n), 9
V(X) - Knotenmenge von X, 27
Vi ‘ Menge der Knoten von I'(n)\7 vom Typ i, 35
w das Element (1) (1) ), 9
w' ‘ das Element _01 (1) ), 9
Z,2(G), Z(K), ..., Zentrum von G(K) bzw. G, 9, 32
Zg(o) Zentralisator eines Elements o, 11
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Stichwortverzeichnis

Abstand Euler-Formel, 29
von Gitterklassen, 33 )
von Knoten, 29 Fixgruppe, 30

Flu8, 29
Frobeniusreziprozitit, 9
Fundamentalbereich, 30

adjazent, 27
affine Gruppe, 9
alternierend, 29

Bahn, 30 G-Homomorphismus, 4
Baum, 29 G-Modul, 4
benachbart, 27 G-Untermodul, 5
benachbarte Gitterklassen, 33 GauB’sche Summe, 20
Borelgruppe, 9 G‘eschlecht, 37
Bruhat-Tits-Baum, 32 Gitter, 33
Bruhat-Zerlegung, 10 Gitterklasse, 33
Graph, 27
Co, 55 kombinatorischer, 29
Ci, 55 schlichter, 29
Cartan-Untergruppen, 9 Gruppenalgebra, 4

nicht zerfallende, 9 ‘
zerfallende, 9 harmonische Coketten, 30

Charakter Hauptkongruenzuntergruppe, 34
Hauptserie, 14

einer Darstellung, 6 !
“Homologie, 29

induzierter, 9
konjugierter, 17 G
unzerlegbarer, 17 Indgp, 8
zerlegbarer, 17
charakteristisches Polynom, 10

Inversionsabbildung, 28
inversionsfrei, 30
Inzidenzabbildung, 28

Darstellung, 4 Iwahori- Untergruppe, 33

cuspidale, 14 Kante, 28
{nduzxe.rte, 8 Klassenfunktion, 6
irreduzible, 5 Knoten, 28
reduzible, 5 ,

kombinatorischer Graph, 29

regglare, 7 Kommutator, 10
triviale, 4 Krei
reis, 29

Dars.t.elll.mgen Kreis,, 20

dquivalente, 5

der Hauptserie, 14 Maschke, Satz von, 5

direkte Summe von, 5 Matrixform, 5
Darstellungsraum, 4 Morphismus von Graphen, 27
Diagonalgruppe, 9
Dimension einer Darstellung, 4 : Operation einer Gruppe auf einem

Grapher, 30

Einsdarstellung, 4 Orlentierung, 28
Endknoten, 27
g, 9, 492 Pfadoo, 28
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Pfad,, 28
¥, 9, 41

Quotientengraph, 30

Raum der harmonischen Coketten, 30
Res$p, 7

Satz von Maschke, 5
Schlinge, 29
semidirektes Produkt, 10
stabil, 5

Startknoten, 27

Stufe, 34

7,33
Tensorprodukt von Darstellungen, 5
Tragheitsgruppe eines Charakters, 7
Typ

einer Kante, 35

eines Knotens, 35

unipotente Untergruppe, 9
Unterbaum,
aufspannender, 29
Unterdarstellung, 5
Untergraph, 28
unzerlegbar, 18

w, 9

w', 9

Weg, 29

Weg, unendlicher, 29

Zentralisator, 11

Zielknoten, 27
zusammenhangend, 29
Zusammenhangskomponente, 29
Zykel, 29
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