Operationen arithmetischer
Untergruppen von G L(3) auf
Bruhat-Tits-Gebauden

Diplomarbeit
Max Gebhardt

Saarbriicken, Dezember 1996
Fachbereich 9, Mathematik






Ich erklire hiermit an Eides statt, diese Arbeit selbstindig geschrieben und keine
Hilfsmittel aufler den angegebenen verwendet zu haben.






Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung

1 Grundlagen aus der algebraischen Topologie
1.1 Die Homologietheorie abstrakter Simplizialkomplexe . . .. ... ..

2 Das Bruhat-Tits-Gebidude
2.1 Die Definition des Bruhat-Tits-Gebdudes . .. ... . ... ... ..
2.2 Die Operation von GL(K) auf B . . . . ... ... ... .. .....
2.3 Die Operation der GL°(K) auf B . . . . . . ... ... ... .....
24 BalsGebaude .. ... ... ... ... .. ... ..

3 Der Fundamentalbereich zu T’

4 Der Quotient I"(n)\B
4.1 Seitenkomplexe . . . . . .. ..o

4.2 Bals Seitenkomplex . . ... ... .o o oL
4.3 Der Quotient B(n) . . . .. .. .. ...

5 Grundlagen aus der Darstellungstheorie

6 Die Charaktere der Darstellungen auf B;_;(n)
6.1 Simplizialkomplexe und Darstellungen . . . . . . .. . ... ... ..
6.2 Die Charaktere auf Br(n). . . . . . ... ... ... ..

7 Die Konjugationsklassen der GL(3,1F,)
8 Die Konjugationsklassen der Gruppe G(n)

9 Der Schnitt der V(") mit Untergruppen von G(n).
9.1 Der Schnitt VEW NGL(F,) . . . . . .. ..
9.2 Der Schnitt VEMNT ... ... L
9.3 Der Schnitt VEMWNH ... .. ..
94 DieFunktion @ . . .. ... .. ... ..

Symbolverzeichnis
Literaturverzeichnis

W mit Fixgruppen

14
15
21
25
34

36

48

49
52
54

67

70
70
72

83

92

107
108
113
119
128

138

142

143



Kapitel 0
Einleitung

In seinem Buch “Trees” betrachtet Serre Operationen arithmetischer Untergrup-
pen T' der GL(2,F,[T]) auf dem Bruhat-Tits-Baum X. Aus der Untersuchung der
Quotienten f\X schlieBt er auf die Struktur der Gruppen selbst zuriick.

Es liegt nahe, analoge Betrachtungen fiir die Gruppe GL(3, F, [T]) und ihre arith-
metischen Untergruppen durchzufiihren. Hierzu 148t man die Gruppe GL(3,F,[T])
nicht mehr auf dem Baum X (einem 1-dimensionalen Simplizialkomplex), sondern
auf seiner zweidimensionalen Verallgemeinerung, dem Bruhat-Tits-Gebiude B, ope-
rieren. Die Untersuchung dieses Objekts erfordert Begriffe und Methoden aus der
algebraischen Topologie, die im 1.Kapitel zusammengefafit werden.

Im 2. Kapitel werden dann alle Aussagen zur Geometrie von B bewiesen, die in
den folgenden Kapiteln benétigt werden.

Ein Fundamentalbereich W zur Operation von GL(3,F, [T]) auf B wird in Kapi-
tel 3 bestimmt. Auf Seite 143 gebe ich einen Ausschnitt von W mit den Fixgruppen
der Simplizes an. Ich hoffe, daf} dies zum besseren Verstindnis meiner Argumente
in den folgenden Kapiteln beitrigt.

Im 4. Kapitel gehen wir zu Untergruppen I'' von GL(3,F,[T]) iiber. Dabei er-
weist es sich bereits als schwierig, den Begriff des Quotienten vom eindimensiona-
len Fall auf den zweidimensionalen zu verallgemeinern. Wie im eindimensionalen
der Quotient nach einer Untergruppe im allgemeinen kein kombinatorischer Graph
mehr ist, so ist im zweidimensionalen der Quotient kein Simplizialkomplex mehr.
Dabher fiihren wir “ad hoc” den Begriff des Seitenkomplexes ein, so dafl wir einen
“verniinftigen” Quotienten definieren konnen. Es zeigt sich, dal der Quotient aus
der Uberlagerung endlich vieler Kopien von W entsteht.

Darauf wenden wir uns einer speziellen Untergruppe, der Hauptkongruenzunter-
gruppe I'(n) zu einem Polynom n aus F,[T], zu. In diesem Fall kénnen wir zeigen,

daB der Quotient T'(n) \B = B(n) immer noch ein Simplizialkomplex ist. Daher ha-

ben wir nicht viel Energie in die Definition der Seitenkomplexe investiert. Will man
Quotienten nach beliebigen Untergruppen genauer untersuchen, so wird sich der Be-
griff des Seitenkomplexes als zu allgemein erweisen. In diesem Fall sollte man den
grofleren technischen Aufwand nicht scheuen, und die Quotienten als semisimpliziale
Komplexe auffassen.

Der Quotient B(n) wird anschlieflend genauer untersucht. Es gelingt, seine Sim-
plizes durch Rechtsnebenklassen der Gruppe r /I‘(n) = G(n) nach den Fixgruppen

der Simplizes aus W zu beschreiben. Weiter zeigt sich, daf3 die Homologie des unend-
lichen Simplizialkomplexes B(n) mit der Homologie des endlichen Unterkomplexes
Bg_1(n) iibereinstimmt.

Ab Kapitel 5 wenden wir uns Darstellungen der Gruppe G(n) zu. Wir werden
sehen, dafl die Gruppe G(n) auf By_1(n) operiert. Diese Operation erzeugt eine



Permutationsdarstellung der Gruppe G(n) auf dem von den orientierten i-Simplizes
erzeugten C-Vektorraum. Da diese Operation eine Operation auf den Homologie-
gruppen von B(n) induziert, erhalten wir ebenfalls Darstellungen von G(n) auf den
von Elementen aus H;(B(n)) erzeugten C-Vektorrdumen. Unser Interessse ist dann,
die Charaktere dieser Darstellungen zu berechnen. Formel 6.3 liefert uns einen Zu-
sammenhang zwischen diesen Charakteren, und die Formeln 6.6 und 6.10 ermdogli-
chen, zumindest die alternierende Summe der Charaktere zu ermitteln. Die in For-
mel 6.6 auftretenden Faktoren werden fiir den Fall eines primen n in den Kapiteln
7, 8 und 9 ermittelt und am Ende des jeweiligen Kapitels in Tabellen zusammen-
gefafit. Insbesondere erlauben uns die obigen Formeln, die Eulercharakteristik des
Simplizialkomplexes By _1(n) fiir ein primes n in geschlossener Form (vgl. Korollar
6.12) anzugeben.

Da B;_1(n) wegzusammenhéngend ist, ist die 0-te Homologiegruppe isomorph
zu Z. Daher hat der zugehorige Charakter immer den Wert eins.

Wiirde die erste Homologie des Quotienten B;_1(n) verschwinden, so konnten
wir mit obigen Formeln fiir primes n den Charakter der Darstellung auf der zweiten
Homologie explizit berechnen. Leider ist es mir nicht gelungen, dieses Verschwinden
zu beweisen. Immerhin liefern uns die Charaktere einen Test, der im Erfolgsfall
zeigt, dafl die erste Homologie nicht verschwindet (vgl S.82).

Herrn Prof. Dr. E.-U. Gekeler gilt mein Dank fiir das interessante Thema und
die sehr intensive Betreuung. Ich mochte auch Herrn Dr. A. Schweizer danken, der
mir jederzeit fiir Fragen zur Verfiigung stand. Ich danke Frau Dipl.Math. I. Rust,
die viel Zeit investiert hat, um diese Arbeit Korrektur zu lesen. Schliefllich mdchte
ich neben den oben genannten noch Frau Dipl.Math. R. Leitl, Herrn Dipl.Inf. O.
Scheja und Herrn Bodo Wack fiir das gute Arbeitsklima am Lehrstuhl danken.
Besonderer Dank gilt meinen Eltern, die mir immer den nétigen Riickhalt geboten
haben. Ansonsten bedanke ich mich bei allen, die mich beim Erstellen dieser Arbeit
unterstiitzt haben.






Kapitel 1

Grundlagen aus der
algebraischen Topologie

In diesem Kapiel werden die spiter benstigten Sachverhalte aus der algebraischen
Topologie zusammengefafit.

Definition 1.1 FEin Simplizialkomplex D besteht aus einer nichtleeren Menge V (D)
und einer Menge S(D) von endlichen, nichtleeren Teilmengen von V (D), so dafl
1) {v} € S(D) <= veV(D),

2) fiir alle Mengen S in S(D) liegt jede nichtleere Teilmenge von S in S(D).

Die Elemente aus V(D) heifien Knoten, die Elemente aus S(D) heifien Simplizes.

Ein Simplizialkomplex D heifit endlich, falls S(D) endlich ist, ansonsten unendlich.
Statt S € S(D) schreibt man einfacher S € D.

Definition 1.2 Sei D ein Simplizialkomplex, S ein Simplex aus D. Dann wird die
Dimension von S als

dim(S) ==| § | -1

und die Dimension von D als

dim(D) := max{dim(8) | S € D}
definiert.

Fin Simplex der Dimension i wird i-Simplex genannt. Die Menge aller i-Simplizes
eines Komplexes D wird mit S;(D) bezeichnet. Falls S C S, dann wird S eine Seite,
oder genauer eine (dim 3)—SeiteA, von S genannt. S wird echte Seite von S genannt
(geschrieben S < §), falls dim S < dim S. Aus Bedingung 1 in Definition 1.1 folgt,
dafl So(D) in Bijektion zu V(D) steht. Daher wird iiblicherweise ein 0-Simplex mit
dem zugehorigen Knoten identifiziert.

Graphisch werden 0-Simplizes durch Punkte, 1-Simplizes durch Strecken und
2-Simplizes durch Dreiecke dargestellt.

AN

0-Simplex 1-Simplex 2-Simplex

Definition 1.3 Ein Simplizialkomplex D = (V,S) mit V. C V und S C S heifit
Unterkomplex von D = (V, S).



Definition 1.4 Sei S € D. Der Link von S in D wird definiert als
LEp(S):={te SD) |tUS € S(D)}.
Der Link eines Simplex S € D ist immer ein Unterkomplex von D.
Definition 1.5 Eine Folge von 1-Simplizes
{vo,v1}, {vi,v2}, -+ {vn-2,0n-1}, {Un-1,0n}
heifit ein Weg von vy nach v, der Linge n in D.

Ein Simplizialkomplex heifit wegzusammenh&ngend, falls es zu je zwei Knoten im-
mer einen verbindenden Weg gibt.

Definition 1.6 Seien D; und D2 Simplizialkomplexe. Eine simpliziale Abbildung

QO:Dl—)DQ

ist eine Abbildung von V (D1) nach V(D2), so daf fir jeden Simplex S aus Dy das
Bild ¢(S) ein Simplex aus Dy ist.

Definition 1.7 Zwei Simplizialkomplere D und £ heiflen isomorph, falls eine Bi-
jektion ¢ : V(D) — V(&) mit der Figenschaft

SeSD) & p(S) eSE)
ezistiert. FEine solche Abbildung ist immer simplizial.

Definition 1.8 Sei S = {vo,...,vn} ein Simplex. Die Menge aller geordneten Tu-
pel von Elementen aus S heifit die Ordnung von S,d.h.

ord(S) := {(vx(0), - > Vn(n)) | ™ € Spy1} -

Analog definiert man fiir einen Simplizialkomplex D

ord(D) := U ord(S) .

Ses

Auf der Ordnung eines n-Simplex S operiert die Gruppe A,1 der geraden Permu-
tationen von (n + 1)-Elementen durch Vertauschen der Knoten.

Definition 1.9 Die Menge der Orientierungen eines n-Simplex S definiert man
als

or(S) = An+1\ord($) )

Ein 0-Simplex hat nur eine Orientierung. Jeder andere Simplex hat genau zwei
Orientierungen.

Definition 1.10 FEin Simplizialkomplex D heiffit orientiert, falls jeder seiner Sim-
plizes mit einer Orientierung versehen ist. Den orientierten Simplizialkomplex be-
zeichnen wir mit D°". Fiir jeden Simplex s aus D bezeichnet dann s die in D°"
enthaltene Orientierung von s und s~ die dazu negative Orientierung.

Bemerkung: Jeder Simplizialkomplex ist in diesem Sinne orientierbar. Dieser Be-
griff der Orientierbarkeit darf nicht mit der Orientierbarkeit einer Fliche verwechselt
werden. Es besteht keine Beziehung zwischen der Orientierung eines Simplex und



der Orientierung seiner Seiten. Folgende Orientierungen sind z.B. erlaubt:

Definition 1.11 Sei G eine Gruppe, D = (V,S) ein Simplizialkomplex und G ope-
riere von links auf V. Dann operiert G auf D genau dann, wenn S(D) unter der
Verkniipfung

TO{UO,..-,'UH}:: {TOU07---,TOUR}

abgeschlossen ist.

1.1 Die Homologietheorie abstrakter Simplizial-
komplexe

In diesem Abschnitt werden die fiir uns relevanten Definitionen und Sitze aus der
Homologietheorie der abstrakten Simplizialkomplexe zusammengefafit. Dabei ori-
entiere ich mich an dem Buch von Spanier [Spa66]. Nicht ausgefiihrte Beweise sind
dort zu finden.

Definition 1.12 Ein Kettenkomplex C ist eine durch die ganzen Zahlen indizierte
Folge von abelschen Gruppen C; (genannt i-te Kettengruppe) und Homomorphismen
6; : C; = Ci_1, so daf8 die Komposition der triviale Homomorphismus ist, d.h. es
1st

6,-_1 o (5, =0

fiir alle i aus 7.

Ein Kettenkomplex wird hiufig durch
8 5 ; i
.. —+2)CZ'+1 —+1>Cz L)Ci_l —1)

dargestellt. Die Elemente aus C; heiflen i-Ketten. Die Elemente aus Im(d;11) C
C; werden als i-Rénder und die aus ker(d;) werden als i-Zykel bezeichnet. Aus
0; 0 0;+1 = 0 folgt, dal Im(d;4+1) immer eine Untergruppe von ker(d;) ist. Daher
kann man folgendes definieren:

Definition 1.13 Sei C = {(C;,6;)} ein Kettenkomplex. Dann heifst

H;(C) = ker(d:) [m(6:,)

die i-te Homologiegruppe von C'.

Um fiir Simplizialkomplexe eine Homologietheorie zu erhalten, miissen wir zu einem
Simplizialkomplex einen Kettenkomplex definieren. Dies geschieht wie folgt: Sei D
ein Simplizialkomplex. Dann sei C;(D) = 0 fiir alle 4 < 0 und Co(D) sei die von den
Elementen aus So(D) erzeugte freie abelsche Gruppe. Fiir ¢ > 0 sei C;(D) die von
den orientierten Simplizes der Dimension i erzeugte abelsche Gruppe mit der Rela-
tion sT + s~ = 0. Dann ist C;(D) eine freie abelsche Gruppe, deren Rang mit der
Anzahl der i-Simplizes im nicht orientierten Simplizialkomplex D {ibereinstimmt.



Also kann man die Elemente von C;(D) als endliche Summen von orientierten -
Simplizes mit der Relation s~ = —sT auffassen.

Die Randabbildungen werden folgendermaflen definiert. Fiir ¢ < 1 ist §; der Null-
homomorphismus. Im Fall 1 < i definieren wir

5,~ : Cz(D) — C,’,l(D)

wie folgt:
Sei [s]= [vo, - - . ,v;] ein orientierter Simplex. Dann ist
i .
8i([vo, - - vi]) == D (=1 [v, - .., Ty, .., vil,
i=0
wobei [vg, ..., 0j,...,v;] den orientierten (i —1)-Simplex bezeichnet, den man durch

Entfernen von v; erhilt. Durch lineare Fortsetzung wird d; auf ganz C;(D) definiert.
Fiir die so definierten Abbildungen gilt dann immer

(5,'_1 o (5, =0.

Insgesamt erhalten wir, da§ {(C;(D),d;)} ein Kettenkomplex ist. Er wird als der
Kettenkomplex von D bezeichnet. Die i-te orientierte Homologiegruppe von D wird
dann als

Hy(D) := ker(d:) [ m(6:,)

definiert. Ein Simplizialkomplex ist genau dann wegzusammenhingend, wenn seine
nullte Homologiegruppe isomorph zu Z ist.

Obwohl die C;(D) freie abelsche Gruppen sind, sind die Homologiegruppen H;(D)
i.a. nicht frei. Zum Beispiel ist fiir den Simplizialkomplex

5 6

6 5

H>(D) trivial, Hyo(D) isomorph zu Z, und Hy(D) ist das Erzeugnis der Klasse von
(4,5) + (5,6) + (6,4). Man rechnet nach, da§ 2((4,5) + (5,6) + (6,4)) der Rand
der Summe aller zehn 2-Simplizes ist, wenn man diese im Uhrzeigersinn orientiert.
Daher liegt 2((4,5) + (5,6) + (6,4)) in der Klasse der Null, und H; (D) ist isomorph
zur Gruppe mit zwei Elementen.

Ich erinnere daran, dafl das Tensorprodukt zweier abelschen Gruppen G, H wie
folgt definiert ist: G ® H ist die von von den Symbolen g ® h mit g € G und h € H
mit den Relationen (fiir g1,92 € G, h1,hs € H)

(G1+92)®h = gahi+gpeh
91Q(hi+h) = g1 ®h1+g1®ho



erzeugte abelsche Gruppe.
Zwei Homomorphismen

fliGl—)Hl, fQZGQ—)HQ

induzieren einen Homomorphismus

fivofr: Gi®Gy — H, ® Hy
a®ge = filg) ® f2(g2)

Unter dem Rang (rg(G)) einer endlich erzeugten abelschen Gruppe G ist der Rang
des torsionsfreien Anteils von G zu verstehen, d.h. der Rang ist die -Dimension
von G ® Q. Fiir eine exakte Sequenz von endlich erzeugten abelschen Gruppen

F3aim,
ist ] )
FeQ®¥ e neQ
eine exakte Sequenz von Q-Vektorrdumen, wobei id die identische Abbildung auf

Q bezeichnet. Daraus folgt insbesondere fiir die i-te Kettengruppe eines endlichen
Simplizialkomplexes D

rg(Ci(D)) = dimg(Ci(D) ® Q)
= dimg ((ker((si) ® Q) @ (Im(d;) ® @))
= dimg(ker(d;) ® Q) + dimg(Im(d;) ® Q)
= rg(ker(d;)) +rg(Im(d;)) -

Analog folgt aus der kurzen exakten Sequenz
0 — Im(d;41) — ker(6;) = H;(D) — 0

die Gleichheit
rg(H;(D)) = rg(ker(é;)) — rg(Im(dit1)) -

Definition 1.14 Sei D ein n-dimensionaler endlicher Simplizialkomplex. Dann
wird die FEuler-Charakteristik von D definiert als

n

Eu(D) := Y (~1)" rg(Ci(D)).

i=0

Mit den beiden Formeln von oben erhalten wir durch Umordnen der endlichen

Summe
n

Eu(D) = ) _(-1)' rg(Hi(D)).

i=0
Andererseits haben wir uns bereits iiberlegt, daf§ der Rang von C;(D) mit der Anzahl
der nichtorientierten i-Simplizes {ibereinstimmt. Daher gilt auch

n

Eu(D) =) (-1) [Si(D)].

i=0

Die Euler-Charakteristik liefert uns eine Moglichkeit, von der Anzahl der Simplizes
Riickschliisse auf den Rang der Homologiegruppen zu ziehen. Insbesondere besitzen



zwei Simplizialkomplexe mit unterschiedlicher Euler-Charakteristik unterschiedliche
Homologien.

Fiir einen endlichen Simplizialkomplex D sind die oben definierten Kettengrup-
pen Ci(D) und Homologiegruppen Hy(D) endlich erzeugte abelsche Gruppen. Um
im Kapitel 6 zu einem solchen Simplizialkomplex Darstellungen zu definieren, muf}
der Koeffizientenbereich von Z zu C erweitert werden. Dazu ordnet man einem ge-
gebenen Kettenkomplex C' = (Cy, dx,) den Kettenkomplex C® C = (C, @ C, 6 ® 1)
zu, wobei 1 die identische Abbildung auf C bezeichnet. Fiir einen Simplizialkom-
plex D ist die Gruppe Cr(D) ® C ein C-Vektorraum mit den positiv orientierten
k-Simplizes von D als Basis. Die k-te Homologiegruppe von D mit Koeffizienten in
C definiert man als die k-te Homologiegruppe des Kettenkomplexes C'(D) ® C. Sie
wird mit Hy(D, C) bezeichnet. Die Hy (D, C) sind C-Vektorriume, und es gilt

rgz(Hy (D)) = dimg(Hy (D) ® Q) = dimc(Hy(D) @ C) = dimc(Hi(D,C)) .

Sei £ ein Unterkomplex von D und i : &€ — D die Einbettung. Dann liefert
auch &€ einen Kettenkomplex, und durch die Einbettung i werden fiir alle & injektive
Homomorphismen

i* 1 Cp(E) = Ci(D)

induziert. Daher liefert das simpliziale Paar (D, &) einen Kettenkomplex

%42 Cipa (D) %41 Cy(D) 9%, Cr—1(D)

/Ck+1(5) /Ck(g) /Ckfl(g) e

Die k-te relative Homologiegruppe von (D, £) wird dann als

H(D,€) =50 [ 50

definiert. Wie man sieht, ist Hy(D,0) = Hy(D). Es existiert immer eine exakte
Sequenz

R Hk+1(D,g) — Hk(g) — Hk(D) — Hk(D,g) — ...,

die als Homologiesequenz des Paares (D, £) bezeichnet wird [Spa66, S. 184]. Diese
Sequenz wird uns nun ein Verfahren liefern, Simplizialkomplexe zu vereinfachen,
ohne ihre Homologie zu dndern. Zur Herleitung folge ich dem Buch von Giblin
[Gib77].

Definition 1.15 Sei D ein Simplizialkomplez.

(i) FEin Simplexr s aus Sk (D) heifst Hauptsimplex, falls kein t € Sky1(D) existiert
mit s C L.

(ii) Ein Simplex s € Si(D) heifst freie Seite von D, falls genau ein t € Sky1(D)
existiert mit s C t.

Ein Simplex kann also hochstens dann eine freie Seite sein, falls er Seite eines Haupt-
simplex ist.

Definition 1.16 Sei D ein Simplizialkomplexr mit einer freien Seite s und einem
zugehdrigen Hauptsimplex t. £ gehe aus D hervor, indem man in D die Simplizes
s und t entfernt. Dann sagen wir £ geht durch einen elementaren Zusammenbruch
aus D hervor, und schreiben

1

DN\E.
Es gilt

10



Lemma 1.17 Das eben definierte Objekt £ ist ein Unterkomplex von D.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dafl £ ein Simplizialkomplex ist. Da ¢t ein Haupt-
simplex ist, ist ¢ keine Teilmenge eines anderen Simplex in D und sein Entfernen
dndert nichts an der Giiltigkeit der Bedingung zwei aus Definition 1.1. Die freie
Seite s ist in D nur Seite von ¢. Da ¢ nicht in & liegt, ist auch nach dem Entfernen
von s Bedingung zwei fiir £ noch erfiillt. Zu Bedingung eins ist nur zu beachten,
dafl das Entfernen eines 0-Simplex bedeutet, dafl das entsprechende Element auch
aus V(D) entfernt wird. Es ist klar, dal jeder Simplex aus £ auch in D liegt und
daher ist £ ein Unterkomplex von D. O

Der nichste Satz zeigt, warum man das Zusammenbrechen zur Berechnung der
Homologie benutzen kann.

1
Satz 1.18 Sei D \ &. Dann gilt fir alle k aus Z
Hy (D¥Hi (€).

Beweis: Sei s die freie Seite von D, die beim Zusammenbruch zu £ entfernt wird,
und ¢ sei der zugehorige Hauptsimplex. Die Dimension von s sei k. Dann ist dim(t) =
k + 1 und zwischen den Simplizes von D und £ besteht folgende Beziehung:

S$uD) =  Sal&) firn#kk+1,

Sk(D) = Se(€)U{s},

Sk41(D) = Sp41(E) U {t} .

Wir werden nun zeigen, daf fiir alle n die relative Homologiegruppe H, (D, ) tri-
vial ist. Dann ergibt sich die Aussage aus der Exaktheit der Homologiesequenz des
Paares (D,&). Im Fall n # k, k + 1 besitzen D und £ die gleichen n-Simplizes, und
daher ist

Ca(D,€) = P/ oy = 0.

Also hat der relative Kettenkomplex folgende Gestalt

5;+1
ee. — 00— Cp1(D,E) = Cr(D,E) —m 00— -+,

und alle relativen Homologiegruppen ungleich k£ und k& + 1 sind trivial. Seien nun
st und ¢t die ausgewéhlten Orientierungen der beiden Simplizes. Da s die einzige
Seite von t ist, die nicht in £ vorkommt, ist

Oh 1 (T 4+ Crya(8)) = £51 + Ci(€) # Cr(E).

Da sowohl Cy11(D, &) als auch Cx (D, £) den Rang eins haben, ist J;_ ; ein Isomor-
phismus. Daher sind auch Hy(D, ) und Hy1(D, E) gleich Null. Mit der Exaktheit
der Homologiesequenz des Paares (D, £) ergibt sich die Aussage. O

Da die Hintereinanderausfiithrung von Isomorphismen wieder einen Isomorphismus
liefert, gilt folgender Satz:

Satz 1.19 Sei ) ) ) )
Do D1 ND2N--- Dy

eine Folge von elementaren Zusammenbriichen. Dann gilt fir alle k € Z

Hy (Do) = Hy,(Dy)-

11



Im weiteren werden wir statt der Folge von elementaren Zusammenbriichen kurz
Do \( Dy, schreiben. Ich werde nun an einigen Beispielen aufzeigen, wie Satz 1.19
angewandt wird.

Beispiel: :

(i) Sei D der Simplizialkomplex, der aus einem 2-Simplex und all seinen Seiten
besteht. Dann konnen wir ihn wie folgt zusammenstiirzen lassen:

2

A\l\\ i N N

0 1 1

Also hat D die Homologie eines Punktes, und es gilt

Z k=0
Hy, (D) =
0 sonst
(ii) Sei D der Simplizialkomplex
1 4
2 5
3 6
1 4

D 148t sich geometrisch als geschlossenes Band realisieren. Wir kénnen D wie
folgt einstiirzen lassen:

1 4 e 4 l0—o, 1
3
2 5 \ 24 5 \ 20—05 \ 2
3 6 34 6 30— @ 3
1 4 1 ¢ 4 10—, 1 1 2

Also hat D die Homologie des Kreisrandes, und fiir alle &k gilt

Z : k=01

0 : sonst

(iii) Betrachten wir folgenden Simplizialkomplex D

1 4
2 5
3 6
4 1

Die geometrische Realisierung dieses Simplizialkomplexes ist das Mébiusband,
das Standardbeispiel einer nicht orientierbaren Fliche. Indem wir D zusam-
menbrechen lassen, erhalten wir

12



1 4 le 4 10—, 10—04
4 3
2 5\ 24 5\ 2»—05\2“
3 6 3¢ 6 30—9¢ 3@
4 1 4 @ 1 L 10—@; 1 2

Also hat auch dieser Simplizialkomplex die Homologie des Kreisrandes, und
es ist

7 : k=0,1
Hy(D) =

0 : sonst

fir alle k. Das Beispiel zeigt, das die hier definierte Homologie (die Z-
Homologie) uns nicht in die Lage versetzt, zwischen orientierbaren und nicht-
orientierbaren Fldchen zu unterscheiden.

Da wir unendliche Simplizialkomplexe betrachten werden, hilft uns folgender Satz,
deren Homologiegruppen zu berechnen.

Satz 1.20 Die Homologiegruppen eines Simplizialkomplexes sind isomorph zum di-
rekten (bzw. induktiven) Limes der Homologiegruppen seiner endlichen Unterkom-
plexe.

Beweis: [Spa66, Kap4, S.171] O
Wir werden den Satz in folgendem Fall anwenden:

Korollar 1.21 Sei D ein unendlicher Simplizialkomplezr und (£;)$2, eine Folge
endlicher Unterkompleze mit folgenden FEigenschaften:

(i) & ist Unterkomplex von E;y1 fir alle i € N.
(i1) Jeder endliche Unterkomplex von D liegt in einem &;.

(ii) Es existiert ein n € N, so daf fir alle j € N und k € Z gilt

Hk(gn) = Hk(gn-i-j)'

Dann ist fiir alle k € Z
Hk(D) = Hk(gn)

Das Korollar liefert uns also die Moglichkeit, die Berechnung der Homologie eines
unendlichen Simplizialkomplexes auf die Berechnung der Homologie eines endlichen
Unterkomplexes zuriickzufiihren.

13



Kapitel 2

Das Bruhat-Tits-Gebaude

In diesem Kapitel wird das Bruhat-Tits-Geb#ude zur Gruppe GL(3, K) definiert und
einige seiner Eigenschaften werden diskutiert. Nicht alle Aussagen in diesem Kapitel
werden im weiteren benutzt. Manche Sitze verdeutlichen lediglich die Geometrie
des Gebdudes und sollen zur Veranschaulichung dienen. Zur allgemeinen Theorie
der Gebéude sei auf die Biicher von Ronan [Ron89] und Brown [Bro89] verwiesen.
Fiir einen beliebigen kommutativen Ring R mit Eins bezeichnen:

GL(R) = Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen mit Koeffizienten aus R,
B(R) = Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL(R),
SL(R) = {M € GL(R) |det(M) =1},
Z(R) = das Zentrum von GL(R), d.h. die Gruppe der Skalarmatrizen,
MON(R) = die Gruppe aller Matrizen aus GL(R), die in jeder Zeile
und in jeder Spalte genau einen Eintrag ungleich Null besitzen,
DIAG(R) = die Gruppe aller Diagonalmatrizen in GL(R).

AuBlerdem sei die S3 als Gruppe der Permutationsmatrizen in GL(R) eingebettet.
Dann ist MON (R) das semidirekte Produkt von S3 und DIAG(R). Die Matrix

[eBNenBES]

0 0
b 0
0 c

wird kurz als diag(a, b, ¢) bezeichnet.
Ferner werden folgende Notationen verwandt:

Z = Menge der ganzen Zahlen,

No = Menge der natiirlichen Zahlen einschlieflich der Null,

F, = der endliche Korper mit ¢ = p/ Elementen,

F,[T] = der Polynomring iiber F, in der Unbestimmten T,
versehen mit der Gradfunktion deg : F,[T] — Ny U {—o0},
— GL(F,[T)

ein Polynom aus F, [T] vom Grad d,

K = T,(T), der rationale Funktionenkérper iiber F; in T

mit der Gradbewertung v : K — Z, v(g) =degg — deg f,

14



7 = T~ eine Uniformisierende bzgl. der Gradbewertung,
K = TF,((n)), die Vervollstéindigung von K bzgl. v,
O = TF,[[n]], der Ganzheitsring von K,
V = ein dreidimensionaler Vektorraum iiber K ,
{e1,e2,e3} = eine ausgewihlte Basis von V und
(b1,b2,b3) = eine beliebige geordnete Basis von V.

Im allgemeinen bezeichnen grofie romische Buchstaben Gruppen und kalligra-
phische Buchstaben Simplizialkomplexe. Durch die Auswahl einer festen geordneten
Basis von V steht die Menge aller geordneten Basen von V in Bijektion zu GL(K).
Jede Matrix entspricht der geordneten Menge ihrer Spaltenvektoren. Daher wird
im weiteren zwischen einer geordneten Basis und der zugeordneten Matrix nicht
unterschieden.

2.1 Die Definition des Bruhat-Tits-Gebaudes

Definition 2.1 Sei B=(by,bs,b3) eine geordnete Basis von V. Dann bezeichnet
det(B) die Determinante der Matriz mit den Spalten by, bs, bs.

Definition 2.2 FEine geordnete Basis B von V heifit fast-normiert, falls ihre De-
terminante in Iy liegt.

Definition 2.3 Sei {a1,a2,a3} eine Basis von V. Dann heifst
(a1,a2,a3)0 :=a10 ® a2 O ® a30
ein Gitter in V.

Lemma 2.4 Seien A = (a1,as,a3) und B = (by,bs,b3) geordnete Basen von V.
Weiter sei L = (a1, a2,a3) und L = (b1, b2, b3) . Dann gilt

L=IL < AecB-GL0).

Beweis: Die Aussage folgt aus der folgenden Kette von Aquivalenzen:

L=L <= VYzeO®3IecO®:Az=DBy
= Vre®®IyeO®:B Az =y
< B l'AecGL(0O)
< AeB-GL(O).

O

Fiir alle z € K* und alle Gitter L ist zL wieder ein Gitter. Daher operiert £* auf
den Gittern in V.

Definition 2.5 Die Bahn eines Gitters L unter der Operation von K* heifit
Gitterklasse und wird mit
[L]:={zL |z € K*}

bezeichnet.

Da K ein lokaler Kérper ist, stimmt [L] mit {#’L | i € Z} {iberein.
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Definition 2.6 Das Bruhat-Tits-Gebiude B ist der abstrakte Simplizialkomplex
mit

V(B) ={[L]| L Gitter in V},
{[L1);...,[Ln]} € S(B) © 3L; € [L;] mit Ly D Ly D ... L, D L.

Bemerkung: Um Unklarheiten zu vermeiden, weise ich darauf hin, dafl dieses
Bruhat-Tits-Gebdude B in der Literatur als “Bruhat-Tits-Gebdude zur SL iiber
einem diskret bewerteteten Kérper” bezeichnet wird. Es unterscheidet sich von dem
“Bruhat-Tits-Gebidude zur GL”, das ich hier Bg nenne. Es ist wie folgt definiert:
Zu einem beliebigen Korper £ und einem endlichdimensionalen k-Vektorraum V ist

V(Bgr) :=={U | U #0,U ist Untervektorraum von V }

{U1,...Un} € S(BaL) : <= nach passender Umordnung gilt : Uy CUs C ... C U, .

Es ist klar, dafl B und Bgy nicht isomorph sind. Im weiteren wird uns nur das
Gebiude B interessieren, und daher bezeichnet in dieser Arbeit der Begriff “Bruhat-
Tits-Gebdude” immer B.

Nun werden einige Unterkomplexe von B ausgezeichnet.

Definition 2.7 Sei B={by,bs,bs} eine Basis von V.
Dann heifst der mazimale Unterkomplexr Ap von B mit

V(AB) = {[(Wibla”rjb2)7rkb3>0] | i:jak S Z}

das Apartment zu B.
Der mazimale Unterkomplex W mit

V(WB) = {[(ﬂ-ib177rjb27ﬂ-kb3)0] | i7j7k € Zal S .7 S k}
heifst die Weylkammer zu B.

Bemerkung: Indem wir jedem Knoten [(7ib;, 77 b, 7¥b3) 0] eines Apartments Ag

den Punkt o L o

(i_z—i-]—}-kj_l—}—]—l-k‘ z+J+k)
3 7 3 3

zuordnen, erhalten wir eine wohldefinierte Abbildung des Apartments Ap in die

Hyperebene {(r1,72,73) | 71 + 72 +73 = 0} des R3. Ein Apartment entspricht so der

Triangulierung einer 2-dimensionalen euklidischen Ebene durch gleichseitige Drei-

ecke.

Eine Weylkammer in Ap stellt dann eine konische Teilmenge von Ag dar. Wenn

wir von der Geometrie eines Apartments sprechen, so meinen wir die Geometrie des

Bildes in R3.

Das Bild auf Seite 17 zeigt ein Apartment mit einer enthaltenen Weylkammer. Es

ist zu beachten, daf jeder Knoten eines Apartments Spitze von sechs im Apartment

enthaltenen Weylkammern ist.

Sei E={ey, €2, e3} eine fest gewihlte Basis von V. Es werden folgende Standardob-

jekte definiert.

7k_

Definition 2.8 Seien i,j,k € Z. Dann sind
(i) L= <7Ti61,71'j62,71'k63>0,
(it) [i,4, k] == [Li k],
(i1i) Coo :=10,0,0], Co1 :=[0,0,1], Co2 := [0,1,1] die Standardknoten,
(iv) Cio := {Co0,Co1}, Ci1 := {Co1,Co2}, Ci2 := {Co2,Co0} die Standardkanten,
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INONINN/N/
Vi
N

Apartment mit Weylkammer.

(v) C2 :={Coo,Co1,Co2} der Standard-2-Simplez,

(vi) A:= Ag das Standardapartment,

(vii) W := Wg die Standardweylkammer.

Es ist zu beachten, daf} fiir alle ¢ € Z die Klassen [i,7,k] und [ +¢,j + ¢,k + ]
iibereinstimmen. Das Verhiiltnis zwischen Standardknoten, -kanten und -2-Simplex
wird durch folgendes Bild verdeutlicht:

Co2

Cl2 Cll

Coo C1o Co1

Die Bezeichnungen sind so gewéhlt, dafl der erste Index die Dimension des entspre-
chenden Standardsimplex bezeichnet.

Durch die Auswahl der Basis E von V operiert GL(K) von links auf den K-Basen
von V und daher auf den Gitterklassen durch g[L]:=[gL]. Die Operation wird durch

g- {1)0, .- 'Jvn} = {gU079U17 T 7gvn}

auf ganz S(B) erweitert. Dies ist méglich, da GL(K) die Inklusionsrelation fiir Gitter
erhilt.

Wir benétigen vorerst nur die Fixgruppe des Knotens Coo. Die Fixgruppen der
anderen Objekte werden in Abschnitt 2.2 bestimmt.

Lemma 2.9 Es gilt:
FifL'GL(IC) (Coo) = GL(O) . Z(IC)

Beweis: Sei ¢ € GL(K) beliebig. Fiir ein O-Gitter L in V stimmen nach 2.4 die
Gitter L und L - g genau dann {iberein, wenn g in GL(O) liegt. Es folgt

9-Coo =Coo < Coo-9=Coo < g€GL(O)-Z(K) .

17



Wir definieren folgende Untergruppen der GL(K):
Definition 2.10
(i) GL°(K) :=ker(v o det) = {g € GL(K) | v(det(g)) =0} .

(i3) Sei p: GL(K) - K* — Z3, g — (v(det(g)))mod 3. Dann definieren wir
GLT(K) :=ker(p) = {g € GL(K) | v(det(g)) = 0(mod 3)} .

Offensichtlich gilt die folgende Beziehung:
SL(K) c GL°(K) c GL*T(K) c GL(K)

Definition 2.11 Sei B = (by,bs,b3) eine geordnete Basis von V und [L] =
[{b1,b2,b3)»] die von B erzeugte Gitterklasse. Dann definiert man

Typ([L]) := v(det(by, ba, bs))(mod 3).

Sei C = (c1, €2, ¢3) eine beliebige andere geordnete Basis eines Gitters aus [L]. Dann
existiert ein i € Z und ein h € GL(O), so daB C - h - diag(n, ¢, %) = B ist. Daher
gilt
v(det(B)) = w(det(C - h-diag(r®,n*, "))
= wv(det(C) + 0+ 3i)
= wv(det(C))(mod 3).
Typ ist also wohldefiniert und unabhiingig von der Anordnung der Basis.
Lemma 2.12 Typ ist invariant unter der Operation der Gruppe GLT(K).
Beweis: Seien g € GL*(K), [L] € V(B) und B eine Basis zu L. Dann gilt:
Typ(glL]) = wv(det(gB))(mod 3)
= (v(det(g)) + v(det(B)))(mod 3)
= wv(det(B))(mod 3)
= Typ([L])
O

Lemma 2.13 Jeder 2-Simplex aus B enthdlt genau einen Knoten von jedem Typ.

Beweis: Sei {vg, v1,v2} € S2(B). Dann existieren nach geeigneter Umordnung Ver-
tretergitter Ly D L; D Ls D who. Nach dem Elementarteilersatz existiert eine Basis
{bl, bg, b3} von V, so daf} L() = (bl, b2, b3)0, L1 = (bl, bg,ﬂ'bg)o, L2 = <b1, 7Tb2, 7Tb3)o
ist. Da Typ unabhiingig von der Wahl der Vertreter ist, folgt die Aussage. O

Nun werden wir Typ auf hherdimensionale Simplizes verallgemeinern.

Definition 2.14 Sei s ein n-Simplex in B. Dann definiert man den Typ von s als
das (n + 1)-Tupel der nach der Grifie geordneten Typen der Knoten aus s.

Beispiel: Jeder 2-Simplex hat den Typ (0,1,2). Ein 1-Simplex hat einen der drei
Typen (0,1),(0,2) oder (1,2).

Satz 2.15 Sei G eine Untergruppe von GL*(K), S = {v; | i = 0,...,n} € S(B).
Dann gilt:

Fizg(S) = m Fizg(v;).

i=0
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Beweis: Sei g € Fizg(S). Da die Typen aller Knoten in S verschieden und invariant
unter g sind, folgt:

g{vo,...,vn} ={vg,...,vp} < Firallei=0,...,nist gv; =v; .
O

Wir werden im Beweis von Satz 2.25 sehen, dafl diese Aussage falsch ist, falls man
beliebige Untergruppen von GL(K) zulift.

Lemma 2.16 Jeder 2-Simplex aus B liegt in einem Apartment.

Beweis: Das Lemma ist eine Umformulierung des Elementarteilersatzes. Seien
Représentanten Lg, L;, Ly mit Ly D Ly D Ly D 7why gewdhlt. Dann existiert
eine Basis {bl,bz,b3} von V, so dafl L() = <b1,b2,b3)o, L1 = <b1,b2,7rb3>o,
Ly = (by, by, wb3) . Der 2-Simplex liegt also im Apartment zur Basis {b;, b2, b3}.
O

Der folgende Satz gibt Auskunft tiber die lokale Struktur von B.
Satz 2.17 Seiv € V(B),{vo,v1} € S1(B).Es gelten:
(i) dim(B) = 2.
(ii) v ist Seite von 2(¢> + q + 1) 1-Simplizes.
(iii) v ist Seite von (q> + q+ 1)(q + 1) 2-Simplizes.
() {vo,v1} ist Seite von (¢ + 1) 2-Simplizes.

Beweis: Zu (i): Sei k ein beliebiger Koérper, W ein beliebiger k-Vektorraum. Dann
heifit eine Familie (U;)}_, von Untervektorrdumen mit

W=U,DU,.1D...0Up=0

eine Fahne in W. Ist dimW < oo, so ist ist die maximale Linge einer solchen
Fahne gerade dim W. Die Menge aller Fahnen des F,-Vektorraums L/wL wird mit
F bezeichnet. In L/wL sei eine orientierte Basis (b1, ba, b3) ausgewihlt. Weiter sei

Gg:.= {(L,):&l | LDOLy,...0 L1 D7nL, mitLy,..., Ly (’)—Gitter}.
Dann ist die Abbildung

p:G = F
(LoLn>..oloal) — (Lppolmpps. ol 57l )

eine Bijektion. Da dimp, (L/mL)=3 gilt, folgt, dal dim(B) zwei ist.
zu iii) Die Menge
61 = {L5 Lo > Ly > L | dime, (Fi/ ) = i1 € 1,2
entspricht den 2-Simplizes mit Seite [L]. Das Bild von G; unter ¢ ist
_ (L NS
F o= { /o, DUz DU D0 | dim(U;) = i,i € 1,2}.
Auf F operiert GL(F,) transitiv und

Fizgre, (P/xr, 2 (1,82) 2 (bn) 20) = B(R,).
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Es folgt:

|G1| = | 71| = |Bahngre,) (L/WL S (b, ba) O (by) O o) |

|GL(F,)|

|B(F, )|
(-1 -9 -¢%)
B ¢?(g—1)°

= (@+q+1)(g+1).
zu ii) Fiir ¢ € {1,2} sei

G; = {L >LonL | dim]pq(i/ﬂ.L) Zi},

Fi= {L/WL S5 U 0| dimg, (U) = 2}

G1 U G entspricht der Menge aller 1-Simplizes mit Seite [L], und F; U F» ist das
Bild von G; U Gs unter ¢. Die Gruppe GL(F,;) operiert sowohl auf F; als auch auf
Fo transitiv, und

I ailx aiz2 a13
FixGL(]p‘q) ( /71'L D) <b1, bz) D) 0) = a1 Qs 423 S GL(]FQ) ,
0 0 ass

I ailp a2 a3
FifEGL(IFq) ( /ﬂ'L D (b)) D 0) = 0 ax aos € GL(]Fq) .

0 a3z ass
Daraus ergibt sich

|G1 U Ga| = |F1 U R

= |A|+|F|
_ |GL(F,)| + |GL(F,)|

¢*(¢ — DIGL(2,F,;)| ~ ¢*(¢ — 1)|GL(2,F,)|
= 2(¢*+q+1).

zu (iv): Der Beweis verlduft analog zu (i) und (iii). Sei {[L],[L]} € Si(B). Dann
gilt 0.B.d.A.

LDtiLundL/WLzl
(ansonsten betrachte man L D wL D nL). Sei

Ga = {LDLQDﬁDﬂL|L2 istO—Gitter}.

Dann ist .
Fy = {L/WL SU>L/ ;20| dimg, (U) = 2}

das Bild von G; unter ¢. Die Gruppe FimGL(Fq)(L/ﬂL D L/ﬂ'L D 0) operiert
transitiv auf Fy, und die Fixgruppe der Standardfahne unter der Operation dieser
Gruppe ist B(F,). Wie oben ergibt sich

|Ga| = |F4l
_ (= DI|GL2,F,)|
|B(F,)|
= (q+1).
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Nun wird auf S»(B) ein Abstand definiert.

Definition 2.18 (i) Zwei 2-Simplizes s,t € Sa2(B) heifien benachbart, falls sie
eine gemeinsame I1-dimensionale Seite besitzen. Wir schreiben dann: s ~ t.

(i) Eine Folge F = (s = x9,21,%2,...,Tn =t) von benachbarten 2-Simplizes aus
B heifst Galerie von s nach t der Linge n.

Definition 2.19 Seien s,t € S2(B). Dann heifit
d(s,t) := min {Linge(F) | F ist Galerie von s nach t}

der Abstand von s und t.

2.2 Die Operation von GL(K) auf B

Obwohl B als das “Bruhat-Tits-Gebdude zur SL iiber einem diskret bewerteten
Korper” bezeichnet wird, werden wir die Operation der GL(K) auf B untersuchen.
Im néichsten Abschnitt wird klar werden, warum dies fiir uns interessant ist.

Da GL(K) transitiv auf den orientierten K-Basen von V operiert, gilt der folgende
Satz:

Satz 2.20 Die GL(K) operiert jeweils transitiv auf V(B), S1(B) und Sz(B). Aufer-
dem operiert GL(K) jeweils transitiv auf den Apartments und den Weylkammern
in B.

Lemma 2.21 Seien vg,v; € V(B) und Typ(ve) # Typ(vi). Dann existiert kein
Element aus GL(K), das die beiden Knoten vertauscht.

Beweis: Sei also Typ(vg) # Typ(vi), g € GL(K), g-vo = v1 und g-v; = vp.
Es folgt, dal g% - v9 = vy und daher 2 - v(det(g)) = 0(mod 3). Dies ist dquivalent
dazu, daf v(det(g)) = 0(mod 3). Dann ist aber Typ(v;)=Typ(g - vo)= Typ(vg) im
Widerspruch zur Annahme. |

Da die GL(K) u.a. die Spiegelung an der durch die Knoten [0,0,0] und [0,1,2]
festgelegten Geraden nicht enthiilt, ist die volle Automorphismengruppe von A keine
Untergruppe von GL(K).

Im weiteren wird es sich als niitzlich erweisen, die Fixgruppen einiger Standard-
objekte unter der GL(K) zu kennen.

Satz 2.22 Die Fizgruppe eines Knotens [i, j, k| unter der GL(K) ist

ail i ia;, i kags
7r7_’.a21 a2 ’IT]_ka23 | (acd)1567d53 S GL(O) - Z()C) .
mhtag, 7w Iag, ass

Beweis: Sei M=diag(n?, 7/, 7%). Dann ist M -[0,0,0] = [i,4,k] und fiir ein g €
GL(K) gilt:

& g-M-[0,0,0] = M-[0,0,0]

= M_lgM S FZ.CL‘GL(;C)([O,O,O])

< gc M - FZ.’EGL(]C)([0,0,0]) - ]\J_1

& geM-GLO)-M™'-Z(K)

Durch Ausmultiplizieren folgt die Aussage. a
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Definition 2.23 (i) Die Gruppe

I::{MEGL(O)|ME (0 * *)mod(ﬂ')}
0 0 =

heifst  Standard-Twahorigruppe.

(i) Die Untergruppe

P o= {MEGL(O)|ME (* *)mod(ﬂ')}
0 0 =

von I heifit erste Standard-Parahorigruppe.

*

(i1i) Die Untergruppe

Pzzz{MEGL((’)HME (0 * *)mod(w)}
0 x =*

von I heiffit zweite Standard-Parahorigruppe.
Satz 2.24 FEs gilt
(i)

Fizgrx)(Ci0) = P1 - Z(K)
(i)
F?:IL'GL()C)(Clz) = Pz . Z(IC)

Beweis: (i) Die beiden 0-dimensionalen Seiten von Cio besitzen unterschiedliche
Typen. Nach 2.21 existiert kein g aus GL(K), dal diese beiden Seiten vertauscht.
Dabher ist

Fizgrc)(Cro0) = Fizgrx)(Coo) N Fizgrcy(Cor)
a aiz T lais
=(Z(K)-GL(O))N(Z(K)- | an a2 7 'axs |)
Tasy 7Tasz a33
=Z(K)-P .
(i4) analog zu (i) O
Satz 2.25 Es gilt:

010
= 0 0

Beweis: Jedes Element aus GL(K), das jeden Knoten von Cs festldfit, 148t auch
ganz Cy fest. Daher ergibt sich

Fizgra)(C2) D (Fizgrc)(Coo) N Fizgrxy(Cor) N Fizgrx)(Coz2)) = Z(K) - T .
Weiter existiert in GL(K) die Matrix

010
M=1{0 01],
©= 0 0

die zwar ganz C,, aber keinen Knoten von C, fixiert. Nach 2.21 hat ein h €
Fizgrk)(C2) nur drei Moglichkeiten, auf den Knoten von Ca zu operieren.
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(i) Cy wird durch h punktweise fixiert. Dann liegt h in Z(K) - I.
(ii) Das Element h transformiert Cop in Cp1. Dann mufl wegen 2.21 gelten
h - Coo = Co1, h-Co1 = Co2, h-Co2 = Coo ,

bzw.
h-Coo =M -Coo, h-Cor = M -Co1, h-Co2 = M - Cops.

Dies ist dquivalent zu

h € M - (Fizgrc)(Coo) N Fizgr(x)(Co1) N Fizgr(x)(Co2)) = M - I - Z(K).

(iii) Der Knoten Coo wird durch h in den Knoten Co» iiberfithrt. Dann folgt mit
den gleichen Uberlegungen wie oben, daf}

he M*.-1-Z(K)

gilt, und damit folgt die Aussage.
O

Der Beweis hat gezeigt, dal M2 - Cio = Cio ist. Daher sind die entsprechenden
Fixgruppen konjugiert. Insbesondere gilt

M?2.P-M2=P,.

Kommen wir nun zu den Fixgruppen der Standardweylkammer und des Standard-
apartments.

Satz 2.26 FEs gilt
Fizgrc)(W) = Z(K) - B(O) .

Beweis: Fiir alle von [0, 0, 0] verschiedenen Knoten [4, 4, k] ist der Simplizialkomplex
LEw([i, 4, k]) nicht isomorph zu LKw([0,0,0]). Also mufl jedes Element, da§ W
festléBt bereits [0, 0, 0] festlassen. Also ist Fizgrx)(VV) eine Untergruppe von Z(K)-
GL(0). Da Z(K) - GL(O) den Typ erhilt und Typ(Co1) ungleich Typ(Co2) ist, mufl
Fizg L(IC)(W) auch die Knoten Cg; und Cg2 fest lassen. Dann fixiert sie aber bereits
jeden Randknoten von W. Also ist

Fizgroc)(W) C (ﬂ Fia:GL(,C)([O,O,i])> n (ﬂ Fia:GL(,C)([O,i,i])) :

0<i 0<i
Da
mi1 Mmi2 ™MMi3
ﬂ FiZ'GL(;c)([O, 0, ’LD = m21 M22 M23 € GL(O) : Z(/C)
0<i 0 0  mas3
und
mi1 Miz2 7Tng
ﬂ FinL(]C)([O, i, l]) = 0 Moo  MM23 S GL(O) . Z(IC)
0<i 0  m32 ma3
ist, folgt

Umgekehrt sieht man mit Satz 2.22 direkt, daf fiir jeden Knoten [i, 4, k] aus W die
Gruppe B(O)-Z(K) Untergruppe der entsprechenden Fixgruppe ist. Also 1d8t ganz
B(0) - Z(K) die Standardweylkammer fest, und damit ist der Satz gezeigt. O
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Satz 2.27 Es gilt:
Fizgr i) (A) = MON(K)

Beweis: A ist das Apartment zur ausgewihlten Basis {er,esz,e3}. Dann ist
Fizgrx)(A) die Menge aller Matrizen, die die Menge {{aiei,azes,azes} |
ai,az,a3 € K*} stabilisieren. Daher ist Fizgr(x)(A) das Erzeugnis der Gruppen
Z(K), DIAG(K) und Ss. Daraus folgt die Aussage. o

Wir haben also gezeigt, dal GL(K) transitiv auf bestimmten Objekten operiert,
und wir haben deren Fixgruppen berechnet. Insgesamt erhalten wir folgende Be-
schreibungen:

V(B) <— GL(K)/GL((’)) -Z(K)
$i8) « g 2y
S:(B) = GHN)y 010\
zZK)-([ 0 0 1)1
™ 0 0

{Apartments in B} <+— GL(IC)/MON(}C) ’

{Weylkammern in B} <+— GL(K) /B(O) - Z(K) -

In den nichsten Kapiteln werden sich folgende Aussagen als hilfreich erweisen:
Lemma 2.28 Fir alle s,t € Sz(B) und g € GL(K) gilt
s~t < gs~gt.

Beweis: Sei u die gemeinsame 1-dimensionale Seite von s und ¢. Dann ist g - u
gemeinsame 1-dimensionale Seite von gs und gt. m|

Dies hat zur Konsequenz, dal GL(K) auf der Menge der Galerien operiert. Es gilt:

Satz 2.29 Der Abstand zwischen 2-Simplizes ist invariant unter der Operation der

GL(K).

Beweis: Seien s,t € S2(B), g € GL(K) . Dann ist (s = zg,%1,...,%, =t) genau
dann minimal, wenn (gs = gzg, gx1, - .., 9T, = t) minimal ist. O

Satz 2.30 Sei s aus S2(.A). Dann existiert eine Galerie von Cy nach s, die ganz in
A liegt.

Beweis: Sei s = {wo,wi,wa2} € S2(A). Dann existiert ein Weg
{U07U1}7 {Ula ’UZ}; R {Unfbvn}
in A mit Vg = Cog, v = COl; Un—1 = Wo und VUp = Wi1. Jedes Teilstiick
{{vi—1,vi}, {vi,vip1}} mit 0 < i < n liegt in LK 4(v;). In LK A(v;) existiert im-
mer eine Galerie
({Uz’—laviyul};{'Uiaulau2}a{Uiyvi-i-laUZ}):

wobei ug,us unter Umstdnden aus der Menge {v;_1,v;, v;41} sein konnen. Indem
man diese Teilgalerien zusammensetzt, erhélt man eine in A verlaufende Galerie
(A), deren Startsimplex die Seite {Coo, Co1 } und deren Endsimplex die Seite {wp, w; }
besitzt. Dann liegt auch die Galerie

({Co0,Co1,Co2}, A, {wo, w1, w2})
ganz in A, und damit ist der Satz gezeigt. m|
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2.3 Die Operation der GL°(K) auf B

In der einschligigen Literatur wird meist die Operation der SL(K) auf B betrach-
tet, da diese den Typ erhilt. Im weiteren Verlauf der Arbeit interessiert uns je-
doch die Operation der Gruppe GL(IF, [T]) auf B. Da GL(IF, [T]) keine Untergruppe
der SL(K) ist, bietet es sich an, die Operation der Gruppe GL°(K) zu betrach-
ten. Sie enthilt einerseits die Gruppe GL(F,[T]), und andererseits verdndert sie
den Typ eines Knotens nicht. Im letzten Abschnitt haben wir die Operation der
Gruppe GL(K) nur betrachtet, weil sie im Gegensatz zur GL°(K) transitiv auf den
0-Simplizes operiert. Dies hat uns ermoglicht, die Fixgruppen aller Knoten unter der
GL(K) zu berechnen. Indem wir diese Fixgruppen mit GL°(K) schneiden, werden
wir problemlos die Fixgruppen der Knoten unter der GL°(K) erhalten. Zudem ist
GLY(K)N Z(K) = Z(0O), so daB der “unschéne” Faktor Z(K) in den Fixgruppen
verschwindet.

Es folgen einige Lemmata zur Operation der GL°(K) auf B.

Lemma 2.31 Keine zwei verschiedenen Gitter in einer Gitterklasse sind dquivalent
unter GL°(K).

Beweis: Sei [L1] = [La], L1 = (b1,b2,b3)0, g € GL°(K) und g - Ly = L». Da K ein
lokaler Korper ist, ist Ly = w* Lo und es ergibt sich
g-Li =7'L,
= wv(det(g)) + v(det(B)) = 3i + v(det(B))
= i=wv(det(g)) =0
= L, =L,.

Wir kénnen das Lemma auch wie folgt formulieren:

Lemma 2.32 Sei [L] aus V(B) und G eine Untergruppe von GL°(K). Dann gilt
Fizg([L]) = Fizg(L) .

Wenn eine Matrix aus GL? eine Gitterklasse fixiert, so fixiert sie also bereits jedes
Gitter in der Klasse.

Lemma 2.33 Seien vi,vy € V(B) dquivalent unter GL°(K). Dann egzistiert zu je-
dem Gitter L1 € v1 genau ein unter GL° (K) dquivalentes Gitter Ly aus vs.

Beweis: Die Existenz eines solchen Gitters ist trivial. Seien also L, und L3 aus v,
g,h aus GL°(K), g- Lo = Ly und h- L3 = L;. Dann folgt h~'g- Ly = L3 und nach
Lemma 2.31 ist Ly gleich Lg. O

Wir werden nun aus der Operation der GL°(K) weitere Aussagen iiber die Struktur
von B herleiten. Dazu bendtigen wir folgende Untergruppe von B:
Definition 2.34 Seien
010 1 00 0 0 7t
o1 = 1 0 0 |,00:= 0 0 1],03:= 01 0
0 01 010 = 0 0

Dann heifst
W = <01502703>

die Weylgruppe zu GL°(K).
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Dann ist die Weylgruppe das semidirekte Produkt

wl 0. 0
W = S3p< 0 = 0 li+j+k=0
0 0 x*

Um zu zeigen, dal GL°(K) transitiv auf den 2-Simplizes von B operiert, werden
wir zeigen, da8 W transitiv auf S»(A) und GL°(K) transitiv auf der Menge aller
Apartments operiert.

Satz 2.85 Sei[i, ], k] € V(A) beliebig. Dann ezistiert einw € W mit w-[i, j, k] € Ca.

Beweis: Sei [i,7,k] € V(A) fest gew#hlt. Dann kann man die Indizes so wihlen,
daB i+ 7+ k € {0,1,2}. W operiert auf V(A) wie folgt:

oifi,j, k] = [j,i,k],
oofi, j k] = [i,k, ],
o3l i k] = [k—1,4,i+1].
Daraus folgt
oi1020103[i,J,k] = [i+1,j,k—1]
oso10901[t, j, k] = [i—1,5,k+1].

Also existiert ein wy aus W und nq,no aus Z mit
wi[i, j, k] = [0,m1,m2].
Weiter bewirkt
o2010301[i,j, k] = [4,j+1,k—1],
10301030, j, k] = [i,j—1,k+1].
Es existiert also ein wy aus W und ng aus Z, so dafl
wy[0,m1,m2] =[0,0,n3],

da W die Summe der Indizes nicht veréndert, ist ng € {0,1,2}. Da [0,0,0] und
[0,0,1] in Cy liegen, ist die Aussage fiir nz ungleich 2 gezeigt. Sei also ng = 2. Dann
ist

0'1(73[0,0,2] = [0, ]., ].] 5
und es folgt die Aussage. |
Die o; entsprechen den Spiegelungen des Standardapartments an den durch die

1-Seiten des Standard-2-Simplex festgelegten Achsen, und W ist die Gruppe der
typerhaltenden simplizialen Automorphismen von A.

Satz 2.36 (01,02) operiert transitiv auf den 2-Simplizes von LK 4(Co).
Beweis: LK 4(Co) hat folgende Gestalt:

[0, 1, 0] [0, 1, 1]
[1,1,0] [\ [0,0,1]
[1,0,0] [1,0,1]
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Die Matrix o7 bewirkt eine Spiegelung an der Achse [1,1,0]-[0,0,0]-[0,0,1] und o2 be-
wirkt eine Spiegelung an der Achse [1,0,0]-[0,0,0]-[0,1,1]. Man sieht leicht, daf} diese
Spiegelungen ausreichen, um jeden 2-Simplex aus LK 4(Cp) in Cy zu transformieren.
O

Satz 2.37 W operiert transitiv auf Sa(A).

Beweis: Sei s = {wg,v1,v2} € S2(A). Dann sei 0.B.d.A. nach Lemma 2.13
Typ(vg)=0. Nach Satz 2.35 existiert ein w; € W, so dal wy - v9 = Coo bzw.
wy - s € LK4(Co). Nach 2.36 existiert ein wy € W mit wowy - s = Cs. Fiir
51,82 € Sa(A) folgt, daBl ws,ws € W mit ws - 51 = C2 = wy - 2 existieren. Al-
S0 ist 81 = wy Lwy - so und die Aussage ist gezeigt. O

Lemma 2.38 GL°(K) operiert transitiv auf der Menge der Apartments.

Beweis: Sei B eine geordnete Basis von V und Ap das zugehorige Apartment.
Dann existiert eine geordnete und fast-normierte Basis C von V mit Ag = A¢. Da
GL°(K) transitiv auf den geordneten, fast-normierten Basen von V operiert, folgt
die Aussage. O

Es folgt der wichtige Satz
Satz 2.39 GL°(K) operiert transitiv auf S2(B).

Beweis: Sei s; € Sz(B) beliebig. Dann liegt sp nach 2.16 in einem Apartment A
und nach 2.38 existiert ein g aus GL°(K) mit g - s; € So(A). Dann existiert ein w
aus W, so dafl wg - sz = Cy gilt. Also ist Bahngro(x)(C2) = S2(B). O

Obige Aussage ergibt sich auch direkt. Jedem 2-Simplex {vg,v1,v2} ist eine ge-
ordnete, fast-normierte Basis (b1, ba,bs) zugeordnet, so dafl nach entsprechender
Umordnung vg = (b1, b2, b3)0, v1 = (b1, b2, wb3)o und ve = (by, whe, wb3) o gilt. Da
GL°(K) transitiv auf den fast-normierten Basen operiert, operiert sie auch transitiv
auf den 2-Simplizes in B.
Der im Text verwandte Beweis hat den Vorteil, dafl er einen tieferen Einblick in die
GL°(K) und ihre Operation auf B gibt.

Der néchste Satz zeigt, da$ der Fundamentalbereich der GL?(K), im Gegensatz
zum Fundamentalbereich der GL(K), ein Simplizialkomplex ist.

Satz 2.40 Die Seiten des Standard-2-Simplex bilden einen Fundamentalbereich zur
Operation der GL°(K) auf B.

Beweis: Da unter GL°(K) jeder 2-Simplex in Cy transformiert werden kann, kann
jeder 0- oder 1-Simplex in eine Seite von C, iiberfithrt werden. Diese Seiten haben
unterschiedliche Typen, und der Typ ist invariant unter GL°(K). Daher sind die
Seiten indquivalent unter GL°(K), und es folgt die Aussage. O

Definition 2.41 Wir definieren
N := MON(K) N GL°(K) .

Bemerkung: Fiir alle a € K mit a® = 1 gilt, da88 v(a®) und damit auch v(a) gleich
Null ist. Also liegt ein solches a in O*, und (Z(K)NGL°(K)) ist eine Teilmenge von
GL(0).
Da fiir jedes Objekt x aus B gilt, dafl

FiZ'GLO(]C) (*) = Fi:EGL(;C) (*) NnGL° (IC)

ist, ergibt sich nach den Aussagen des Abschnitts 2.2 der folgende Satz:
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Satz 2.42 Die Fizgruppen der Standardobjekte in GL°(K) haben folgende Gestalt:
(Z) F’ia)GLO(K) (COO) = GL(O),

1
a1 a12 T ais

asi  axp T l‘as ) | (@cd)i<e,d<s € GL(O)} ;

maz1 7Taz2 ass3

(%) FiZL'GLO(]C)(C()l) = {

(’H,Z) FimGLO(K;)(COQ) = { Tasi a22 as3 ) | (acd)lgc,d§3 S GL(O)} ’

Tas1 asz2 a33
(’i?]) Fi:IIGLO(K;)(Clo) = Pl,

a1 a12 ™ ais

Taz1 G2 as3 ) | (@cd)1<e,a<3 € GL(O)} )

mazy Tag2 ass

-1 -1
((111 ™ a2 T ais

(’U) FimGLO(K;)(CH) = {

(Ui) Fi:IIGLO(K;)(Clg) = Pg,
(vii) Fizgroi)(C2) = 1,
(viit) Fizgrogcy(A) = N.

Wie im Fall der GL(K) erhalten wir wieder eine Beschreibung verschiedener
Objekte in B.

GL°(K)

Knoten vom Typ 0 +— /GL((’)) )
Knoten vom Typ 1 <— GL? (IC)/ Fizgroi)(Cor)
Knoten vom Typ 2 +— GL? (K)/ Fizgroi)(Coz)
Kanten vom Typ {0,1} +«+— GL? (’C)/Pl ]
Kanten vom Typ {0,2} <«— GL? (K)/P2 ’
Kanten vom Typ {1,2} <+— GL® o Fizgrop)(Ci1) ?
2-Simplizes in B +— GL(K) /1>
Apartments in B +— GL? (IC)/ N

Da W transitiv auf S2(A) operiert und der Schnitt W N I trivial ist, erhalten wir
noch die Korrespondenz
Sa(A) +— W .

Es ist klar, da8 GL°(K) auf den Weylkammern nicht transitiv operiert, da bereits
die Operation auf den Knoten nicht transitiv ist.

Wir werden nun die Bruhat-Zerlegung der Gruppe GL°(K) bestimmen. Dazu
definieren wir zu einer Matrix A € GL°(K) die Menge

o, 0k =0 fiirallel <k <3, k#1,
JA:={(1,J)I k=01 Sk<3, k7 }

ag =0 firallel<1<3,1#j

Insbesondere ist fiir jedes (i, j) aus J4 der Eintrag a;; ungleich Null. Wir zeigen das
Lemma
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Lemma 2.43 Zu jeder Matriz A aus GL°(K)—MON (K) existieren Matrizen M, N
aus I mit
Jyoan D Ja und |JM-A-N| = |JA| +1.

Beweis: Fiir alle 1 <4 # j < n und fiir alle a € K definieren wir M (3, j, ) als die
Matrix mit den Eintrégen

1 : rT=y
Mey = a m:z,y:g
0 : sonst

Es gilt also
i<jund a €O

M(i,j,a) €I <~ {oder 1> jund a € 7O

Multipliziert man M (i, j,«) von links an eine Matrix A, so wird zur i-ten Zeile
von A das a-fache der j-ten Zeile hinzuaddiert. Alle anderen Zeilen von A bleiben
unverdndert. Analog gilt fiir die Multiplikation von rechts, dal das a-fache der
i-ten Spalte zur j-ten Spalte hinzuaddiert wird und alle anderen Spalten von A
unverdndert bleiben. Sei (z,y) aus J4.

Dann stellen wir fest, daf fiir alle ¢ # x im Produkt
M(Za ja Ot) A

die Zeile z und die Spalte y von A nicht verdndert wird. Analog gilt fiir j # y, daf3
bei Rechtsmultiplikation
A- M(/LJJJ Oé)

die Zeile r und die Spalte y unveréndert bleiben.

Wir zeigen nun, daf§ wir in A einen Eintrag a,, finden kénnen, so dafl man jeden
Eintrag in der Zeile z und in der Spalte y durch Multiplikation mit Matrizen aus I
zu Null transformieren kann. Sei

r =min{v(ai;) | (i,7) & Ja} .

Ein solches (i,7) existiert, da A nach Voraussetzung keine monomiale Matrix ist.
Wir wihlen die Indizes z und y als

x max{i € {1,2,3} | 3(43,) & Ja mit v(a;;) =r}
y = min{j € {1,2,3}|3(z,j) ¢ Ja mit v(az;) =r}.

Wir wihlen also von allen Eintrigen mit minimaler Bewertung die aus, die in der
niedrigsten Zeile stehen. Gibt es mehrere in dieser Zeile, so wéhlen wir das am
weitesten links stehende aus.

Nun miissen wir zeigen, dafl wir zu jedem Eintrag a;; # 0 mit i # y und jedem
Eintrag ajy, # 0 mit j # = eine Matrix NV aus I finden konnen, so dafl im Produkt
von N und A der entsprechende Eintrag annuliert wird. Wir unterscheiden vier
Fille:
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(i) Der Eintrag a,;, # 0 mit n < y ist zu annulieren, d.h. wir sind in folgender
Situation

A: Qgzn awy

Nach Wahl von ayy, ist v(azn) > v(azy), und daher ist 222 € 70. Dann ist
zy

M(y,n,— 2"y e T
gy
und

Qgy

<A-M(y,n,—@)) =0.

(ii) Es sei azpn # 0 mit n > y zu annulieren, d.h.
A — P azy P Ayn

Nach Wahl von agy ist v(azy) < v(agn), d.h. ‘;”TZ € O .Dan >y ist, ist

M(y7n7_a$n) €l
Qgy

und

Qgy

(iii) Wir betrachten an, # 0 mit n < z, d.h.

und es ist
(M(n,m,—%) -A) =0.
ny

Qgy

(iv) Wir betrachten ap, # 0 mit n > z, d.h.
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Dann ist v(any) > v(azy), d.h.
M(n,z, —@) el
gy

und

(M(n z, -2y, A)ny =0.

Qgy

Indem wir diese vier Operationen oft genug ausfiihren, erhalten wir Matrizen M, N
aus I, so dal im Produkt
M-A-N

alle Eintrége in der Zeile z und der Spalte y mit Ausnahme von az, gleich Null
sind. Nach den Uberlegungen vom Anfang wird J4 durch diese Multiplikationen
nicht kleiner. Da A keine monomiale Matrix ist, wird mindestens ein Eintrag in A
zu Null, und daher ist

Jvan =JaU{(z,y)} .
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wir erhalten den Satz

Satz 2.44 Sei A aus GL°(K). Dann existieren M, N aus I mit
M-A-NeWw.

Beweis: Indem man das obige Lemma endlich oft anwendet, erhélt man Matrizen
M,N € I mit |75 4.5 = 3, also M-A-N=Bc¢e MON(IC) Definiert man
D k( ) als die Diagonalmatrix, deren Hauptdiagonaleintrige alle Eins sind und deren
Eintrag an der Stelle (k, k) gleich « ist, so liegt fiir alle a aus K die Matrix

7.[.v(a,)

a

Dy (

in I, und fiir alle Eintrage b;; ungleich Null ist

v(bij)
(D,(” ) -B) _ olbs)
bij ij

Daher erhalten wir fiir entsprechende «;

D3(a3) -Dg(ag) -Dl(al) MAN eEW.

Mit —
M=D3(Ot3) 'DQ(O[Q)'Dl(al) M
und B
N=N
folgt die Aussage. m|

Wir erhalten folgendes Ergebnis

Satz 2.45 Die Gruppe GL°(K) besitzt folgende disjunkte Zerlegung in Doppelne-
benklassen.

GL'K)= |J TwI.
weW

31



Beweis: Es ist lediglich zu zeigen, dafl diese Zerlegung disjunkt ist. Wir fithren den
Beweis durch Widerspruch. Seien w; # wa, w1l und Twsl nicht disjunkt. Dann
existieren 41,49 € I mit

?:111)1 = ’IU2’I:2 .

Betrachtet man die Operation auf B, so erhilt man
i1(w1C2) = wa(iaCs) = waCs .

Da S2(A) in Bijektion zur Weylgruppe W steht, sind w;C2 und w2C2 unterschied-
liche 2-Simplizes in A. Also miissen wir die Annahme zum Widerspruch fiihren,
daf} zwei 2-Simplizes aus A dquivalent unter I sind. Dies gelingt uns, indem wir die
Knoten dieser 2-Simplizes betrachten. Seien [a, 8, 7] und [a, b, ¢] Knoten der beiden
2-Simplizes vom gleichen Typ. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf}

atf+y=a+b+c

gilt. Da i3 den Typ erhilt, muf} i;[a, 8,7] = [a,b,c] sein, d.h. 43 muf} folgender
Gleichung mit M € GL(O) geniigen
2’1 -diag(ﬂa,ﬁﬁm”’z = Sliag(w“,ﬂb,ﬂc) -M - diag(wh,wh,whz .
::vA ::vB
Aus v(det(A)) = v(det(B)) erhalten wir h = 0. Da die Hauptdiagonalelemente von

i1 alle Bewertung Null haben, erhalten wir durch Vergleich der Bewertungen der
Hauptdiagonaleintrige von A und B folgendes System von Gleichungen

a:U(au):’U(bu):a + v(mu)
ﬂ=’l)(a22)=’l}(b22)=b + ’U(m22)
7:1}(&33):’110)33):0 + 'U(m33)

Ist eines der my, gleich Null, so ist das System unlésbar. Daher miissen alle myg # 0
sein. Dann ist v(myy) immer grofier oder gleich Null, und es ergibt sich

a>a, 32b,v>c.
Da aber nach Voraussetzung a + 8+ v = a + b + ¢ gilt, folgt
a=a, f=b, vy=c.

Also sind die jeweiligen Knoten vom gleichem Typ der Simplizes w;Cs und w2Cs
immer identisch. Daher ist
wlcg = UJ2C2

und es folgt

w =wsy .
Damit ist der Widerspruch gezeigt, und es folgt die Aussage des Satzes. O
Diese Zerlegung wird als Bruhat-Zerlegung von GL°(K) bezeichnet.

Bemerkung: Sei s eine Seite von Cy, und S’ C S die Menge der Spiegelungen o;,
die s festlassen. Dann gilt

Fi.’L'GLO(]C)(S): U Twl .
we(S’)

Zum Beispiel ist
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P1 = .[0'1[
P2 = IUQI

FixGLO(]c)(Cll) = IO’3I .

Satz 2.46 Auf {(s,A) | A ist Apartment, s ist 2-Simplex in A} operiert GL°(K)
transitiv.

Beweis: Sei (s, A) beliebig. Es geniigt zu zeigen, daf ein h € GL°(K) mit h(s, A) =
(Cs, A) existiert.

Es existiert ein g aus GL°(K) mit g- A = A und ein w aus W mit w-g-s = C3. Da
W eine Untergruppe von N ist, folgt:

g-(s,4) = (Ca, A).
O

Korollar 2.47 Fiir alle s € S2(B) operiert Fizgro(x)(s) transitiv auf den Apart-
ments, die s enthalten.

Beweis: Seien A;, A, zwei Apartments, die s enthalten. Dann existiert nach obigem
Satz ein g aus GLO(K) mit g - (s, A1) = (s, Ag). Also liegt g in Fizgro)(s). O

Wir haben die Bruhat-Zerlegung der GL°(K) hergeleitet, um den folgenden Satz zu
beweisen.

Satz 2.48 Zu je zwei 2-Simplizes aus B gibt es ein Apartment, das beide enthilt.

Beweis: Da GL°(K) transitiv auf den 2-Simplizes operiert, kann 0.B.d.A. einer der
Simplizes als C» gew#hlt werden. Sei s der andere Simplex. Dann existiert ein g aus
GL°(K) mit g-Cy = s. Nach der Bruhat-Zerlegung 1it sich g als 41 -w - i schreiben,
wobei w aus W und 4,42 aus I sind. Dies impliziert

S=’i1-UJ-i2-Cg=i1'1U'CQEil'A
und Cs =47 - Cy € i1 - A.

Somit ist i1 - A das gesuchte Apartment. |

Im Beweis von 3.17 werden wir folgendes Korollar benétigen:

Korollar 2.49 Zu zwei 2-Simplizes s und t aus B existiert immer eine Galerie, die
i s startet und in t endet.

Beweis: Es existiert ein ¢ € GL°(K) mit g-s = C und ein Apartment A, daf C,
und g - t enthilt. Nach 2.47 existiert eini € I mit i-g-t € A. Dai-g-s=g-s ist,
erhalten wir nach 2.30 eine Galerie

(g.s::ﬂo,wl,.’[}g,...,wn:i'g't)-

Dann ist

-1 1

-1 1 1.1 —1.-1
(s=g "®o,g 4 1,9 4 Ta,...,9 0 Tp=1)

die gesuchte Galerie. |

Bemerkung: Konnten wir den Satz 2.48 ohne die Bruhat-Zerlegung beweisen,
so kénnten wir letztere wie folgt elegant zeigen: Zu einem beliebigen g € GL°(K)
betrachten wir den 2-Simplex g-C2. Dann kénnen wir annehmen, daf ein Apartment
A existiert, da3 g-C2 und C» enthélt. Wir wihlen nach Korollar 2.47 ein 4 aus I mit

i-A=A.
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Dann liegt i - g - C2 in A, d.h. es existiert ein w € W mit
Z"g'C2:U)'Cz .

Da I die Fixgruppe von Cs ist, gilt fiir das beliebig gew&hlte g

1

gei ~w-ICl-w-T.

Damit wire die Zerlegung gezeigt. Die Eindeutigkeit des w miiite wieder “von
Hand” nachgerechnet werden.

2.4 B als Gebiude

Der Vollstindigkeit halber zeigen wir noch, daf3 B zu Recht als Gebdude bezeichnet
wird. Die folgenden Definitionen sind dem Buch von Brown entnommen.

Definition 2.50 Sei W eine nicht notwendig endliche Gruppe, die von einer end-
liche Teilmenge S = {o1,...,0n} erzeugt wird. Weiter habe jedes der o; die
Ordnung 2. Dann heiffit W eine Cozetergruppe. Zu einer Teilmenge I von {1,...,n}
bezeichnet Wi das Erzeugnis der o; mit © aus I.

Definition 2.51 Zu einer Coxetergruppe W mit erzeugender Menge S definiert
man einen Simplizialkompler (W, S) durch

VEW,S)) ={aWr|aeW,|I[|=n-1},
und

{1 Wi, ..., 0mWi, } € S(EW,8)) <= [ a;Wi, #0.
j=1
Ein  Simplizialkompler, der isomorph 2zu einem solchen X(W,S) ist, heifit
Cozxeterkomplez.

Definition 2.52 FEin Simplizialkompler A heifst Gebdude, falls eine Menge von
Unterkomplezen ¥ (genannt Apartments) existiert, die den folgenden Bedingungen
geniigen:

(i) Jedes Apartment ist ein Cozeterkomplez.
(i3) Seien s,t € S(A). Dann existiert ein Apartment X, daff s und t enthdlt.

(i13) Zu je zwei Apartments X und X', die A und B enthalten, gibt es einen simpli-
zialen Isomorphismus von X nach X', der jeden Knoten von A und B festlifst.

(i) A ist die Vereinigung aller seiner Apartments.

Die Weylgruppe W ist eine Coxetergruppe mit erzeugender Menge S = {01, 02,03}.
Man kann zeigen dafl das Standardapartment (und damit jedes Apartment) iso-
morph zu X(W, S) ist. Die o; reprisentieren die Spiegelungen des Standardapart-
ments an den durch die Seiten von C, festgelegten Achsen. Ein 2-Simplex s entspricht
dann der Folge von Spiegelungen o;, die bendtigt werden, um Cs in s zu transfor-
mieren. Also ist (¢) erfiillt.

Die Bedingung (i¢) ist genau die Aussage des Satzes 2.48.

Bedingung (ii4) verifizieren wir, indem wir eine Abbildung R von S5(B) auf S2(.A)
definieren. Zu jedem 2-Simplex s aus B existiert ein g aus GL°(K), so daf g-Cy = s.
Dann existieren nach der Bruhat-Zerlegung i;,42 aus I und ein w aus W mit
g = i1 - w - iz. Das Bild von s unter R ist dann der 2-Simplex w - Cs aus A. Diese
Abbildung ist wohldefiniert, da das Element w in der Bruhat-Zerlegung eindeutig
ist.
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Satz 2.53 Seien Ay, As Apartments, und s1,s2 seien 2-Simplizes im Schnitt der
beiden Apartments. Dann existiert zwischen A; und As ein Isomorphismus von
Simplizialkomplezen, der jeden Knoten von s; und so festlifst.

Beweis: Sei g € GL°(K) so gewihlt, da8 g - A = A. Dann bewirkt g einen sim-
plizialen Automorphismus von B. Nun definiert man den gesuchten Isomorphismus
als die Einschréinkung der Funktion g7 - R - g : S3(B) — S2(B) auf A;. DaRin A
alle 2-Simplizes festléft, gilt fiir alle v € (A1 N A2):

(97'Rg)(v) =g 'R(g-v) =g~ (g-v) =0

Also 148t die obige Abbildung insbesondere s; und ss fest. ad

Nach Lemma 2.16 geniigt B auch Bedingung (iv). Also bezeichnen wir B zu Recht
als Gebiude.
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Kapitel 3

Der Fundamentalbereich zu I

In diesem Kapitel wird gezeigt, dafl die Standardweylkammer W ein Fundamental-
bereich der Operation von I" auf B ist. Um unnétigen Schreibaufwand zu vermeiden,
wird folgende Dehomogenisierung vorgenommen. Wir bezeichnen die Knoten aus A
mit

[j: k] = [O,j, k] = [LO,j,k] .
Fiir alle t aus Z stimmen die Gitterklassen [i, j, k] und [i + t,j + ¢, k + t] iiberein.
Da auf diese Weise der erste Eintrag auf 0 normiert werden kann, ist die neue
Bezeichnung sinnvoll.
Ein Knoten [j, k] liegt genau dann in W, wenn 0 < j < k gilt.
Weiter bezeichne fiir ¢, j, k € Ny die Schreibweise

( * {i} {j} )
0 =« {k}
0 O *

die Menge aller Matrizen in I', die durch die gegebenen Bedingungen an ihre Ein-
trége charakterisiert sind. Hierbei bezeichnet

* : einen Eintrag aus [,
{i} €Z : ein Polynom aus A mit Grad kleiner oder gleich i
0 : die Null in F,

Die Symbole * und {0} haben also die gleiche Bedeutung. Im Fall i kleiner 0 geniigt
nur das Nullpolynom der Gradbedingung, da deg(0)= —v(0)= —oo ist.

Symbole wie
* x {i} * 0 =
x % {j} | oder [ {i} 0 =«
0 0 =« {7} {k} O

sind analog zu verstehen. Zum Beispiel sind

( * {-1} {2} ) ( * 0 {2} ) ( * o+ {2} ) ( * {0} {2} )
0 = {34 ]=10 % {3} Jund [0 =« {5} | =0 =« {5} ].
0 0 * 0 0 = 0 0 = 0 0 *

Definition 3.1 Fiir j, k € Z bezeichnen

(i) Tyj k) == Fizr([j, k).
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(ZZ) Fﬁk] = FZ'.Z'B(Fq[T])([j k])

Da I eine Untergruppe der GL°(K) ist, ergibt sich aus der Aussage 2.32 des letzten
Kapitels folgendes Lemma:

Lemma 3.2 Es ist
(Z) F[j,k] = Fi.’LT(LO,j’k).
(it) Tf iy = Fizp,mn)(Lojk)-

Ein Element aus I fixiert also eine Gitterklasse genau dann, wenn es ein (und damit
jedes) Gitter aus der Klasse fixiert.
Fiir beliebige Knoten aus A erhalten wir:

Satz 3.3 Fir alle j,k € 7 gilt:

(i)
* {7} {k}
Pyiwm=| {-j} * {k—=34} | .
{=k} {i-F} *

(i)

*

{3y {k}
11[?‘,1@ = (’; {k—3j} | -

o O

Beweis: Wie iiblich gilt
Lijw = Fizgroo ([, k) N T

In 2.22 wurde Fizgrk)([j, k]) angegeben, und es folgt

v=0 v>-j v>—k
Tljn = v>j  wv=0 w>(—k) | -ZK)NT.
v>k v>(k—j) v=0

Da weiter
{a ek |v(@) > ~i}NA={pe A|deg(p) < i}

gilt, folgt die Aussage (4).
Die Aussage (1) folgt, da 1“5, ) der Schnitt der Gruppen B(Fy[T]) und Ty ist. O

Wihrend es aufwendig ist, eine geschlossene Formel fiir die Méchtigkeit von T'[; )
anzugeben, ist dies kein Problem fiir I‘ﬁ’ K-

Korollar 3.4 Fiir alle 5,k € Z gilt

|F[B k]l — (q _ 1)3 . qmax{O,j+1}+max{0,k+1}+max{0,k—j+1} .
]’
Beweis: Es gilt fiir alle ¢ € Z

gt - —1<i

{p € A|deg(p) <i}| =
1 :  sonst

qmax{O,H—l}

Mit der Beschreibung der Fixgruppen aus 3.3 folgt die Aussage. O

Fiir die Knoten aus )V erhalten wir
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Korollar 3.5 Sei 0 <14 < j. Dann gilt

.
GL(F,) 1 j=k=0
« it {5}
0 = * 0<j=k
0 = *
A s o {k) L 0=j<k
0 0 =
« {5y {k}
0 = {k—3j} 1 0<j<k
0 0 *
\
Beweis: Der Beweis folgt durch Anwendung von 3.3. O

Auf Seite 143 habe ich einen Aussschnitt von W mit den Fixgruppen seiner Simplizes
angegeben. Ich hoffe, dal dadurch das Verstindnis der teilweise recht technischen
Beweise erhoht wird.

Der Satz 3.3 zeigt, daf3 die entsprechenden Gruppen I‘g’ k] eine gleichmafigere
Struktur haben.
Wie in dieser Arbeit iiblich, betrachten wir die Ss in I' eingebettet als Permutati-
onsmatrizen. Dann erhalten wir folgende Zerlegung

Satz 3.6 Fiir alle 0 < j <k gilt:
ik = B(F,) - Fizs,([j,k]) - Tf 4 -

Beweis: Wir wissen bereits, dafl die B(IF,) in allen I'j; ;) mit 0 < j < k enthalten
ist. Um die geforderte Zerlegung zu erhalten, unterscheiden wir folgende Félle:

(i) E1< j <k:Esist Fizs,([j,k]) = {1} und Tj; 5 = T} ;. Daher ist die Aussage
ar.

(ii) 0 =4 <k : Dann ist

1 0 0 01 0
Fizg,([0,k]) = 010 , 1 00
0 0 1 0 0 1
und
x * {k}
F[O,k]z % % {k}
0 0 =

Sei M € T'[g ) beliebig. Falls ma; gleich 0 ist, liegt M in I‘fg’ k) und die Aussage
ist gezeigt. Falls mo; ungleich 0 ist, so sind ’TZ—; und 222 aus [, und es gilt

m21
1 —muog 1 —mzo 010 x 0 ay
o 1 o|-M-[o 1 o]={100 0 * a |,
0 0 1 0 0 1 001 00 =«

wobei ay,as zwei Polynome vom Grad kleiner oder gleich k sind. Durch
Auflésen nach M folgt die Aussage.

(i) 0 < j = k: Analog zu (i7).
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(iv) 0 =4 = j: Die Aussage folgt aus der Bruhat-Zerlegung der linearen Gruppe
iiber einem beliebigen Korper K.

GL(K) = U B(K)wB(K)
wES3

(vgl. [Bro89], Kapitel V).

O
Korollar 3.7 Sei 0 < j < k. Dann gilt
(
@-1°-¢-(@+1)-(*+q+1) : 0=j=k
(@=1)°-(g+1)-¢** : 0=j<k
ITim | = 9
(@—1)%-(g+1)-¢**3 t 0<j=k
(g —1)3 . g?k+3 : 0<j<k
\
Beweis: Wir betrachten die vier Félle getrennt.
i) 0=j=k:
ITio,0] = IGLE,F)=(*~1) (¢’ ~a) (@ —¢*)
= (@-1°-¢ (¢g+1)- (" +q+1)
(i) 0=j<k:
Toxl = IGL2,F)|-(a=1)-¢**?=(-1)-(-q)-(¢—-1)- &
= (¢-1°-(g+1)- ¢
(iii) 0 < j =k : Analog zu (ii).
(iv) 0 < j <k : Klar aufgrund der Diagonalgestalt.
O
Analog erhilt man
Korollar 3.8 Sei 0 < j < k. Dann gilt
PGl =@=1)7%-¢**.
Beweis: Klar nach Satz 3.3. O

Nun muf leider noch ein technisches Lemma bewiesen werden.

Lemma 3.9 Zu jeder Matriz M aus I' existieren Matrizen Bi, By aus B(F;), so
daf$ im Produkt
B;-M - Bs

auf der Hauptdiagonalen nur von Null verschieden Eintrdge stehen.

Beweis: Fiir 1 < i < j < 3 bezeichne M (i, j) die 3 x 3-Matrix mit den Eintrigen
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1 : a=p
Mepg=4 1 : a=i,8=j
0 : sonst

Die Gruppe B(Fy) enthilt alle diese Matrizen. Eine Matrix M (i, j) operiert durch
Multiplikation von links auf den Zeilen einer Matrix A, indem sie zur i-ten Zeile
die j-te hinzuaddiert und alle anderen Zeilen unveréindert 148t. Durch Mutiplikation
von rechts operiert die Matrix M (i,j) auf den Spalten einer Matrix A, indem sie
zur j-ten Spalte die i-te Spalte hinzuaddiert und alle anderen Spalten fest 1a8t. Sei
also arr, = 0. Da A invertierbar ist, existiert ein Eintrag a;,, 7# 0 mit m < k <1
(d.h. ajp, liegt “links unterhalb” von agy)

so daf im Produkt
M(k,l)-A-M(m,k)
der Eintrag (k,k) ungleich Null ist. Da durch diese Transformation die iibrigen

Hauptdiagonaleintrige von A unverindert bleiben, kann man obiges Verfahren auf
jedes Diagonalelement anwenden und erhilt ein Produkt

M(3,C1) . M(27b1) 'M(17a1) <A M(a271) ) M(b272) ) M(c273) ’
dessen Diagonaleintrige ungleich Null sind. Die gesuchte Matrix B; ist dann

M(@3,¢1) - M(2,b1) - M(1,a1) und By ist M (az,1) - M (bs,2) - M(ca, 3). O

Satz 3.10 Die Knoten in der Standardweylkammer W sind indquivalent unter der
Operation der T.

Beweis: Seien [j,k] und [j + a,k + b] zwei Knoten in W, d.h. 0 < j < k und
0 < j+a < k+0b Weiter seien die beiden Knoten dquivalent unter I'. Dann
existieren Matrizen X € I', M € GL(O) und ein h € Z, so daf3

X -diag(1, 77, 7%) = diag(1, 7%, 7**+°) . M - diag(z", n", ") (%)
gilt. Nach 3.9 existieren Matrizen By, By € B(F,), so daf3 das Produkt
B -X - By

auf der Hauptdiagonalen nur Eintrége ungleich 0 besitzt. Die entscheidende Beob-
achtung ist nun, dafl B(IF;) im Schnitt der Fixgruppen aller Knoten aus W enthalten
ist (vgl. 3.5). Daher existieren My, My € GL(O) mit

By - diag(1, 792, 7¥+%) = diag(1, 77 +e, 7k +e) . My

und ] )
32—1 .diag(]_,?‘rj,ﬂ'k) = diag(l,wj,ﬂk) - M, .

Wie man durch Vergleich der Bewertungen der Determinanten sieht, treten in den
beiden Formeln keine Matrizen aus Z(K) auf. Es folgt

X -diag(1, 7, 7%) = diag(1, 3% 7%+ . M - diag(z", ", ")
<> B,-X-By-B;"'-diag(1,7?,7%) = B -diag(1,777% 7" . M - diag(z", 7", 7")
< By-X-By-diag(l,7?,7*) - My = diag(1l,n7%e 7% . My - M - diag(z", o", 7"
+b)

k
< Bi-X-By-diag(1,77,7%) = diag(1, 7% 7" . My - M- M - diag(n", 7", 7).
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Wir konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf} in Gleichung (%) die Matrix X auf der
Hauptdiagonalen nur Eintrage ungleich 0 besitzt.
Indem wir die Bewertung der Determinanten in (x) betrachten, erhalten wir die
Gleichung

j+k=j+a+k+b+3hn

und damit ist
a=-b—3h

Dies setzen wir in (*) ein und multiplizieren beide Seiten aus. Dann erhalten wir
folgende Beziehung

j k h h h
Z11 7TJ£E12 13 mT'ma1 T'mio T°ma3
j k — j—b—2h j—b—2h j—b—2h
21 7TJ£E22 X923 = g ma1 7 Mmoo 7 mas
k k+b+h k+b+h k+b+h
T31 TjTzz Trxgs ahtbthgs  ghttthga,  phtithg.,

Durch Vergleich der Bewertungen der Hauptdiagonaleintréige erhalten wir folgendes
Gleichungssystem:

'U(IL'H) = h + ’U(mu)
'U(SL'QQ) = —b—2h+ U(ng)
v(zzz) = b+ h+wv(mss).

Indem wir die zweite Zeile zur dritten hinzuaddieren, ergibt sich

v(z11) = h+wv(mi)
v(zaz) = —b—2h+ v(mas)
v(zzz) = b+ h+v(mss)

v(z2e) +v(z33) = v(maz) +v(msz) —h.

Da 211,222 und z33 nach den vorangegangenen Uberlegungen Polynome ungleich
dem Nullpolynom sind, ist ihre Bewertung kleiner oder gleich 0. Demgegeniiber ist
die Bewertung der my1,mas, m33 € O immer grofer oder gleich 0. Es ergibt sich

(z11) = h+4+v(mi)>h

(22) = —b—2h+wv(ma)>—-b—2h
0>wv(z33) = b+h+uvu(mss) >b+h

(x33) = w(maz)+v(mss) —h>—h.

Aus der ersten und vierten Zeile erhalten wir, dafl h gleich 0 ist. Daraus ergibt sich
aus den Zeilen zwei und drei, dafl dies ebenfalls fiir b gilt. Aufgrund der Beziehung
a = —b— 3h ist auch a gleich 0. Damit ist gezeigt, dal ein Knoten aus W unter T
nur zu sich selbst dquivalent ist. O

Korollar 3.11 Alle Simplizes in W sind indquivalent unter T.

Beweis: Zwei Simplizes sind genau dann dquivalent, wenn die Mengen ihrer Knoten
dquivalent sind. Da nach 3.10 keine zwei Knoten aus W unter I' dquivalent sind,
folgt die Aussage. m|

Wir miissen nun zeigen, daf} sich jeder Simplex aus B unter I' in einen Simplex aus
W transformieren l48t. Um den technischen Aufwand zu verringern, betrachten wir
erst die Operation der Gruppe B(F,[T]) und nutzen dann aus, dafl B(F,[T]) und
S3 die Gruppe I erzeugen. Dazu definieren wir den Unterkomplex
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Definition 3.12 .
W:= ] £LKua(s)
SESl(W)

W ist also der Komplex, den man erhilt, indem man zu W jeden 2-Simplex aus A
hinzunimmt, der mit einer 1-Seite an W angrenzt. Er hat den Vorteil, daf der Link
jedes 1-Simplex aus W in W die gleiche Struktur hat.

i WV

MW\/
m\/\

[0,0]

[-1,0] [-11] [-1.2] [-13]

Im Hinblick auf Satz 3.16 miissen die Fixgruppen der neu hinzugekommenen Knoten
berechnet werden.

Lemma 3.13 Fiur 0 <k gilt:

(i)
x 0 {k}
Ilig==10 % {k+1} | .
00 *
(i)
* {k+1} {k}
Thag==1(0 =« 0
0 0 *
Beweis:
(i) Die Aussage folgt aus 3.3, da
x {—1} {k} x* 0 {k}
0 x {k=-(-D}]=10 % {k+1}
0 0 * 00 *
ist.
(ii) Analog zu (i).
O
Korollar 3.14 Sei 0 < k. Dann gilt
|Ff3—1,k]| = IFf’ZH,k]I =(g— 1)3 'q2k+3 .



Beweis: Die Aussage folgt direkt aus 3.4. O

Es folgt ein weitere technisches Lemma.

Lemma 3.15 Fiir alle 1-Simplizes s aus W sind alle 2-Simplizes t € S2(LK 4(s))
indquivalent unter Fiz g, 1)) (8)-

Beweis: Der Link in A eines 1-Simplex s € S;W enthilt genau zwei 2-Simplizes.
Die Aussage folgt aus 3.10, falls der Link vollstindig in W liegt. Es bleiben also die
Fiille, dal s auf einem der Rinder von W liegt.

(i) Sei s = {[0,14],[0,% + 1]} mit 4 > 0. Der Link von s in W enthilt die folgende
Knoten: {[0,4],[0,7 + 1],[-1,4],[1,% + 1]}.

[1,i+1]

[0,1] [0,i+1]

[_15 ’L]
Da die Operation von Fizp,[77)(s) den Typ der Knoten erhalt, mufl nur
gezeigt werden daf8 [—1,4] und [1,4 + 1] unter Fizpg,[77)(s) nicht dquivalent
sind. Da aber

|Fﬁ1,i]| =(g-1)°- ¢ # (¢—1)°- e = |F€,z’+1]|

ist, sind die beiden Fixgruppen sogar unter B(F,[T]) nicht konjugiert, und
daher sind die beiden Knoten nicht dquivalent unter B(FF,[T]) Dann kénnen
sie auch nicht unter Fizpr,[17)(s) dquivalent sein.

(i) Sei s = {[¢,4],[i + 1,4 + 1]} fiir ein ¢ > 0. Der Beweis verlduft analog zu (4).
Die Knoten des Link von s in W lauten: {[i +1,4],[4,4],[¢ + 1,¢+ 1], [i,4 + 1]}.

[i +1,4] [i +1,i+1]

[i, 1] [i,4 + 1]
Auch hier reicht es zu zeigen, daf} [i,7 + 1] und [i + 1,4] unter B(F,[T]) nicht
dquivalent sind. Dies folgt mit den gleichen Argumentation wie in (7), da

|F€+1,i]| =(q— 1)3 'q2i+3 #(q— 1)3 ‘q2i+5 = |Fﬁ'},i+1]|
ist.
Nun sind wir bereit, den entscheidenden Satz diese Kapitels zu beweisen.

Satz 3.16 Sei s € S1(W). Dann existiert fiir alle 2-Simplizes t aus LKp(s) ein
g € Fizpr,[m)(s), s0o daff g -t in W liegt.
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Beweis: Im Beweis bezeichnen wir Fizp,[17)(s) kurz mit Stab.

Es liegt folgende Beweisidee zugrunde: Jede Kante s in JV ist in B Seite von genau
q + 1 unterschiedlichen 2-Simplizes. Von diesen liegen genau zwei in W. Diese seien
mit ¢ und u bezeichnet. Die endliche Gruppe Stab operiert auf S»(LKp(s)), und
nach den oben gezeigten Sitzen und Lemmate sind u und ¢ infiquivalent unter
dieser Operation. Es reicht also zu zeigen, daf§

_ Stab Stab 1
Firsiap(t) Fivsiap(u)
gilt. Wir unterscheiden drei Arten von Kanten in W.

(i) s={lJj,kl,[j,k + 1]}. Dann ist LK (s)

+1

| Bahngiqep(t)| + |Bahngias(w)]

[ +1,k+1]
[, K] [k +1]
[.7 - 1:k]
mit
t = {U:k, [k +1,[5 + 1,k +1]}und
w = [kl [k + 1] - 1k}
— B B _ 1B
Stab = Tjjg VTl = T -

Die Berechnung von Fizggas(t) liefert
Fizsiap(t) = FixB(IFq[T]) (t) N Stab
B B B
LGk O LGk N Dt egn) N Stab
= Fﬁ-‘,—l,k-ﬁ-l] n Stab
* {j+1} {k+1} « {iy {k}
= 0 % {k—j}y |n{0 *x {k—3j}
0 0 * 0 0 *
= Stab.

Ebenso ergibt sich

Fizgiap(u) = Fiz g, 1)) (u) N Stab
= Fﬁfl,k] n Stab

(* -1} {k} ) (* {7} {k})
= 0 * {k—j+1} |In 1 0 = {k-—3j}
0 0 * 0 O *

« {j-1}  {k}

= 0 * {k—3} | .

0 0 *

Es folgt
|Stab| |Stab| (¢=17°-¢***  (¢=1)°-¢***°

. . = + =1l+gq.
|Fizstan(t)|  |Fizsan(w)]  (g—1)%-¢*+2 (¢ —-1)° - g?+2
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(ii) s = {[j, k], [j + 1,k + 1]}. Dann ist LKz(s)

[j+1,%] [ +1,k+1]
[J, k] [,k +1]
und
t = {[kL[5k+1],[j+1,k+1]}
u = {[5,k][j+ 1, k+1][j +1,k]}
—_ B B _ 1B
Stab = Ty N k1) = i -

Wie oben berechnen sich

Fizgiap(t) = FixB(]Fq [T) (t) N Stab
_ B
= F[j,k-‘rl] n Stab

(* {1y {k+1} ) (* {iv  {k} )
0 * {k+1—4} |n0 =« {k—j}
0 O *

Il
n
o
S
>

und

( * {j+1} {k} ) ( « {iy {k} )
= 0 * {k—j-1} In 0 x {k-—3j}
0

0 * 0 0 *
* {j} {k}
0 0 *
Wieder folgt
|Stab| |Stabl _ _ .
|FixStab (t)| |Fi$Stab (u)l ¢

(iii) Sei s = {[j,k],[j + 1,%]}. Da diese Kante in W liegt, muf} gelten: 0 < j < k.
Es ist LK 5(s)

[j +1,K] [J+1,k+1]

[,k —1] [, k]
und

= ALK+ LELG + LE+1]}
u = {[],k],[]+1,k][J,k—1]}
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Fiir die Fixgruppen gilt

Stab=T{ 4N T,y

[4.%]
( * {j+1} {k} ) ( « {j} {k} )
= 0 * {k=j—=1} N0 = {k-j}
0 0 * 0 O *

(* {i} {k} )
0 = {k—j—-1} | .
0 O *

Zudem ergibt sich

Fizgiap(t) = Fil'B(]Fq[T]) (t) N Stab
B
= F[j-‘rl,k-‘rl] n Stab

(* {i+1} {k+1}> (* {4} {k} )
0 * {k—3} In|10 x {k—j—1}

0 0 * 0 O *
= Stab,
und
Fizgiap(u) = F[Ij‘,k—l] N Stab
« {j}  {k-1} * {j} {k}
= 0 « {k—-1—-4}|n|0 =« {k—j—1}
0 O * 0 0 *
« {j}  {k-1}
= 0 « {k—j-—1} | .
0 0 *
Es folgt
Stab Stab —1)3. g2?k+2
IStabl_Istabl ) fa=D7eg
|[Fizstas(t)]  |Fizsias(u)l (q—1)%-g°*+
Damit ist der Satz gezeigt. m|

Nun wird ausgenutzt, daf8 I' neben B(F,[T]) auch die Spiegelungen oy und o
enthalt.

Korollar 3.17 Zu jedem 2-Simplex s aus B existiert ein g aus T, so dafi g -5 in
W liegt.
Beweis: Sei s € S3(B). Dann existiert in B nach Korollar 2.49 eine in W startende
Galerie

(una Un—1,---,U2,U1, 8) .
Diese habe die Linge n. Da u, in W liegt, gibt es nach 3.16 ein b, aus B(Fy[T])
das den 2-Simplex u,—1 in einen Simplex aus W transformiert. Mit einem passend

gewihlten 71 € {1,01,02} liegt dann 7161 - up—1 in W, und wir erhalten eine in W
startende Galerie

(T1b1 *Up—1, T1b1 *Unp—2y - -- ,T1b1 s U2, T1b1 s U1, T1b1 - S)

der Linge (n — 1). Induktiv erhalten wir auf diese Weise nach n Schritten eine in
W startende Galerie
((TnbnTn—lbn—l . -lel) - S)
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der Linge 0. Also liegt (TnbnTn—1bp—1-..71b1)-s in W. Da alle 7; Permutationsma-
trizen sind und alle b; in B(F,[T']) liegen, liegt das Produkt

g = TnbnTnflbnfl e .7'1b1

in I'. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Satz 3.18 W ist ein Fundamentalbereich zur Operation der Gruppe T auf B.

Beweis: In 3.10 haben wir gezeigt, daf8 alle Simplizes aus W indquivalent unter I'
sind. Da ein Simplex aus B immer Seite eines 2-Simplex ist, folgt aus 3.17, daf sich
jeder Simplex unter T in einen Simplex aus W transformieren 1:8t. O

Wir kénnen die Aussage wie folgt gruppentheoretisch interpretieren: Die 2-Simplizes
in B stehen in Bijektion zu

GI°(K) /-

Die Aussage, daf sich jeder 2-Simplex in B in einen 2-Simplex in A transformieren
148t, besagt, daf es zu einem g € GI°(K) Elemente M € T', w € W gibt mit

g-I=M- -w-TI,

da g- I ein beliebiger 2-Simplex in B und w - I ein 2-Simplex in A ist. Die speziellere
Aussage, dafl W ein Fundamentalbereich der Operation von I ist, besagt, dafl man
w aus einem Représentantensystem von g, \W ( hierbei ist S3 = (01, 02) und daher
S3 =T'NW ) wihlen kann, und dafl dieses w dann eindeutig bestimmt ist. Anders
formuliert: Sei R ein Repriisentantensystem von 53\W, dann besitzt GL°(K) die
disjunkte Zerlegung

GL'K)=|JT-w-T.
wER

Aufgrund der Beschreibung von W als semidirektes Produkt (vgl. S.26) kénnen wir
R als

@ 0 0
0 m 0 ||i+j+k=0
0 0 x*

wiahlen.
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Kapitel 4

Der Quotient (n)\B

Im letzten Kapitel haben wir uns mit Operationen spezieller Gruppen auf dem Sim-
plizialkomplex B beschiftigt. Es liegt nahe, allgemein zur Operation einer Gruppe
auf einem Simplizialkomplex ein Quotientenobjekt zu definieren, d.h. ein Objekt,
das entsteht, indem man alle Simplizes identifiziert, die auf der gleichen Bahn liegen.
Intuitiv wiirde man den Quotienten eines Simplizialkomplex D und einer Gruppe
G wie folgt definieren:

=

Q

—

S
|

{Gv|veV(D)},
{Gs|seS(D)}.

b

Q

—

S
I

Leider sind in diesem Fall die Elemente aus S (G\D) keine Mengen von Elementen

aus V(G\D). Also ist das so definierte Objekt kein Simplizialkomplex. Ein weiteres
Problem zeigt sich an folgendem Beispiel: Sei D der folgende Simplizialkomplex

3 2

0 1
’

und die Gruppe Z / 47, operiere auf den Knoten von D durch Addition. Dann liegen
alle Knoten auf der gleichen Bahn, aber die Bahnen der 1-Simplizes {0, 1} und {0, 2}
sind disjunkt, d.h. es gibt zwar Elemente z,y € Z mit t + 0 =0und y + 1 = 2,
es gibt aber kein einzelnes Element z mit 2 +0 = 0 und 2z + 1 = 2 (bzw. z+0=2
und z+1=0) gleichzeitig. Im Abschnitt 4.2 werden wir auf dieses Problem im uns
interessierenden Fall zuriickkommen.

Man konnte den Quotienten auch wie folgt definieren:

V(g\P) = {GvlvevD),
S(\P) = {{Guo,-..,Gu,} | {vo,---,va} € S(D)} .

Der so definierte Quotient ist ein Simplizialkomplex. Ein Nachteil dieser Definition
ist jedoch, dafl die Dimensionen von D echt gréfer der Dimension von G\D sein
kann. Operiert G zum Beispiel transitiv auf den Knoten von D, dann besteht der
Quotient aus einen einzelnen Punkt. Daher ist nicht zu erwarten, dafl man vom
Quotienten auf Eigenschaften der Gruppe zuriickschlieflen kann.
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Wir 16sen das obige Problem wie folgt. Erst verallgemeinern wir von Simplizialkom-
plexen auf Seitenkomplexe, so dafl wir den Quotienten wie im ersten Fall definieren
kénnen. Dann zeigen wir, daf} im Fall D = B und G = I'(n) das so erhaltene Seiten-
objekt mit dem Quotienten-Simplizialkomplex der zweiten Definition identifiziert
werden kann. Also ist in diesem Fall die zweite Definition verniinftig.

4.1 Seitenkomplexe

Wir werden nun den Begriff des Simplizialkomplexes verallgemeinern, um einen
verniinftigen Quotientenkomplex definieren zu kénnen.

Definition 4.1 Ein Seitenkomplezr Y besteht aus disjunkten Mengen S;(Y), j =
1,...,n und einer Familie von Abbildungen

¢;‘ :55(Y) — S;-1(Y),

wobei i zwischen 0 wund j lduft. Diese Abbildungen bezeichnen wir als
Seitenabbildungen. Die Vereinigung der S;(Y) wird mit S(Y) bezeichnet. Ein Ele-
ment s aus S(Y) hat die Dimension j, wenn es in S;(Y) liegt. Ein Element t heifst
Seite von s, falls eine Seitenabbildung ¢; existiert mit ¢; (s) =t.

Die geometrische Vorstellung eines Seitenkomplexes ist folgende: Die Elemente aus
S;(Y) entsprechen j-Simplizes. Zwei j-Simplizes si, s» werden entlang einer ge-
meinsamen (j — 1)-Seite t verklebt, falls es Seitenabbildungen ¢% und ¢¥ gibt mit
¢i(s1) = ¢%(s2) = t. Wir werden anhand der folgenden Beispiele sehen, daf diese
Definition allgemeiner ist als die eines Simplizialkomplexes.

Beispiel:

(i) Sei T der folgende Komplex:

Dann ist T ein Seitenkomplex mit

SO(T) = {07 1}7 Sl(T) = {a7 b} )

o a—0 L a—1
¢1 : ) ¢1 : ’
b—0 b—1
(if) Sei T gegeben durch

2

b

d
0

a

1
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D.h. T entsteht, indem man zwei 2-Simplizes entlang zweier Kanten verklebt.
Dann ist T ein zweidimensionaler Seitenkomplex mit

So(Y) ={0,1,2}, Si(Y)={a,b,c,d}, S2(Y)={A,B}.
Als Seitenabbildungen kénnen wir wihlen
o A—a ) Ac Ab
d) : ¢2 : ¢ : )
B—b B—a B—d
und
a1 a—0
o b—0 L b—2
#1: > #1:
c—2 c—1
d—1 d—2

Die obigen Beispiele sind keine Simplizialkomplexe, da die Objekte der Dimension
Jj durch die Gesamtheit ihrer (j — 1)-Seiten nicht eindeutig bestimmt sind.

Wir konnen jedoch zu jedem Simplizialkomplex mit abzdhlbar unendlich vielen
Knoten einen Seitenkomplex wie folgt konstruieren.

Sei D ein Simplizialkomplex und die Menge seiner Knoten V(D) = {vg,v1, ...} sei
in einer festen Reihenfolge aufgezdhlt. Dann definiert man

Sk(Y) := Si(D).

Nimmt man weiter an, dafl die Knoten eines k-Simplex {wo, ..., wy} wie in V(D)
aufgezihlt sind, so definiert man
ét ({wo, - - -, wi}) == {wo, - .., Wi, ... wi}-

Damit haben wir D einen Seitenkomplex zugeordnet.

Man kénnte der Meinung sein, daf die Begriffe Zellenkomplex [HW60] oder semi-
simplizialer Komplex [Lam68] die natiirlicheren Verallgemeinerung eines Simplizial-
komplexes sind. Ich méchte diese Begriffe aber umgehen, um technischen Aufwand
zu vermeiden. Wir werden nidmlich sehen, dafl der uns interessierende Komplex
F(n)\B ein Simplizialkomplex ist. Seitenkomplexe haben den Nachteil, daf} sie zu

allgemein sind, um eine verniinftige Homologietheorie zu entwickelt. Denn es ist
nicht klar, wie man einem Seitenkomplex einen Kettenkomplex zuordnen soll.
Wir werden nun definieren, wann ein Seitenkomplex ein Simplizialkomplex ist.

Definition 4.2 Ein Seitenkompler Y besitzt eine simpliziale Struktur, falls ein
Simplizialkompler D und eine Abbildung

7:5(Y) — S(D)
existiert mit
(1) 7(Sk(T)) C Sk(D),
(i3) T ist Bijektion,
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(iii) fiir alle s € Sk(Y) und alle t € Sk_1(Y) gilt :
7(t) C 7(s) <= Jimitt = ¢pi(s).

Wir geben nun ein Kriterium an, gemifl welchem ein Seitenkomplex keine simpliziale
Struktur besitzt.

Satz 4.3 Sei Y ein Seitenkomplez, s,t € Si(Y), so daf unterschiedliche ¢, d)i
existieren mit

dis) # G
Bils) = G0
Bl = o).

Dann besitzt T keine simpliziale Struktur.

Beweis: Der Beweis wird durch Widerspruch gefiihrt. Sei D ein Simplizialkomplex
und
7:8(T) = S(D)

eine Funktion mit den in Definition 4.2 geforderten Eigenschaften. Weiter seien
s,t € Sg(Y), s # ¢t und

{vo, ..., v} :=7(s), {wo, ..., wg} := 7(t).

{ma,...,mp} = 7(L(s)), {na,...,nk} == 7(#(s))

Da 7 mit den Randabbildungen vertréglich ist, sind wir in folgender Situation:

s t {UOJ"'Jvk} {wOJ"'7wk}

Bi(s) =gL(t)  dl(s) = ¢i(t) {ma,.coomey {na,.me)

wobei die Pfeile im linken Diagramm die Randabbildungen und die im rechten Dia-
gramm die Inklusionsbeziehungen von Mengen bezeichnen. Da nach Voraussetzung
¢% (s) ungleich ¢ (s) ist, folgt aus der Injektivitdt von 7, daBf die beiden Mengen
{mi,...,mi} und {ng,...,n;} ungleich sind. Dann unterscheiden sie sich in ge-
nau zwei Elementen, da sie beide k-elementige Teilmengen der (k + 1)-elementigen
Menge {vo, ..., v} sind. Daraus ergibt sich

{vo,...,vp} ={my,...,mp} U{ng,...,np}.

Mit analogen Argumenten folgt

{wo, ..., wp}={ma,...,mptU{ng,...,ng} .

Dann sind unter Beriicksichtigung der Injektivitit von 7 die beiden Elemente s und
t gleich. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, und damit ist die Behauptung
gezeigt. O

Wir kénnen den Satz wie folgt weniger technisch formulieren: Wenn Y zwei k-
Simplizes enthilt, die an zwei ihrer (k — 1)-Seiten verklebt werden, dann besitzt T
keine simpliziale Struktur.
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4.2 B als Seitenkomplex

Wir werden nun untersuchen, auf welche Weise B als Seitenkomplex angesehen
werden kann. Dabei folgen wir nicht der auf Seite 50 angegebenen Konstruktion
eines Seitenkomplexes aus einem Simplizialkomplex.

Wir haben gezeigt, dal W ein Fundamentalbereich von B unter T ist. Daher ktnnen
wir definieren

Definition 4.4 Sei w € S(W). Ein Simplex s aus B hat Niveau w, falls s in der
Bahn von w unter T' liegt. Wir schreiben

Niveau(s) = w.

Die Menge aller Simplizes vom Niveau w in B wird mit 9, (B) bezeichnet. Die
Funktion “Niveau” ist eine simpliziale Abbildung von B auf W. Fiir alle j € {0,1,2}
ist

S;B)= |J b
weS; (W)
Im weiteren seien die Knoten eines Simplex nach der Grofle ihres Typs geordnet.

Da ein Simplex nie zwei Knoten vom gleichen Typ enthilt, ist diese Anordnung
eindeutig, und wir konnen fiir 0 < k < 3, 0 <4 < k die Seitenabbildungen durch

¢ ({vo, ., vx}) = {vo,..., T .. ve}

definieren. Dann ist B durch die Menge seiner Simplizes und die Abbildungen ¢}
eindeutig charakterisiert.

Die Operation von I' auf B ist mit den Seitenabbildungen vertréglich. Indem wir
B als Seitenkomplex auffassen, konnen Wiwvem Fediem Untergruppe

1otienten-Seitenkomplex 1»;\8 wie folgt definieren:

efinition 4.5 Mit den Bezeichnungen von oben definiert man den Seitenkomplex

B

"~ und seine Seitenabbildungen Wg durch

(i) SiE\P) = {T{vo,... i} [ {vo, .., vi} € Si(B)}

Pl

SiEP) = S\

f{vo,...,vk} — f‘{vo,...,ﬁj,...,vk}.

e Niveauabbildung setzt sich durch

Niveau(I'{vo, ..., vs}) := Niveau({vo, ..., vx})

f f\B ) fort. Es kann folgendes Problem auftreten. Unter Umsténden existieren

Simplizes {vg,v1} und {wp, w1} in B, so daB zwar Gruppenelemente vp,v1 € T

istieren mit

Yo vo = wo und 1 vy = wy,

B aber kein einzelnes 7 € r existiert, das sjmultarl Vo in wo gnd vy in wy iiberfiihrt
nalog zum Beispiel auf Seite 48). Aus T'vg = Twp und T'v; = Tw; folgt also
cht T{vg,v1} = T{wp,w1}. Da vp und v; unterschiedlichen Typ haben und

gt aus 4.3, dafl in diesem Fall f\B keine simpliziale Struktur



besitzt. Beispiele im zweidimensionalen Fall finden sich in der Diplomarbeit von
Udo Nonnengardt [Non94]. Das analoge Problem kann auch bei hoherdimensionalen
Simplizes auftreten. Aus dem Verhalten seiner Seiten unter I’ kann man nicht auf
das Verhalten des Simplex selbst schlieflen. Ich veranschauliche das Gesagte durch
folgendes Bild:

o U1

o W1

Nun ist auch klar, dafl wir den Begriff des Seitenkomplex einfiihren mufiten, um
einen verniinftigen Quotienten definieren zu kénnen.

Fiir bestimmt Untergruppen von I' besitzt der Quotient jedoch eine simpliziale
Struktur. Es gilt zum Beispiel:

Satz 4.6 Der Quotienten-Seitenkomplex F\B besitzt die simpliziale Struktur der
Standard- Weylkammer W.

Beweis: Die Funktion “Niveau” ist die in Definition 4.2 geforderte Funktion 7. O
Wir kénnen f\B auch wie folgt beschreiben: Sei w = {vg,...,v;} € S(W). Da T
transitiv auf N, (B) operiert, steht N, (B) in Bijektion zu r /Tw’ wobei wie iiblich
I'y die Fixgruppe von w unter I' bezeichnet. Auf r / Ty FpmieimT{s, so dafl
Nw (f\B) in Bijektion zu
#\r,

steht. Sei w; := {vg,...,0;,... v} eine Seite von w. Dann ist I',, Untergruppe von
['w,;, und der Seitenabbildung

b s/ — sia@p)
w - w;
entspricht die Abbildung
we: #\r, — &\,
1~"yl“w — l:'yI‘wi .
Die Beschreibung der Simplizes durch Doppelnebenklassen
=\r,

kann auf zwei verschiedene Arten interpretiert werden.

Erstens: Die Gruppe r operiert auf r /Fw von links, d.h. T identifiziert bestimmte
Simplizes vom Niveau w in B.

Zweitens: Fiir jedes w aus W operiert die Fixgruppe I'y, von rechts auf 1~,\F Es
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operieren also alle Fixgruppen Iy, simultan auf f\r. Mit einem Reprisentantensy-
stem {aq,...,a,} von f\r 148t sich dies geometrisch wie folgt interpretieren. Wir
definieren einen Simplizialkomplex W™ wie folgt: Die Knoten sind Tupel (fai,w)
mit w € V(W) und o; wie oben. Knoten (T, ,w1),. .., (Tay, , wy,) liegen in einem
Simplex , falls iy = i2 = ... = 4 ist und {wy,...,w,} ein Simplex in W ist. Der
Simplizialkomplex W™ besteht also aus n disjunkten Kopien von W, die durch die
«; parametrisiert werden. Wir erhalten aus YWW" unseren Simplizialkomplex f\B , in-

dem wir bestimmte Simplizes aus verschiedenen Kopien von W wie folgt verkleben:
Durch _ _
(Tas,w) v = (Paiy, w)

operiert I',, auf diesen Simplizes. Zwei Simplizes werden identifiziert (verklebt), falls
sie durch die Rechtsoperation von I' ineinander iiberfiihrt werden. Ich verdeutliche
dies durch das Bild auf Seite 55.

Da wir meist die zweite Sichtweise einnehmen werden und wir Linksoperationen
gegeniiber Rechtsoperationen bevorzugen, vertauschen wir die Untergruppen mittels
der Bijektion

s\, — ,\p
fvfw = Dyt r.
Dadurch wird 9, (1: \B ) durch
r,\1/ 7

parametrisiert.

4.3 Der Quotient B(n)

Im weiteren wird uns nur noch der Quotientenkomplex zur Gruppe I'(n) interessie-
ren. Diese ist definiert als

Definition 4.7 Die Hauptkongruenzuntergruppe T'(n) ist der Kern der komponen-
tenweisen Reduktionsabbildung

GLE,[T) » GLE Tl ).

Dabher ist I'(n) normal in GL(F,[T]) und gleich
100
MeGLE,T)|M=[0 1 0| (mod n)
0 01

Betrachten wir die Operation von I'(n) auf B etwas genauer. Dazu benétigen wir
folgende Definition.

Definition 4.8 Sei I’ eine Untergruppe von T'. T' heifit Grad-abgeschlossen, wenn
2u jeder Matriz M aus T' auch alle Matrizen N € T mit

deg(n;x) < deg(m;)
fiir alle 1 < j,k <3 in T liegen.

Aus der Beschreibung der T',, ergibt sich direkt:
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\B n
1,\ durch W".

Die Uberlagerung von
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Lemma 4.9 Seien wi, ..., w, Simplizes aus W. Dann ist
L, Ny, N.o.N Dy,

Grad-abgeschlossen.

Insbesondere sind die Fixgruppen selbst Grad-abgeschlossen.
Nicht alle Untergruppen von I" haben diese Eigenschaft.

Beispiel: Die Untergruppe
1 0 T3
< 01 0 >
0 0 1

von T ist nicht Grad-abgeschlossen.
Sei weiter
Rp :={M €T | deg(mj;) < d fiir alle j,k},

wobei d den Grad von n bezeichnet. Dann ist Rp das kanonische Reprisentanten-
system von

r
/v(n) -
Die Grad-abgeschlossenen Untergruppen von I' haben die folgende Eigenschaft:

Lemma 4.10 Sei ' eine Grad-abgeschlossene Untergruppe von T. Dann gilt fir
alle vy € T und alle r € Rp

y-T(n)=r-T(n) <= rel.

Beweis: Da I’ Grad-abgeschlossen ist, liegt der kanonische Vertreter r von a - I'(n)
bereits in I'. O

Nun konnen wir folgendes Lemma zeigen:

Lemma 4.11 Seien wy, ..., wy Simplizes in W. Dann gilt
k k
[ (Tw; - T(m)) = (ﬂ Fw,-> -T(n).
i=1 i=1

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach k gefiihrt. Fiir £ = 1 ist nichts zu
zeigen. Wir beginnen mit k& = 2, da bereits im Induktionsanfang der entscheidende
Beweisschritt durchgefiihrt wird.

Induktionsanfang: k = 2.

Es gilt

Tw - TM)NTy, - Tn)= (] of(m) n |J AT().

€Ly, BETw,
Da Ty, und I',, Grad-abgeschlossen sind, ist dies gleich

= U al'(n) N U BT (n)

a€ly; NRp Belw,NRp

bzw.

U oT'(n) .

0€(Tw,; NCwy)NRp

Da auch I'y,, NI, Grad-abgeschlossen ist, ist dies gleich

(T, NTy,) - T(n).
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Damit ist der Induktionsanfang gezeigt.
Induktionsannahme: Es gelte

Induktionsschluf}: £ — k + 1.

k+1

.ﬂ (Tw; -T(n)) = ﬂ (Tw; - T()) N (i1 - T(n))
k
B ((ﬂ Fwi) 'F(“)> N (Tgtr-T(n)) -

Da der Schnitt der k¥ Fixgruppen Grad-abgeschlossen ist, folgt wie im Induktions-

anfang . .
() (T - Tw)) = (ﬂ rw,.> T

i=1
O

Daraus erhalten wir
Satz 4.12 Seien {vg,...,vr} und {ug,...,ur} Simplizes aus B. Weiter seien
Y0, - -+, Yk € T'(n) mit

YoUVo = UQ, ---y VEVE = Uk -
Dann ezistiert ein v € T'(n) mit

YVo = Ug, -5 YVE = U -
simultan.
Beweis: Die Simplizes {vo, ..., v} und {ug, ..., u;} haben das gleiche Niveau, und
daher existiert ein Simplex {wy, ..., wy} aus W mit

Niveau(v;) = Niveau(u;) = w;, i =0,...,k .

Da T transitiv auf den Simplizes vom gleichen Niveau operiert, existieren «; und
as aus I' mit
arw; =v; und  @ow; = u;

fiir alle ¢. Wir betrachten folgende Umformungen
Fv0,---, 7 €T(n) mit yovo = uo, -, Yk vk = U

<~ Fo, .-,k €T(n) mit v a1 we = aswo, ...,V Q1 WL = Qs Wk
<  Ivo,..,m €L(M) mit ay' v € Fizr(wo),...,a5" v o1 wg € Fizr(wy)

Da I'(n) normal in I ist, ist dies dquivalent zu

Io,.., 7 €T(n) mit a5 aijo € Fizr(wo), -+, oy oaryi € Fizr(wy) .
Da nun fiir alle i =0, ...,k Elemente o; in I'(n) existieren mit
Yo =i 0i,

folgt fiir alle 4
oy ardo = aytan i o; € Fizr(w;) T(n) .
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Dank des Lemmas 4.11 ergibt sich daraus

k

oy laro € (ﬂ Fz';cp(wi)> -T'(n).

i=1

Also existieren

k
¢ € (| Fizr (wi)

i=1

und

p € T'(n)

mit

-1 - -1
Gy Q170 = Gy YoO1 = Eu

Dann ist wegen der Normalitét von I'(n)

£ =05 (o By € ay ' T(n)ay

und daher

aéa;t € T(n).
Da £ zudem im Schnitt der Fixgruppen liegt, ist fiir alle ¢

agfal_l v; =

azfafl(alwi)
azéw;
Qo Wy

Uq

Daraus ergibt sich, daBl aséa; ' das gesuchte 7 ist.

O

In den Beweis sind nur die Normalitét von I'(n) und das Lemma 4.11 eingegangen.
Dabher gilt der obige Satz fiir jede normale Untergruppe von I, die die Aussage von

Lemma 4.11 erfiillt.

Satz 4.12 legt nahe, dafl der Quotienten-Seitenkomplex T(n)

sogar ein Simplizi-

alkomplex ist. Dies werden wir nun zeigen. Dazu definieren wir folgenden Simplizi-

alkomplex B(n)

V(B() = {T(m)v|veV(B)}

Si(B(m)) = {{T(m)wvo,...,T(n)v;} | {vo,...,vi} € Si(B)} .

Dann gilt

Satz 4.13 Der Seitenkomplex T'(n) \B besitzt die simpliziale Struktur von B(n).

Beweis: Wir definieren die Abbildung

T: S(T) -

F(“){”Oa"':“k} = {F(n)U07'-'7F(n)vk}'

S(B(n))

Die Abbildung ist wohldefiniert. Da alle Knoten eines Simplex s = {vg,..., v}
aus B paarweise verschiedenen Typ haben, sind die Klassen I'(n)vg bis I'(n)uvy, alle

disjunkt, und daher ist 7(Sg(Y)) C Sk(B(n). Weiter ist fiir ein I'(n)t € Sk_1(T)

rT(n)t) C 7(T(n)s) <= T(n)t =) {vo,..., T} 0n}
<= T(n)t=1i(T(n)s),
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fiir ein j aus {0,...,n}.

Auch die Surjektivitdt von 7 ist klar. Der entscheidende Punkt ist die Injektivitét
von 7. Seien {vo,...,v} und {wg,..., wr} zwei Simplizes aus dem Bruhat-Tits-
Gebiude B mit

{T(n)vo,...,TC(n)vr} = {T(Mwo, ..., T(n)w} .
Dann gibt es Elemente g, ...,vx € ['(n) mit
YoUo = Wo, ---, Yk Vk = Wk -
Der zentrale Punkt ist nun, dafl nach Satz 4.12 ein v € T'(n) existiert mit
YUg = Wo, ..., YUk = Wk
simultan. Dann ist aber
F'(m){vo,...,vx} =T () {wo,...,wr}
und 7 ist injektiv. Damit ist der Satz gezeigt. |

Im weiteren werden wir Y (I‘ (n)\B ) und B(n) identifizieren.
Im Kapitel 6 werden wir folgendes Lemma benétigen:

Lemma 4.14 Der Quotient B(n) ist wegzusammenhingend, d.h. Ho(B(n)) ist tri-
vial.

Beweis: Seien I'(n) v und I'(n) ¥ zwei Knoten aus B(n). Da es zu zwei 2-Simplizes
im Bruhat-Tits-Gebdude B immer eine verbindende Galerie gibt, gibt es in B ins-
besondere eine Folge von 1-Simplizes

{U7U1}a {Ul,vz}, {Uz,vs}, ---{Un,f)}.

Dann ist das Bild
{T(n)v,I’(n)v1}, {T(n) vy, T(n) v2}, {T(n) vy, T(n)vs}, - {T'(n) vy, [(n) 3} .

ein Weg in B(n). O

Bemerkung: Man hitte einfach fiir eine beliebige Untergruppe T von T den Quo-
tientenseitenkomplex f\B durch

{Tv|veV(B)}

V(\P)

Sk (z\B)

{{Tvo,...,Toe} | {vo,...,vx} € Sk(B)}

einfiihren konnen. Dies hiitte aber die besondere Stellung des Quotienten B(n) ge-
geniiber beliebigen ~\B verschleiert. Denn der Quotientenkomplex entspricht mehr
der intuitiven Vorstellung eines Quotienten, und es ist eine wichtige Feststellung,
daf} im Falle I'(n) die beiden Definitionen zusammenfallen. Wie der Beweis des Lem-
mas 4.11 zeigt, ist die Normalitdt von I'(n) in I nicht ausreichend. Ich vermute, daf3
man fiir die von mir ad hoc eingefiihrten Seitenkomplexe keine Homologietheorie
entwickeln kann. Aber ich bin der Meinung, daf8 auch fiir beliebige Untergruppen
on I' der Quotient f\B immer noch die Struktur eines semisimplizialen Komplexes

59



besitzt. Daher sollte auch fiir ~\B eine Homologietheorie existieren, auf die ich in

dieser Arbeit jedoch nicht eingehen méchte.
Kommen wir zum Simplizialkomplex B(n) zuriick. Wie wir gezeigt haben, stehen
die Simplizes vom Niveau w in B(n) in Bijektion zu

r,\/ T(n) -

Da I'(n) normal in T ist, ist r /T (n) eine Gruppe, die wir kurz mit G(n) bezeichnen.

Also stehen die Simplizes vom Niveau w in B(n) in Bijektion zu den Bahnen in G(n)
unter der Operation von I', und damit zu den Nebenklassen

E\G(n) ;
wobei T, das Bild von T', in G(n) bezeichnet. Wir werden nun die Gruppe G(n)
beschreiben. Es gilt allgemein:

Satz 4.15 Sein € F,[T], k € N und
T'(n) := {M € GL(k,F,[T]) | M = I mod (n)}.
Dann gilt

GL(k, Ty [TD/F/Z‘TA{M e GL(k,FalTl/ ) | det(n) € By}

q

Beweis: Wir setzen
A(F,) = . lacE,

Dann gilt

(M € GLk,FalTl) ) | det(M) €y} = A(F, )< SL8TalTT/ )
und
GL(k,F,[T]) = A(F)>< SL(k, Fy[T]) .

Da der Schnitt von A(F,;) und I'(n) nur aus der Einheitsmatrix besteht, und I'(n)
eine Untergruppe von SL(k,F,[T]) ist, ist die Exaktheit von

15 T(n) = GL(k,F,[T]) —» A(F,)s< SL(k,Fa [T]/(n)) =1
dquivalent zur Exaktheit von
1 T(n) = SI(k,F, [T]) 2 SLkFalTl/ 0y = 1,

wobei aus der Exaktheit der ersten Folge direkt der Satz folgt. In der zweiten Fol-
ge ist lediglich die Surjektivitit von ¢ nicht trivial. Die Abbildung ¢ ist genau
dann surjektiv, wenn zu jeder (k x k)-Matrix A mit det(4) = 1(n) eine Matrix
B € SL(k,F,[T]) existiert mit A = B mod (n). Dies zeigen wir durch vollstéindige
Induktion nach k.

Induktionsanfang: Fiir k = 1 ist die Existenz der 1 x 1-Matrix B klar.
Induktionsannahme: Zu jeder (k—1) x (k—1)-Matrix A mit det(A) = 1(n) existiert
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eine Matrix B € SL(k — 1,F,[T]) mit A = B mod (n).

Induktionsschluf}: (k — 1) — k.

Sei A eine (k x k)-Matrix mit det(A) = 1(n). Dann existieren nach dem Elementar-
teilersatz Matrizen U,V in SL(k,F,[T]) mit

UAV = diag(as,...,ax).
Sei b:=as -as...ar. Dann seien

b 1 1 —as
b—1 1 0 1

1-— a; aipas
AI — as

ag

Aus a1b = det(A) = 1(n) sehen wir

WUAVX = A'mod (n) .
Nach Induktionsannahme existiert ein C in SL(k — 1,F,[T]) mit

ajas

as
C= ) mod (n).
ag

Dann setzen wir

1—a1

B=u"'wt| O O Xty
0
Da die rechten Matrizen alle in SL(k,F,[T]) liegen, gilt dies auch fiir B, und nach

Konstruktion ist B = A mod (n). Damit ist die Induktion beendet und der Satz
bewiesen. O

Wir haben den Satz zwar fiir beliebige Dimension k bewiesen, aber in dieser Arbeit
wird immer k = 3 gelten.

Korollar 4.16 Sei n € F,[T] prim. Dann ist
IGm)[ = (@-1) ¢! (¢ = 1)* (¢" + (@ +¢' +1)

Beweis: Da n prim ist, ist Fy [T]/(n) der Korper mit ¢? Elementen. Mit den Be-
zeichnungen aus dem obigen Beweis ist

G(n) = A®F, )< SL3, Fallly ).
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Daher ist

Gw| = (a=1)-1523,FalTl/ )

(-1 (@@ -1 (@ + D)@+ +1) .

O

Kommen wir zu den Betrachtungen von Seite 53 zuriick. Da T, und G(n) endliche
Gruppen sind, existieren fiir jedes w € S(W) genau
G
T |

Simplizes vom Niveau w in B(n). Wir verzichten vorerst darauf, diese Quotienten
zu berechnen, da wir sehen werden, dafl nur fiir bestimmte Simplizes w aus W die
Michtigkeit von 91, fiir uns relevant ist.

Wir werden nun Aussagen iiber die Homologie von B(n) ermitteln. Da B(n) ein
unendlicher Simplizialkomplex ist, werden wir auf Satz 1.20 zuriickgreifen. Daher
miissen wir eine Ausschdpfung von B(n) definieren.

Definition 4.17 Sei i € N. Dann ist der Unterkomplex W; von W wie folgt defi-
niert:

(i) VOV) = {[a,a+ ] [0 <a <i, 0< k < i}
(i) Fiir alle Simplizes s aus W gilt

s € W; <= alle Knoten von s liegen in W; .

W; hat also folgende Gestalt:

[i.i]

(0]
Wir definieren den endlichen Unterkomplex B;(n) von B(n) durch

Definition 4.18 Sei s € S(B(n)). Dann liegt s genau dann in B;(n), wenn
Niveau(s) in W; liegt.

Also ist B;(n) das Urbild von W; unter der Abbildung Niveau. Wir haben uns bereits
iiberlegt, dafl es in B(n) nur endlich viele Simplizes von gleichem Niveau gibt. Da W;
endlich ist, ist auch B;(n) endlich. Die Folge (B;(n))$°, ist eine Ausschopfung des
Simplizialkomplex B(n). Das heifit, jedes B;(n) ist Unterkomplex von Bit1(n), und
jeder Simplex aus B liegt in einem B;(n). Im weiteren Verlauf werden wir zeigen,
daf3 fiir alle k € Z

Hy(Bati(n)) = Hg(Ba—1(n))
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gilt, so dafl wir Korollar 1.21 anwenden koénnen.
Wie wir uns bereits iiberlegt haben, ist die Anzahl der Simplizes vom Niveau w in
B(n) gleich
|G()|

|Fizr(w)|
Daher kénnten wir nun die Euler-Charakteristik von By (n) fiir ein beliebiges k € N
ermitteln. Dies stellen wir jedoch zuriick, da wir die Eulercharakteristik im Kapitel
6 aus einer allgemeineren Formel folgern kénnen.

Satz 4.19 Sei k > d. Dann gilt fir alle j € Z
H;(By(n)) = Hj(Bg—1(n)) -

Beweis: Wir zeigen, da8} fiir £ > d der Simplizialkomplex Bg(n) zu Bg—_1(n) zusam-
menstiirzt. Das heifit, daf§ das Urbild von Wy, unter der Abbildung Niveau durch
elementare Zusammenbriiche in das Urbild von W,,_; iiberfiihrt werden kann. Dies
geschieht in mehreren Schritten.

1. Schritt: Fir 0 < i < k—1sei w = {[k— 1,k +i],[k, k+ 1],[k, k + i+ 1]} ein
2-Simplex von Wy. Dann ist @ = {[k, k + 4], [k, k + ¢ + 1]} die Seite von w, die tiber
dem “oberen” Rand von W, liegt. Die zugehorigen Fixgruppen unter I' lauten

o {k—1} {k+i)

Fizr(w)= 1 0 * {i}
0 0 *
und
x {k} {k+1i}
Fizr(w)= | 0 x {i}
0 0 *

Der entscheidende Punkt ist nun, dafl die Bilder der beiden Gruppen in G(n) gleich
sind, da k echt gréfler d — 1 ist. Daher ist die zugehorige Seitenabbildung

G(n G(n

" irmm — ")
eine Bijektion. Sei nun s ein 2-Simplex vom Niveau w und ¢ seine Seite vom Niveau
w. Als 2-Simplex ist s ein Hauptsimplex in Bj(n), und da die Seitenabbildung
bijektiv ist und @ am Rand von W liegt, ist ¢ eine freie Seite. Daher kénnen
wir s und t aus Bg(n) entfernen, ohne die Homologie zu #dndern. Da die Anzahl
der Simplizes vom Niveau w in Bj(n) mit der Anzahl der Simplizes vom Niveau
w iibereinstimmt, konnen in endlich vielen Schritten alle Simplizes der Niveaus w
und @ aus Bg(n) entfernt werden. Indem man dies fiir alle w durchfiihrt, erhélt man
einen Unterkomplex Z; von By (n), der genau das Urbild unter der Niveauabbildung
des folgenden Bereiches ist:

(kK] [k,2K]
[k-1k-1]

[0k-1]  [0K]

2. Schritt: Indem wir w = {[k,k + i],[k,k + i+ 1],[k + 1,k + i+ 1]} und @ =
{[k,k+i+1],[k+1,k+i+ 1]} setzen und deren Fixgruppen unter I betrachten,
erhalten wir mit den Argumenten aus dem 1. Schritt, dal Z; zu Zs kollabiert, wobei
Z5 das Urbild von
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(kK] [k,2K]

[k-1k-1]

[0k-1] [OK]

ist.
3. Schritt: Wie im ersten Schritt kollabiert Z, zum Urbild von
(kK] [k,2K]

[k-1k-1]

[0k-1] [0K]

, dafl wir mit Z3 bezeichnen.
4. Schritt: Wie in Schritt zwei wird Z3 auf Z4, das Urbild von

(kK] [k,2K]

[k-1k-1]

[0k-1] [OK]

reduziert.

5. Schritt: In Z, sind alle Knoten vom Niveau [k, k + i] bzw. [i,k +¢] mit 0 < i <
k — 2 freie Seiten der zugehorigen 1-Simplizes, da die Bilder der entsprechenden
Fixgruppen in G(n) gleich sind, und wir erhalten durch Kollabieren das Urbild von

[k-1,2k-2]

[k-1k-1]
[k-1,2k-1]

[0k-1]

6. Schritt: Analog zu Schritt fiinf werden nun alle Simplizes der Niveaus [k—1, 2k—1]
und {[k — 1,2k — 2], [k — 1,2k — 1]} entfernt.

Damit haben wir durch elementare Zusammenbriiche By (n) in das Urbild von Wy,
iiberfiihrt. Dies ist aber genau Bj_; (n) und die Aussage ist gezeigt. O

Uberlegen wir uns nun, wie B(n) im einfachsten Fall aussieht. Wir withlen n als das
Polynom T € Fy[T]. In diesem Fall ist G(n) gleich GL(F,), und fiir die Fixgruppen
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der Knoten aus W gilt

.
GL({F,) : 0=j=k
B(F,) c 0<j<k
* ok %
T .= LI S 0=7<k
[4,k] 0 0 %
* ok X
0 * =x 0<j=k
L 0 x =%

Um eine Vorstellung vom Quotienten zu erhalten, verfolgen wir, wie B(T') aus den
Kopien {Wg1, ..., Wgja@)} von W durch verkleben entsteht. Wir stellen fest,
daf$ fiir die Fixgruppen folgende Inklusionen gelten:

Llo,0)

/N

Lo, 1,1]

\/

T2

Es ist zu beachten, dafl diese Inklusionen nur im Fall d = 1 gelten.

Wie wir bereits wissen, ist B(T) ein Simplizialkomplex. Daher werden zwei k-
Simplizes genau dann verklebt, wenn sie an ihren (k + 1) Knoten verklebt werden.
DaT'[; 5 Untergruppe aller Fixgruppen ist, werden zwei Kopien von W, die in einem
inneren Knoten verklebt werden, bereits vollstindig identifiziert. Diese Klassen von
identischen Ebenen werden durch die Restklassen aus

\G(n)

B(F,)

parametrisiert. Betrachten wir nun das Verkleben auf den Réndern. Da alle 0- und
1-Simplizes der Kante
[071] - [072] - [073] e

die gleiche Fixgruppe besitzen, werden zwei Kopien {iber dieser Kante genau dann
identifiziert, wenn sie iiber dem Knoten [0, 1] identifiziert werden. In den Seitenab-
bildungen driickt sich dies wie folgt aus: Zwei Exemplare von VW werden iiber dem
obigen Randstiick genau dann identifiziert, wenn sie unter der natiirlichen Abbil-
dung

(n)

G
B(E,)\
die gleichen Bilder haben. Analog werden zwei Kopien von W iiber dem Randstiick

[1,1] - [2,2] = [3,3] — ...
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verklebt, wenn sie unter der Abbildung

\G() \G(n)

B(F,) ISP
die gleichen Bilder besitzen. Da [T 1] : B(F,)] = [[[1 17 : B(Fy)] = ¢ +1 ist, werden
tiber jeder Kante ¢ + 1 der Klassen B(F,) - g von W-Kopien verklebt. Dabei ist
folgendes zu beachten: Seien g, h aus G(n). Dann reprisentieren diese Elemente
Kopien W - g und W - h von W. Nehmen wir an, diese beiden Kopien werden iiber
beiden Rindern identifiziert, d.h.

Loy -9 =Ty h

und
Thap-g=Tpa-h.

Dann ist

ghil S ].-‘[0’1] n F[171] = ].-‘[172] .

Dies konnen wir schreiben als

Thop-g=Tno-h.

Also werden zwei Kopien genau dann iiber beiden Rindern identifiziert, wenn sie
vollstandig identifiziert werden.

Uber den oben beschriebenen Randstiicken existieren also [G(n) : Tjo 1)]= ¢* + ¢+ 1
Klassen von nicht verklebten Kopien von W. Da [G(n) : Tjg g] = 1 ist, fallen diese
alle im Punkt [0, 0] zusammen. Dies konnen wir wie folgt interpretieren: Uber dem
Rand [0,0] —[0,1] = [0,2] — ... wird das Verkleben von der Gruppe I'jo 1) bestimmt.
Uber dem Rand [0,0] — [1,1] — [2,2] — ... wird das Verkleben von der Gruppe
['j1,1) bestimmt. Daher wird das Verkleben iiber dem Schnittpunkt [0, 0] der beiden
Rénder durch das Erzeugnis dieser beiden Gruppen festgelegt. Das ist aber in die-
sem Fall bereits die gesamte G(n) = GL(F, ), so dafl alle Kopien {iber dem Knoten
[0, 0] verklebt werden.

Nach unseren obigen Uberlegungen stimmt die Homologie von B(T) mit der Ho-
molgie von By (T') iiberein. Da By(T) nur aus dem einen Punkt vom Niveau [0, 0]
besteht, ist H;(B(T)) trivial fiir ¢ ungleich 0, und Hy(B(T')) ist isomorph zu Z.
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Kapitel 5

Grundlagen aus der
Darstellungstheorie

Einfiihrungen in dieses Thema sind in [Lan93] zu finden.
Es sei k ein Korper und G eine endliche Gruppe. Fiir ein g € G bezeichnet

g ={h'g-h|heG}

die Konjugationsklasse von g in G. k[G] bezeichne die Gruppenalgebra, d.h.

k[G] :{Z a,0 :a, € k,0 € G},

oeld
mit dem Produkt
(Z ay0) - (Z b,7) = Z asbroT.
oeG TEG o,TeEG

Definition 5.1 Sei G eine endliche Gruppe, V ein k-Vektorraum. FEine
Darstellung von G (auf V') ist ein Gruppenhomomorphismus

p: G — Autg(V).

V' heifst dann G-Modul oder Darstellungsraum von p, und die Dimension von V
iber k bezeichnet man als Dimension der Darstellung p.

Jeder Homomorphismus p : G — Auty (V') entspricht bei linearer Fortsetzung ein-
deutig einem (ebenfalls mit p bezeichneten) Algebrahomomorphismus

p: k[G] — Endi(V).

Die triviale Darstellung oder Einsdarstellung 1 sei gegeben durch die Vorschrift

1(o) = idy, fiir alle o € G.

Definition 5.2 Sei V ein G-Modul vermége der Darstellung p und V ein G-Modul
vermdge der Darstellung p. Dann heifit ein Vektorraumhomomorphismus

TV VvV

G-Homomorphismus, falls er mit der Operation von G vertrdglich ist, d.h. falls fir
jedes 0 € G undv €'V gilt

7(p(a)(v)) = p(o)(7(v))-



Definition 5.3 Sind p und p' Darstellungen von G auf V' mit den Darstel-
lungsriumen V. und V', so heiflen p und p' dquivalent, falls ein Isomorphismus
7:V = V' existiert, so daf fir o € G gilt:

7o (p(0)) = (p'(0)) o .

Sind die Darstellungen p und p' in Matrixform gegeben, d.h. in Bezug auf aus-
gewihlte Basen von V und V', so besagt die obige Bedingung, daf} eine Matrix T
existiert, die fiir alle 0 € G die folgende Gleichung erfiillt:

Tp'(0)T = p(o).

Definition 5.4 Ein Untervektorraum U von V heifst G-stabil, falls fir alle o €
G die Inklusion p(c)(U) C U gilt. Der Untervektorraum U wird dann als
G-Untermodul bezeichnet.

Definition 5.5 Eine Darstellung p von G auf V heif$t irreduzibel, falls V aufer
(0) und V keine G-Untermoduln besitzt, andernfalls heifit sie reduzibel.

Definition 5.6 Seien Vi und Vo Untervektorriume von V, und p : G — Aut(V),
p1: G = Auti,(V1) und p2 : G — Autp(V3) seien Darstellungen von G. Dann ist p
die direkte Summe von p1 und pa, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) V=V, ® Vs als k-Vektorraum,
(i) Vi und Vs sind G-stabil,
(i) Yo € G p(0)lvi = p1(0) und p(o) v, = pa(0)-

Dann bezeichnen wir p1 und p2 als Unterdarstellungen von p und schreiben p =
p1 © p2.

Wihlt man als Basis von V; @V, die Vereinigung der Basen von V; und V5, so ergibt
sich fiir Darstellungen p; und p2 in Matrixform fiir o € G:

pi(o) 0

0 pao)

(p1 @ p2)(0) =

Die oben angegebene Definition von Irreduzibilitét gilt bei Darstellungen {iber be-
liebigen Korpern. Im speziellen Fall der Darstellungen tiber den komplexen Zahlen
C ist aber der folgende Satz von Maschke anwendbar, der den Zusammenhang von
Irreduzibilitdt und der Zerlegbarkeit einer Darstellung in eine direkte Summe klart:

Satz 5.7 (Maschke) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n und k ein
Korper, dessen Charakteristik n nicht teilt. Dann ist die Gruppenalgebra k[G] halb-
einfach, d.h. es gibt eine Zerlegung von k[G] in ein endliches direktes Produkt ein-
facher Ringe:

Beweis: [Lan93, Theorem 1.2]
Sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Maschke erfiillt, so gibt es zu jedem
echten G-Untermodul U eines G-Moduls V' einen G-Untermodul U’ mit

V=UeaU'.
Dies gilt jedoch i.a. nicht. Wir werden im weiteren nur komplexwertige Darstellun-

gen betrachten, d.h. es ist immer k = C, der Kérper der komplexen Zahlen.
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Definition 5.8 Der Charakter X, einer Darstellung p : G — Auty (V') ist definiert
als die Abbildung

X,: G — k
o = Tr(p(o))

wobei Tr(p(o)) die Spur des Endomorphismus p(o) bezeichnet. Fiir einen G-
invarianten Unterraum U von V' bezeichnet X,y die Einschrinkung

Xp,U: G - k
o = Tr(p(o)lv).

Ist die Darstellung aus dem Zusammenhang klar, schreiben wir kurz Xy .

Da die Spur eine unter Konjugation invariante Abbildung und p ein Homomorphis-
mus ist, gilt fiir 0,7 € G:

Xo(r7 o) = Tr(p(r™")p(o)p(1)) = Tr(p(0)) = X,(0).
Es gilt
Satz 5.9 Seien p und p’' Darstellungen von G. Dann sind dquivalent:
(i) p und p' sind dquivalent,
(it) Xp =Xy .

Beweis: [Lan93, Theorem 2.3]
Offensichtlich gilt fiir die Summe zweier Darstellungen p; und po

Xor@ps = Xpy + Xpy -
Weiter erhilt man

Satz 5.10 Jede Darstellung ist eine endliche direkte Summe irreduzibler Darstel-
lungen. Diese Zerlegung ist bis auf Aquivalenz eindeutig.

Beweis: [Lan93, Theorem 2.3]

Satz 5.11 Die Anzahl der indquivalenten irreduziblen Darstellungen von G iiber C
ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen von G.

Beweis: [Lan93, Proposition 4.2] Es geht {iber den Rahmen dieser Arbeit hinaus,
alle Aquivalenzklassen von irreduziblen Darstellungen iiber C der Gruppen GI(3,F,)
und G(n) zu ermitteln. Aber zumindest werden wir in den Kapiteln 7 und 8 die
Anzahl der Konjugationsklassen der Gruppen GI(3,F,) und G(n) und damit die
Anzahl ihrer irreduziblen Darstellungen bestimmen.
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Kapitel 6

Die Charaktere der
Darstellungen auf B(;_;)(n)

6.1 Simplizialkomplexe und Darstellungen

Sei D ein endlicher orientierter n-dimensionaler Simplizialkomplex und G eine end-
liche Gruppe, die auf D orientierungstreu von links operiert. Dann operiert G auf
der Menge der orientierten ¢-Simplizes und damit auf C;(D,C) durch Permutati-
on der Basis. D.h. die Operation von G auf den orientierten i-Simplizes induziert
eine Permutationsdarstellung p; von G auf dem Darstellungsraum C;(D,C). Den
Charakter dieser Darstellung bezeichnen wir mit X(C;).

Satz 6.1 Die Randabbildungen sind G-Homomorphismen.

Beweis: Sei 7 € G. Dann sind die Darstellungen

Pi : G —> Autc(C,(D))
pPi—-1 G - Autc(ci_l(D))

gegeben durch

pi(T) (Z%‘%‘) = ch(mj)

7=0 7=0

pi-1(7) (Z%‘Ej) = Y ¢i(rgy),

=0

wobei die o; orientierte i-Simplizes, die &; orientierte (¢ —1)-Simplizes und die ¢; aus
C sind. Sei nun §; die zugehorige Randabbildung. Dann ist §; fiir ¢ kleiner eins oder
grofler n die Nullabbildung und ist daher trivialerweise ein G-Homomorphismus.
Sei also 0 <4 < (n+ 1) und

0= (G/OJ"‘Ja’i)

ein orientierter i-Simplex. Dann ist fiir ein 7 € G

0;(ro) = di(rag,-..,Ta;)
= Z(_l)j(Taof"aFa\ja"'Tai)
7=0
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%

. Z(—l)j(ao,"',@,“'ai)

Jj=0

= 716;(0) .

Die Randabbildung kommutiert also auf den Basiselementen mit der Gruppenope-
ration. Wegen der Linearitét folgt fiir ein beliebiges w aus C;(D)

6i(pi(1) (w)) = pi—1(7) (6:i(w)) .
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Da ¢; fiir alle ¢ ein G-Homomorphismus ist, sind ker(d;) und Im(d;41) G-invariant,
und die Operation von G auf dem Kettenkomplex (C;(D),d;) setzt sich auf die
C-wertigen Homologiegruppen H;(D, C) fort. Diese Operationen definieren Darstel-
lungen

G — Autc(H;(D,C))

mit Charakteren
X(Hi(D,C)) .

Lemma 6.2 Seien Vy, Vo C-Vektorriume,
p1: G = Autc(V1), p2: G — Autc(V2)
Darstellungen und ¥ : Vi — V5 ein G-Homomorphismus. Dann gilt
Xvy = Xker(w) + Xim(w) >

wobei die Xy die Charaktere auf den entsprechenden G-invarianten Unterrdumen
sind.

Beweis: Der Kern von ¥ ist ein G-invarianter Unterraum von V;. Nach dem Satz
von Maschke existiert ein G-invarianter Unterraum U von V; mit V; = ker(¥) @ U.
Dann ist U aber G-isomorph zu Im(¥) und daher ist

Xy, = Xker(\Il) + Xy
= Xker(w) + Xim(w) -

Weiter gilt: Fiir eine beliebige Darstellung
p: G — Autc(V)

und einen beliebigen G-invarianten Unterraum U von V, existiert nach dem Satz
von Maschke ein G-invarianter Unterraum U’ mit V' = U @ U’. Daher ist dann
Xy = Xy + Xyr. Weiter induziert p eine Darstellung

p:G = Aute(V /).

Die Einschrinkung des kanonischen Homomorphismus auf U’ ist ein G-
Isomorphismus, so daf} gilt
Xy =Xy +X(V/U) .

Also ist
X(V/U) =Xy — Xy -

Daraus folgern wir
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Satz 6.3

n n

D (=1)ix(Ci(D)) =D (-1)'X(Hi(D,C)) .

i=0 =0
Beweis: Der Beweis erfolgt durch Umsortieren von endlichen Summen.

Z(—1)ix(ci(1))) = Z(_l)i(xker(éi) + Xim(s:))
i=0 =0
= Z(_l)ixker(éi) + Z(_l)ixlm(éi)
=0 i=0
Durch einen Indexwechsel erhalten wir
n n+1
D (=D)X(CHD)) =Y (1) Nier(sia) + Z ) Xim(s:)
=0 i=1
n+1 ) n )
= D ()" New(gimy) = (1) Ximgs,)
i—1 i—0
= (=1)"Xier(5,) = Xtm(s0) + Z(_l)iil(Xker(di_l) = Xim(s:)) -

i=1

Nun ist nach Lemma 6.2 und der darauffolgenden Bemerkung
Xier(:—1) — Xtm(s;) = X(Hi-1(D,C)) .
Weiter ist Im(dy) der Nullraum und daher
Xim(sq) =0 -
Da D die Dimension n hat, ist auch Im(d,,+;) der Nullraum, und es ergibt sich
Xker(8,) = Xker(6,) = Xim(3n41) = X(Hn(D,C)) .

Insgesamt folgt

n

Y (-DiXeupy = (=1)"X(Hn(D,0)) —0+Z 1)='X(H;_, (D, C))

i=0
= Y (-1)X(H(D,0)) .

=0

Ich weise darauf hin, daf} in diesem Kapitel Summen bzw. Differenzen von Cha-
rakteren als Summen bzw. Differenzen von C-wertigen Funktionen zu verstehen
sind. Es gilt i.a. nicht, da Differenzen von Charakteren wieder Charaktere einer

Darstellung sind.

6.2 Die Charaktere auf Bi(n).

Wir werden das oben beschriebene auf den endlichen Simplizialkomplex Bj(n) an-
wenden. Besonders interessiert der Fall £k = d — 1, da wir gezeigt haben, daf} die
Homologien von B;_1(n) und B(n) {ibereinstimmen. Zuerst miissen wir eine Orien-
tierung auf By (n) definieren. Dazu definieren wir allgemeiner eine Orientierung auf

den Simplizes des Bruhat-Tits-Gebiudes B. Auf Z /37, sei eine Ordnung durch
0<1<2
gegeben.
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Definition 6.4 Sei s = {vg,...,v;} € Si(B). Dann heifst (vq, ..., v;) positiv orien-
tiert, falls eine gerade Permutation P auf (i + 1) Elementen existiert mit

Typ(vp)) < Typ(vp@)) --- < Typ(wp(mn)) -

Es bezeichnen

S} (B) = Menge der positiv orientierten 4-Simplizes in B,

S; (B) = Menge der negativ orientierten -Simplizes in B,

Ser(B) = S US;.

Da die Operation von I" den Typ erhilt, 148t sich die Orientierung von B auf B(n)
und W iibertragen. Die Bezeichnungen S (B(n)), S;"(W) etc. haben die analogen
Bedeutungen.

Wir erhalten eine Operation der Gruppe G(n) auf den i-Simplizes von St (B(n))
wie folgt:

Fiir einen orientierten Simplex wt aus ST(W) sei

Ny+(ny == {81 € ST(By_1(n)) | Niveau(s) = w} .

Da I' den Typ erhilt, ist
Fizr(wt) = Fizr(w) ,

so daf} analog zum nichtorientierten Fall die Korrespondenz

Nyt () E\G(n)

gilt. Daher kann man eine Linksoperation von G(n) auf 9M,,+(,) wie folgt definieren

G(n) x E\G(“) -
(r Tya) = Dylat™t)
Bemerkung: Aufgrund der Bijektion
r(n)\r/rw - Fw\r/r(n)
o= ot

von Seite 54 operiert G(n) von links durch Multiplikation des Inversen von rechts.
Die oben angegebene Operation induziert eine Operation auf

SFBrm) = | N+ -

w+eST (We)
So erhalten wir fiir jedes ¢ € {0, 1,2} eine Permutationsdarstellung
P(ik) + G(n) = Autc(Ci(Be(n),C)) .

Die von Elementen aus M,,+(,) erzeugten Unterrdume von C;(Bg(n),C) sind G(n)-
invariant. Weiter bezeichnen wir mit X(; ;) den Charakter zur Darstellung p(; 1),
und mit X;(w*) bezeichnen wir den Charakter der Unterdarstellung von P(iky auf
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dem Unterraum mit Basis 9,,+ (). Die Charaktere X;(w™) sind unabhingig von k.
Wir sagen, X;(w™) ist der Charakter des Simplex w aus W. Dann gilt

Xaw= >, Xi(wh).
wteS+ (W)

Um die Werte der Charaktere X;(w™) explizit angeben zu kénnen, bendtigen wir
folgendes Lemma:

Lemma 6.5 Sei G eine endliche Gruppe, U eine Untergruppe von G und o ein
festes Element aus G. Dann gilt

“nuU
{Ur;|r: € G, Uric =Ur;}| =[G:U]- %
Beweis: Es sei R := {r1,---,7g.v} ein Vertretersystem von U\G. Fiir ein Element

z € G kiirzen wir
n(z) := [{Ur; | Uriz = Ur;}|

ab. Wir fithren den Beweis, indem wir die Menge
M:={(z,Ur;) |z € O'G(")7Uria; =Ur;}

auf zwei verschiedene Arten aufzihlen.
Einerseits definieren wir fiir alle y € 0¥ die Mengen

M(y) :={(y,Ur;) | Ursy = Ur;} .

Dann ist |M (y)| = n(y). Weiter ist M die disjunkte Vereinigung

M= ] M),
yeaG
und daher ist
M= > IM(y)|.
y€Eo G

Da fiir zwei Matrizen y,y' aus o gilt |M(y)| = |[M(y")|, ergibt sich
M| = [0€] - [M(0)| = |0€]| - n(o) -
Wir kénnen M auch anders zerlegen. Dazu definieren wir zu einem r; € R

N(r;) =={(y,Ur;) |y € o, Uryy = Uri}.

Dann ist .
M= ] N(r)
r;€ER
und
[G:U]
M| =D IN(r)| -
i=1

Die Mengen N (r;) lassen sich auch wie folgt schreiben:

N(ri) = {(y,Ury) | Uriy="Ursy € 0}
= {(,Ur;) | riyr;' €U,y € 0%}
= T‘iO'G’I",i_lﬂU.
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Fiir jedes i ist dann

IN(r;)|] = |r,~aGrz-_1 NnU|
lo¢NU|.
Damit ergibt sich
[G:U]
M| =Y IN(r)| =[G:U]- [0 nU.
i=1

Insgesamt folgt
|c%] - n(o) = M| =[G :U]- |69 NU|.

Unter Beriicksichtigung der Definition von n(c) folgt die Behauptung,. a

Aus dem Lemma konnen wir direkt folgern:

Satz 6.6 Sei wT € S;(W) und M eine beliebige Matriz aus G(n). Dann gilt

o —-1\G(n) AT
w0 =[G : T Bt

Beweis: Da G(n) auf dem von Elementen aus 9%,+(,) erzeugten C-Vektorraum
operiert, indem es die Basisvektoren permutiert, induziert die Operation eine Per-
mutationsdarstellung. Daher ist fiir ein M aus G der Wert X;(w™)(M) gleich der
Anzahl der Simplizes in 9,,+(n), die von M fest gelassen werden. Beachtet man die
Korrespondenz

‘ﬁw+(n) — H\G(n) ,

so folgt o o o
Xi(w*)(M) = |{Tw,B|B€G(n), T,BM ' =T,B}|.

Dabher folgt aus dem gerade gezeigten Lemma die Aussage. a

Korollar 6.7 Seien wi € S;(W) und wy € S;(W) zwei Simplizes von nicht not-
wendig gleicher Dimension. Weiter sei

T, = o, -

Dann gilt
Xi(w1) = X;(w2) -

Im letzten Abschnitt haben wir bereits gesehen, daf§ die Operation der G(n) auf
den i-Simplizes von By (n) eine Operation auf den C-wertigen Homologiegruppen
bewirkt. Daher erhalten wir Darstellungen

pg’k) : G(n) = Autc(H; (B (n),C))

mit zugehorigen Charakteren
H
Xy -

Um diese Charaktere fiir den 2-dimensionalen Simplizialkomplex By (n) zu berech-
nen, nutzen wir die Beziehung

X2y = Xk + Xo.0) = Xo.iy = X{Lay + X(o)
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aus, die wir auf Seite 72 gezeigt haben. Die Charaktere auf der linken Seite konnen
wir noch weiter in

Z Xa(wt) — Z X1 (w™) + Z Xo(w™)

w+eSF(We) wteST (Wi) wreSH (We)

zerlegen. Da viele Knoten, Kanten und 2-Simplizes aus W gleiche Fixgruppen haben,
haben sie auch gleiche Charaktere. Daher heben sich viele Charaktere der endlichen
Summen gegenseitig auf. Wir werden nun die linke Summe weitestgehend vereinfa-
chen. Dazu fiihren wir zur besseren Ubersichtlichkeit folgende neuen Bezeichnungen
ein:

Definition 6.8 Sei {[i,j], [k,],[m,n]} ein nichtorientierter Simplex in W. Dann
bezeichnen

i 2y
XO(iJj)J Xl( k,g ) ) XZ kal

m,n

die den entsprechenden positiv orientierten Simplizes zugeordneten Charaktere.

xl( ‘1]? ) - xl( éé ) = X1(([0,0], [1,1])) .

Weiter weisen wir auf die Gleichheit der folgenden Charaktere hin:

Beispiel:

Lemma 6.9

(i) Sei [i,j] im Inneren von W, d.h. 0 < i < j. Dann ist
xo(ij)le(’:’.j ):xl(.i » J ):x2 E’jj]q
’ 1,7 +1 t+15+1 i+1:j+1
(i) Sei 0 < j. Dann ist
o0 =x( 7)), xGa=xa( 7071,
0,j+1 Jj+1,j5+1
(iii) Fir alle 0 < i< j gilt
o i,
s(ih) = L
(w) Fiir alle 0 < i< j gilt
o i,
Xl(iilj’):b 211311
(v) Fiir alle 0 < i gilt

0, i 0, @
X1(1,i+1):’<2 (1)2:[}
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Beweis: Die entsprechenden Simplizes besitzen die gleichen Fixgruppen unter I,
und daher stimmen auch die Bilder ihrer Fixgruppen in G(n) iiberein. Da die Cha-
raktere nur von den Bildern der Fixgruppen in G(n) abhiingen, folgt die Aussage.
O

Betrachtet man das Bild von Seite 143, so vermutet man, da8 sich in der alternieren-
den Summe der Charaktere viele Summanden wegheben. Wir kénnen die Summe
wie folgt zusammenfassen:

Satz 6.10 Fir k> 0 gilt

X(2,k) = X(1,k) T X(0,k)
= XO(ka 2k) + XO(Oa k) + XO(ku k) + XO(Oa 0)

0,0 0,0 0, k k, k
_Xl( 0,1) _X1(1,1> _Xl(l,k—i—l) _Xl( k,k+1>

0,0
+Xo| 0,1
1,1

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion nach k. Wir kiirzen die
Summe X(o0,k) — X(1,k) T X(2,k) durch X ab.
Induktionsanfang: k =1 Es ist

X1 = Xo(0,0) + Xo(0,1) + Xo(1,1) + Xo(1,2)
0,0 0,1 0.0

+X2| 0,1 + X2l 1,1 - X1 01

1,1 1,2 ’

0,0 0,1 0,1 1,1
(1) () =o(z ) -x(12)

Das obige Lemma liefert die folgenden Gleichheiten:

0,1
x1< (1)1 ) =Xs| 1,1
’ 1,2

Daher heben sich zwei Summanden weg, und der Induktionsanfang ist gezeigt.
Induktionsannahme: Fiir k grofier Null gelte die im Satz angegebene Formel.
Induktionsschluf: k - £+ 1 .

Beim Ubergang von Bi(n) nach Bjyi(n) werden die Charaktere X;(wt) von i-
Simplizes w aus W, die in folgendem Bereich liegen, hinzugenommen:

ikl @M@ B2k 2k+2]

kK

[0K] [Ok+1]
Dadurch konnen wir schreiben
Xpt1=Xg + 51 + 52 + T3,

mit den unten angegebenen Summen ¥;, ¥5, ¥3. In den Teilsummen werden die
Charaktere der 0-,1- und 2-Simplizes so aufsummiert, daf3 sich die meisten Sum-
manden wegheben.

1.Fall: Berechnung von ¥;. In ¥; summieren wir iiber die Charaktere der Simplizes,
die in folgendem Bereich liegen:
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[k+1Lk+1] {2k 2k+2]

[k.k]

[0k] [Ok+1]
Also ist
k+1 k
T = <Zx0(k+ Lk+1+i)+ Y Xo(i,k+1 +i))
i=0 =0

k k
k+1k+1+i i k414
_<§X1<k+1,k+2+i>+§X1(z‘+1,k+z‘+2>>

Durch Umordnen erhalten wir

k+1

k
. k+1k+1+14
o= Y Xek+1LE+1+0) =) xl(kilk1212)+
i=0 i=0 ’

k k

3 ol s i k+1+i
i=0 =0

k+1k+1

) + Xo(k + 1,2k +2) +
k

. Lk+1+i
+Z(Xﬂ(k+1’k+1“)_X1(Zifki%t;))+
i=1 ’

1
+Xo(0,k + 1) —x1< (1”1212) +

k
. . i k+i+1
+2(Xo(z,k+z+1)—Xl(H_UH_H_Q)).
1=
Nach den obigen Lemmata sind die Summen gleich Null, und es gilt

i = Xo(k+1,k+1)+Xo(k+1,2k+2) + Xo(0,k+ 1) +

_x kE+1,k+1 _x 0,k+1
Wk+1k+2 N1k+2 )

2.Fall: Nun wird iiber die Charaktere der folgenden Simplizes summiert:

[k+1k+1] [2k,2k+2]
kK]
[0K] [0k+1]
d.h. es ist
k k k+i k ;
, kA ko, ki
Ty o= ) Xo| B k+itl _le(k+1k+i+1>+

i=0 k+1k+i+1 i=0
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k-1 T, k41 k i ki
+ZX2 i k+i+1 —gxl(i7k+i+1)-

=0 i+Lk+i+1 =
Dann ist
s () )
i) e
(ik) (oxe ) kata )+

k-1 i, k41 i k4
+> x| i k+i+d —x(.’ . )
=1 i+1lk+i+1 bE+i+1
ko, k 0, k ok
temme sl &k k+1 | +x| 0k+1 _Xl(k+17k+1)+
kE+1k+1 Lk+1 ’

0, k k, 2k
_Xl(o,k+1>_xl<k,2k+1> '

3.Fall: Es bleiben noch die folgenden Simplizes

[k+1k+1] J J ’ [2k,2k+2]
[LSLYRZ4 i . )

[0K] [0k+1]

k+1 E, kE+i k+1 bkt
S o= S Xl k1, ki _le<k+1’k+z’)+

Dann ist

i=1 kE+1k+i+1 i=1
k-1 i k+i+1 k-1 . .
o . i k+i+1
Sl ittkrit |-, LT
= (i+1,k+i+2) = \itLktitd
Dank des Lemmas 6.9 heben sich die Summen auf, und es ist
23:0.
Indem wir die Teilsummen zusammensetzen ergibt sich
— — k, 2k
k k
k k ’ k+1,k+1
Xo(k+1,k+1) — X1< ’ )+X2 k k+1 —Xl( ’
k+1,k+1 k4 1k+1 k+1,k+2
0, k
’ 1
%0,k+1) = a2 F Vil ok+1 | —x( PFFLY
0,k+1 LE+1 1Lk +2
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Nun benutzen wir die Induktionsannahme und beachten, daf} folgende Gleichheiten

gelten:
k, 2k
Xo(k’2k) - Xl( k,2k+ 1 ) I

0, k
Xo(0,k) = X1<0k+1>’
0, k
0, k B ’
() = (B )

Daraus ergibt sich die gewiinschte Formel

Xit1 = Xo0(0,0) + Xo(0,k + 1) + Xo(k + L,k + 1) + Xo(k + 1,2k + 2) +

0,0 0,0 0 +1 k4lk+1
_M(m1)_x(14)_X<1$+2)_X(k+1x+2>

0,0
+X,| 0,1
1,1

fiir £+ 1, und die Induktion ist beendet. O

Um die Summe X (g ) — X(1,x) + X(2,x) Zu berechnen, miissen wir also nur die Cha-
raktere zu den folgenden Simplizes ermitteln:

[k.K] [k,2k]

[0,0] [0.1] [0K]

Der Satz liefert uns eine Moglichkeit, die Eulercharakteristik des Simplizialkomple-
xes B (n) zu ermitteln.

Korollar 6.11 Die Eulercharakteristik von By(n) ist gleich

G, 6w, IGm)]
Tro0l 1Tkl T2l

L, lem) ., Gm)| Gm)|
|F[0,0][0,1]| |F[O,k][1,k+1]| |F[0,0][0,1][1,1]|

Beweis: Sei 1g(n) das Einselement in G(n). Da das Bild des Einselements 1g(y)
unter der Darstellung p; der triviale Automorphismus ist, ist

1Si(Br(n))] = Xi(la) -

Also ist die Eulercharakteristik von By (n) gleich dem Wert der alternierenden Sum-
me

X(0,k)(La@m)) = X6 (Lam)) + X,k (Lam))s
die mit den Sdtzen 6.10 und 6.6 berechnet werden kann. Da die Konjugationsklasse
der 1g(y) die Lénge eins hat und 1, in jeder Untergruppe von G(n) liegt, gilt fiir
alle w aus W

oy _ G

T |




Indem wir beachten, daf} folgende Gleichheiten gelten

|F[0,k]| = |F[k,k]|
|F[0,k][1,k+1]| = |F[k,k][k,k+1]|
L0011 = To,on,1
erhalten wir die geforderte Formel. O

Bemerkung: Die obige Formel gilt auch fiir k¥ gleich 0. In diesem Fall wissen wir,
dafl Bo(n) aus B;(n) durch elementare Zusammenbriiche hervorgeht. Da elementare
Zusammenbriiche die Homologie nicht verdndern, verdndern sie auch nicht die Eu-
lercharakteristik. Daher sind Eu(By(n)) und Eu(B;(n)) gleich. Letztere konnen wir
nach der oben angegebenen Formel ermitteln.

Wir spezialisieren das obige Korollar weiter durch

Korollar 6.12 Sei n prim vom Grad d. Dann ist

q3d_1
¢ -1

q2d_]_

Eun) = ( p—

) (@* = 20" = 2" —2¢ + ¢ + 20 + 2 + 1)

)+ (
ein Polynom in Z[q].

Beweis: Folgende Gruppen haben die folgenden Méchtigkeiten:

G(n) D (P 1)@ - ¢ (P - (g - 1)
Tlo,0] (- 9@ 1)
Toa-1 = (g—1)%(g+1)g
Tlroa2 ¢ (a=1)%
Ty @ (a—1)°%°
Tooo ¢ (=1 +1)¢
Tiodary : (¢—1)>%*

Indem wir mit Korollar 6.11 die Euler-Charakteristik berechnen (z.B. mit Hilfe eines
Computer-Algebra-Systems) erhalten wir die gewiinschte Formel. Da fiir Polynome
immer gilt

(@"=1l(¢" —1) < n|m,
ist der Ausdruck ein Polynom in gq. m|
Bemerkung: Fiir d = 1 ergibt sich Eu(n) = 1, in Ubereinstimmung mit unseren
Uberlegungen von Seite 65.

Im Satz 9.32 werden wir sehen, daf} fiir eine beliebige Matrix M aus G(n) fol-
gende Michtigkeiten gleich sind:

IME™ N Fizgoonl = IMO™NFizgoayl,
MM N Fizgayl = |MS™NTFizg_i),
1ME™ N Fizga-yaal = MY N Fizu -l -
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Es ergibt sich, dafl folgende Charaktere gleich sind:

00\ 0,0
w(ar) = (i)

0d-1\ _ . (d-1d—1
Xl(l, d ) = Xl(d—l, d )
Xo(0,d=1) = Xo(d—1,d—1).

Daher kénnen wir die Summe aus Satz 6.10 noch weiter zusammenfassen.

Satz 6.13 Es gilt

X(2,d-1) — X(1,a-1) + X(0,d-1)
= Xo(d—1,2d—2) +2Xo(0,d — 1) + Xo(0,0)

0,0 0,d—-1
(o8 ) -2 391

0,0
+Xo| 0,1
1,1

Unser Hauptinteresse ist, die Charaktere auf den Homologiegruppen auszurechnen.
Da fiir jedes ¥ € N der Simplizialkomplex Bj(n) zusammenhingend ist, ist die
nullte Homologiegruppe ein eindimensionaler C-Vektorraum. Daher ist fiir alle M
aus G(n)

Xg,k) (M) =1,

und wir erhalten
XG0y = XLy = X2k — X +X(o,p) — 1.

Bemerkung: Falls wir zeigen kénnten, daf} die erste Homologie von Bg—; (n) trivial
ist, wiifiten wir, dafl Xg’ A1) die Nullabbildung ist. Dann kénnten wir eine geschlos-
sene Formel fiir Xg’ 1) angeben. Ich habe einige Zeit versucht, zu zeigen, dafl By_;
einfach zusammenhingend ist. Leider ist es mir nicht gelungen, so daf3 ich dieses
Problem offen lassen mufl. Wir konnen lediglich folgenden Test angeben. Zu einem
k € Ny und einer Matrix M aus G(n) definieren wir

Ep(M) == X(2,5) (M) — X (1,5 (M) + X (0,1 (M) .

Da alle hier betrachteten Darstellungen Permutationsdarstellungen sind, miissen
alle Charaktere Werte in Ny annehmen. Da B4—_1(n) wegzusammenhingend ist, gilt,
falls die erste Homologie von B(n) verschwindet:

Eg (M) =X{ 4 (M) +1.
Insbesondere ist
Eu(Ba-1(n)) = Ea—1(lgm)) > Ea—1(M) > 1.

Sollten wir also eine Matrix M finden, so dal E; (M) nicht in diesem Bereich
liegt, so hitten wir gezeigt, dafl die erste Homologie von B(n) nicht trivial ist.

In den folgenden Kapiteln werden wir die Formeln herleiten, um die Charaktere
X;(wt) nach Satz 6.6 im Fall des Simplizialkomplexes B;_1(n) fiir n prim auszuwer-
ten. Dazu miissen wir die Konjugationsklassen von G(n) und die Michtigkeit der
Schnitte mit den nach Satz 6.10 relevanten Fixgruppen ermitteln.
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Kapitel 7

Die Konjugationsklassen der

Im letzten Kapitel ist klar geworden, daf es interessant ist, die Konjugationsklassen
der Gruppe G(n) und insbesondere deren Méchtigkeit zu kennen. Hierzu werden
wir in diesem Kapitel die Konjugationsklassen der GL(3,F, ) zu einem beliebigen
endlichen Korper F,, ermitteln. Im nichsten Kapitel werden wir dies benutzen, um
die Konjugationsklassen der Gruppe G(n) zu bestimmen. Folgende Bezeichnungen
seien ab diesem Kapitel verbindlich:

F, = endlicher Korper der Machtigkeit n,
GL(F,) = GL(3,F,),
I = Die k x k-Einheitsmatrix, wobei das k
aus dem jeweiligen Zusammenhang klar ist,
Zg(H) = der Zentralisator der Teilmenge H einer Gruppe G,
o(M) = det(zI — M)

das charakteristische Polynom der Matrix M
in der Variablen z,
m(M) = das Minimalpolynom der Matrix M

in der Variablen z.

In den folgenden Kapiteln werden wir die Anzahl der normierten irreduziblen Po-
lynome vom Grad zwei und drei iiber einem endlichen Korper benstigen. Daher
erinnere ich an den folgenden Satz:

Satz 7.1 Sei I; die Anzahl der irreduziblen, normierten Polynome vom Grad d
iber einem endlichen Korper F,,. Dann gilt

4
t

To= 53 u(o) nt,

tld

wobei die Mébiusfunktion p definiert ist durch

(1) - t=pi-...-pp, k20, allep;
pu(t) = paarweise unterschiedliche Primzahlen

0 : sonst
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Beweis: [Migd1, S. 238] O

Nach [Lan93, S. 557f] liegen zwei Matrizen M und N aus GL(F,) genau dann
in der gleichen Konjugationsklasse von GL(F,, ), wenn sie {iber dem algebraischen
Abschluf} von F,, die gleiche Jordansche Normalform besitzen. Fiir eine 3 x 3-Matrix
ist die Jordansche Normalform eindeutig durch das charakteristische Polynom und
das Minimalpolynom bestimmt.

Definition 7.2 Wir definieren folgende Mengen:

(1) W1(GL) sei eine fest gewihlte mazimale Teilmenge von

{

so daf8 keine zwei Matrizen aus W1(GL) das gleiche charakteristische Polynom

o o8

0 0
b 0)|a,b,c€]F’:“a7éb7éC7éa},
0 c

besitzen.
(1)
a 0 0
WQ(GL)::{(O a 0)|a,b€E"“a7éb},
0 0 b
(ifi)
a 1 0
W3(GL)::{<0 a 0>|a,b€Ffl,a¢b},
0 0 b
(iv)
a 0 0
W4(GL)::{(0 a 0)|a€F£},
0 0 a
(v)
a 1 0
W5(GL):={(O a 0)|a€IF;§},
0 0 a
(vi)
a 1 0
WG(GL):z{(O a 1)|a€1F°:l},
0 0 a
(vii)
(viii)

o
oo
=2 R

=

Q
S

i
—N—
/N
o~ O
o™ R
o oo
\__/ v
N

Mm

e

8

[V

|

=

8

|

Q

Mm

&

&

3

.

3
———

Ws(GL) = { ( 1
01

Weiter definieren wir
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Definition 7.3 .

W(GL) := | JWi(GL).
i=1
Da die Konjugationsklassen durch das charakteristische Polynom und das Minimal-
polynom eindeutig bestimmt sind, folgt

Satz 7.4 Die Menge W(GL) ist ein Reprisentantensystem der Konjugationsklas-
sen der GL(F,).

Definition 7.5 Sei M aus GL(F,). Dann hat M den Typ i, wenn M zu einer
Matriz aus W;(GL) konjugiert ist.

Bemerkung: Aus Mangel an guten Bezeichnungen habe ich hier wieder den Begriff
“Typ” verwendet. Dies sollte zu keinen Problemen mit der Definition 2.11 fijhren,
da im weiteren “Typ” nur im gerade definierten Sinne benutzt werden wird.

Um die Michtigkeit von W(GL) zu ermitteln, werden nun die Michtigkeiten der
W;(GL) berechnet.

Satz 7.6 Die Mdchtigkeiten der Mengen W;(GL) betragen:
(i) [Wi(GL)| = §(n = 1)(n - 2)(n - 3),

Beweis: (i) Da Wi (GL) keine zwei Matrizen mit gleichem charakteristischem Po-
lynom enthilt, folgt

[W1(GL)] = {{a,b,c}|a#b#c+#a,abcelF,}
= LD -2 -3

(i4), (i14), (iv), (v), (vi) Klar.

(vii) Die Michtigkeit von Wr(GL) ist gleich der Anzahl der normierten, irreduziblen
Polynome vom Grad 2 in F, [z] multipliziert mit der Méchtigkeit von F},. Nach der
Formel in Satz 7.1 gibt es 1n(n — 1) der gesuchten Polynome. Da |F | gleich (n— 1)
ist, folgt die Aussage.

(viii) Die Michtigkeit von Wg(GL) stimmt mit der Anzahl der normierten, irredu-
ziblen Polynome vom Grad 3 in F, [z] iiberein. Damit folgt aus Satz 7.1

We(GL)| = 5 (n° ~m)
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Korollar 7.7 Sei F,, ein endlicher Kérper der Michtigkeit n. Dann besitzt die
GL(F,)
(n = )n(n +1)

indquivalente, irreduzible Darstellungen.

Beweis: Nach [Lan93, Proposition 4.2., S.674] stimmt die Anzahl der iniquiva-
lenten, irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe mit der Anzahl ihrer
Konjugationsklassen iiberein. Da

8
W(GL)| =Y [Wi(GL)]

i=1
ist, folgt die Aussage durch Berechnung der rechten Summe. m|

Wir werden nun zu jeder Matrix V aus W die Linge der Bahn unter GL(F,,)
berechnen. Da die Gruppe GL(F,,) durch Konjugation auf sich selbst operiert, ist

Fizgrr,) (V) = Zarwr,)(V),
und damit gilt fiir die Léinge der Bahn

|VGL(Fn)| — |GL(]F7L)| .
ZgreE.) (V)
Wir werden nun zu jedem V aus W (GL) den Zentralisator berechnen. Dazu benoti-
gen wir den Begriff der nichtzerfallenden Cartan-Untergruppe. Wir fiihren ihn fiihr
ein beliebiges r € N ein, obwohl wir ihn nur in den Féllen r = 2 und r = 3 verwen-
den werden.

Sei L|F,, die Korpererweiterung vom Grad r des endlichen Korpers F,,. Dann ist L
insbesondere ein F,-Vektorraum. Fiir jedes £ aus L ist die Abbildung

me : L— L
a— fa

F,,-linear, und

n: L— Endg, (U)
£l—> me

ist ein injektiver F,,-Algebren-Homomorphismus. Durch Auswahl einer geordneten
F,,-Basis B von L erhilt man so einen injektiven F,-Algebren-Homomorphismus

N : L — Mat(r,F,) .

Das Bild der multiplikativen Gruppe L* unter einer solchen FEinbettung heif3t
nichtzerfallende Cartan-Untergruppe von GL(r,F,).

Lemma 7.8 Fine nichtzerfallende Cartan-Untergruppe ist ihr eigener Zentralisa-
tor.

Beweis: Da alle Cartan-Untergruppen konjugiert sind, geniigt es, fiir eine spezielle
Cartan-Untergruppen H von GL(r,F,) zu zeigen, da8 sie ihr eigener Zentralisator
ist. Daher konnen wir 0.B.d.A. ein £ aus L mit

L = <]‘5€’ .. '3£T71>]Fn
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fest wihlen. Dieses ¢ habe iiber F,, das Minimalpolynom " — a1 2"~ ' 4+ ... — ag.
Dann hat bzgl. der geordneten Basis B = (1,£,£2,...,£"1) die Matrix M := ng(§)
folgende Gestalt

Qo

1 Qpr—1

Fiir die Cartan-Untergruppe H zur obigen Basis ist dann H U {0} eine F,-
Unteralgebra von Mat(r, F,,), und

HU{0} = (1, M, M?,... . M""") .

Dabher gilt:
ZGi(r,) (H) = Zgy (o, ) (M) .
Da M aus H und H isomorph zu L* ist, ist

ZGiry) (M) D H .

Es bleibt noch die Umkehrung zu zeigen. Bezeichnen wir mit e; den Vektor
(1,0,...,0)T, so ist die Menge {M%e; | 0 < i < r — 1} die Standardbasis von
... Sei N € Zgy(rr,)(M), und v € L sei beliebig. Dann besitzt v eine Darstellung

r—1
v = g a; M’ ey,
i=0

wobei die a; aus F, abhéingig von v sind. Es ergibt sich

r—1
N-v = N- (ZaiMiel>
=0
r—1

= ZN(aiMiel) .

i=0
Aus der F,, -Linearitidt von N ergibt sich
r—1
N.v= Zai (NM'ey) ,
i=0
und da N im Zentralisator von M liegt, folgt

r—1
N-v = (aiMiNel)
=0

r—1 )
= ( a; Mz> Nel .
i=0

Da Ne; in F}, liegt, gibt es eine Darstellung

N61 = ZbiMiel,
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wobei die b; natiirlich nicht von v abhingen. Also gilt

r—1 r—1
N-v:<2a,~Mi> (Zb,MZ> €1
i=0 =0

Die beiden Summen kommutieren, und es ergibt sich

r—1 r—1 r—1
N.v= (ZO biMi) (; ai M") e1 = (ZO b,M") v

Da die b; unabhangig von v sind, folgt

r—1
= (Z biMi> €eH
=0

Da N beliebig aus Zgy(rr,)(H) gewahlt war, folgt
ZGL(T',H) CH,

und mit der Uberlegung von oben gilt die Gleichheit.

Nun konnen wir alle Zentralisatoren angeben.

Satz 7.9 Zu einer Matriz V aus W(GL) gilt:

(i) Ist V. € Wi(GL), so folgt Zgy,)(V

oo
o o
o o
m
@
h
=
3
N

(i) Ist V € W2(GL), so folgt Zar,)(V

*

o % %
m
Q
=
=

o
o
o

(iv) Ist V. € Wa(GL), so folgt Zgrx,)(V) = GL(F,)

a
0
0

a
(vi) Ist V € Ws(GL), so folgt Zgr,)(V) = { ( 0
0

a
(i) Ist V € W3(GL), so folgt Zgr(r,)(V {
(v) Ist V € W5(GL), so folgt Zgr,)(V) {

U e o
o
N~
m
Q
=
&

(=
o

[en]
e o
[en]
m
Q
=
5
—_— — —_— Y —

o9
SERSS

N——
m
@
=
>

0
(vii) Ist V = ( 1
0

0
Zon . (V) = A € GLF,) | A€ Zarpry | O “ )Y
GL(F,) {(0 . d) GL(]F)(l ﬂ)}

V enthaltende, nichtzer fallende
Cartan — Unterguppe

[elege]

0
0 ) € Wr(GL), so folgt
c

(viii) Ist V € Wg(GL), so folgt Zgrr,)(V) =
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Beweis: Die Aussagen (i) bis (vi) erhalten wir, indem wir mit beliebigen Matrizen
VeWi(GL),i=1,...,6 und M = (mjk)lsj,k§3 € GL(K) die Gleichung

V-M=M-V

allgemein ansetzen und die Eintrige der Produkte vergleichen.
zu (vii): Sei

mi2 miia+mi2l miszc
M-V = mos Mo + mggﬁ ma3 C
m3y Mmzia+msf mssc

und andererseits

mo1&x maox mazQ
V-M= mi1 +ma1ff miz2 +maaf maz + masf
msz1C ms3a C mssz C

Indem wir die Eintrége vergleichen erhalten wir unter anderem folgende Gleichun-
gen:

mazc = myz+ma3f
miz3C = Ma3
Mgz = Mz1C
mzia+ms S = mszc.

Nun 16sen wir die erste Gleichung nach mq3 auf und setzen sie in die zweite Glei-
chung ein. Ebenso setzen wir die dritte Gleichung in die vierte ein und erhalten

mi3 = Ma3zc—ma3f
c(cmaz —ma3z B) = masa

M3z = Mm31C

mzia+mgicf = mzc.
Dies ist dquivalent zu

mi3 = Mazc— Moz
(?=Bc—a)maz = 0

m32 = Mm31C
(> —Bc—a)yms; = 0.

Da z? — Bz — a € F,[z] prim und c aus F, ist, folgt, dal m3; und ma3 gleich Null
sind. Dann ergibt sich, dafl auch m;3 und mg2 mit Null iibereinstimmen. Also hat
Zgr(r,)(V) eine Blockstruktur

O ¥ ¥
O * *
* O O

und es folgt die Aussage.
zu(viii): Sei V aus Wg(GL). Dann ist ¢(V) = m(V) € F,[z] prim vom Grad drei.
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Daher sind 1, V, V2 linear unabhiingig iiber IF,, und liegen in einer nichtzerfallenden
Cartan-Untergruppe C. Der Zentralisator von V' stimmt mit dem Zentralisator von
C iiberein und nach 7.8 gilt Zgp(r,)(C) = C. Damit ist die Aussage gezeigt. a

Nun konnen wir auch die Méchtigkeiten der Zentralisatoren angeben.

Satz 7.10 Sei V eine Matriz aus W (GL). Dann gilt

(i) FirV € Wo(GL) ist |ZGL(]F ) )| =

)

(GL) (

(i) FirV € W3(GL) ist |Zgrw,)(V)| =
(iv) FirV € Wy(GL) ist |Zgrw, (V)| =
(v) FirV € Ws(GL) ist |Zgr,)(V)| =
(vi) Fiir Ve We(GL) ist |Zgrw,) (V)| =

(vii) Fiir V€ We(GL) ist |Zgr,)(V)| =

(viii) FirV € Ws(GL) ist |Zgrw,)(V)| =

Beweis: Fiir V € W;(GL) mit ¢ € {1, 3,4, 5,6} liest man die Aussage direkt an den
Zentralisatoren ab.

Sei V € W2 (GL). Dann ist Zgp(r,)(V) isomorph zu GL(2,F,) x F,. Daher ist die
Michtigkeit von Wo(GL) gleich (n? —1) (n2 —n) (n—1) bzw. (n —1)>n (n + 1).
Mit V € W7(GL) ist der Zentralisator von V isomorph zu

0
ZGL(Q,]P‘”)(( 1 g)) x T, .

Da das Minimalpolynom z? — Bz — a irreduzibel vom Grad zwei ist, ist

ZGL(Z,Fn)(( ? g))

eine nichtzerfallende Cartan-Untergruppe von GL(2,F,) zur quadratischen
Kérpererweiterung von F,. Es ergibt sich, daB |Zg L, ) (V)| gleich (n* —1) (n — 1)
gleich (n — 1)%(n + 1) ist.

Fiir ein V' € Wg(GL) folgt mit den gleichen Argumenten wie oben, daf Zg () (V)
eine nichtzerfallende Cartan-Untergruppe der GL(F,,) zur kubischen Erweiterung
von F, ist. Daraus erhalten wir, daB |Zg (s, ) (V)| = n® —1 gleich (n—1) (n*+n+1)
ist. |

Da
[VELE)| = |GL(F,)|
| Zar,) (V)|

gilt, sind wir nun in der Lage, die Langen der Konjugationsklassen anzugeben.

Satz 7.11 Sei V eine Matriz aus W (GL). Dann gilt fiir die Linge der Konjugati-
onsklasse:

(i) Ist V € Wi(GL), so folgt |[VELE)| =ns (n +1) (n® +n+1).

(GL)
(ii) Ist V € Wy(GL), so folgt [VELE)| =n? (n?2 +n +1).
(iii) Ist V € W3(GL), so folgt |VEHE)| = (n —1)n? (n + 1) (n®> + n + 1).
(GL)

(iv) Ist V € Wi(GL), so folgt [VELFn)| =1.
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(v) Ist V € W5(GL), so folgt |VEH )| = (n —1) (n4 1) (n> +n + 1).
(vi) Ist V € Ws(GL), so folgt |[VELEF)| = (n —1)2n(n+1) (n®> +n+1).
(vii) Ist V € Wy(GL), so folgt |[VELE)| = (n —1)n3 (n? +n +1).
(viii) Ist V € Ws(GL), so folgt |[VELE)| = (n —1)2n? (n + 1).

Zur Probe rechnet man “leicht” nach, dafl mit Vertretern V; aus W;(GL) die

Gleichung
8
GL(F,,
Do IW(GD)| [V = |GL(EF)
i=1
gilt.
Die Ergebnisse diese Kapitels werden in der folgenden Tabelle zusammengefafit:
Anzahl der . Mdchtigkeit des Elemente
Typ Vertreter Vertreter Zentralisator Zentralisators je Klasse
0 0 ) * 0 0 5
2(n —1)- n*(n+1)-
1 b 0 5(n <o * 0) (n—1)> ;
( 0 c> (n—2)(n—3) 0 0 = (n"+n+1)

co|h coe
SH
T
)
RN
o

* % 0
(n—1)(n—2) < * % 0 > (mn—13nn+1) | 2*(R®+n+1)
0

a
( 0 b) 0 =
a#b
a 1 0 mi1 miz 0 12 .
3 0 a 0]||(n=1)(n—2) 0 mu 0 (n—1)%n (n=1)n*(n+ 1)
00 b 0 0 mas (n"+n+1)
a#b
a 0 0 3,3
—1)°’n°(n +1)-
4 {0 a0 (n—1) GLEG,F,) (n—1 1
<0 0 a) (" +n+1)
a 1 0 mi1r Mmi2 Mi3
5 <0 a 0) (n—1) ( 0 mu 0 ) (n—1)%n? (’zn_z 2(::11))
0 0 a 0 m32 Ma33
a 1 0 mi1 Mi2 M3 12 .
6 0 a 1 (n—1) 0 mui1 m (n—1)n’ (n 21) n(n+1)
00 a 0 0 muy (04 nt1)
0 o O 3
1 2 0 « 2 (n—1) n°
22— Br—a
prim, c € F;,
0 0 « 1 .
z(n—1)- nichtzer fallende (n—1)- 9 3
3 _
8 ( (1) (1) ’2 ) n(n+1) Cartan — Gruppe (n*+n+1) (n=1)n*(n+1)
23y’ Pr-a

91




Kapitel 8

Die Konjugationsklassen der
Gruppe G(n)

In diesem Kapitel bezeichnet n ein érreduzibles Polynom vom Grad d aus Fy[T.
Zum Korper L := F, [T] / (n) werden aus den Konjugationsklassen der GL(L) (=

GL(3,L)) die Konjugationsklassen von G(n) = {M € GL(L) | det(M) € F;}
ermittelt.
Vorab benétigen wir noch einige Lemmata.

Lemma 8.1 Seien g,d € N, g > 1. Dann gilt

-1 (g=1 (mod 3) A d =0 (mod 3))

V(g =2 (mod 3) A d =0 (mod 2)) -

folgt direkt die Aussage. m|

Lemma 8.2 Sei L = Fya ein endlicher Korper. Dann gilt:

g—1 : =120 (mod 3)
HaeL*|a® e Fy}| = -
d
3(g-1) : qq:11 =0 (mod 3)

Beweis: Da L* zyklisch ist, existiert ein Isomorphismus von L* nach Z / (¢* - 1)Z

und folgendes Diagramm kommutiert:

]B‘q" — L*

I I
g¢-1 7
(=) lgi-vz = “lg-1
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Also gilt

a1
|{a€L*|a3€F;}| = HneZ|0§n<qd—1, 3n =0 (mod qq—l)}"

Wir unterscheiden nun zwei Fille.

(i) Sei L1 # 0 (mod 3).
Dann folgt

i1
{aeL* |a®€F;} = ‘{0§n<qd—1|n50(modq )H

qg—1
= (¢-1)

(ii) Sei ‘1;%11 = 0 (mod 3), d.h. es existiert ein ¢ > 0 und ein k¥ # 0 (mod 3) mit
q:_—_ll = 3% k. Dann folgt:

{a € L* | eF,} = {0 <n < ¢? — 1] 3n = 0(mod 3'k)}|

1 ¢¢-1
= 0< _1|n=0mod (= - ——
H <n<gq | n mo (3 q—l)}
= 3(¢-1)
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Mit Hilfe der obigen Lemmata werden folgende beiden Sitze gezeigt, auf die im
folgenden haufig verwiesen wird.

Satz 8.3 Sei L =T a ein endlicher Kérper. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) L=t =0 (mod 3).

d
q—

(i) B - (L*)? = (L*)? und [L* : (L*)*] = 3.

(iii) [{a e L* |a® €F;}| =3(¢—1).

(iv) (¢=1(mod 3)Ad =0 (mod 3))
V(g =2 (mod 3)Ad =0 (mod 2)) .

Beweis: Die Aquivalenz der Aussagen (i) und (iv) folgt aus 8.1, und die Aquivalenz
von (i) und (iii) folgt aus 8.2. Es geniigt also, die Aquivalenz von (i) und (i) zu
zeigen.

(i) = (i1): Aus ‘1:_—_11 = 0 (mod 3) folgt insbesondere ¢® — 1 = 0 (mod 3). Dann
enthélt der Kern der Abbildung z ~ z?® in L* drei Elemente, und somit ist [L* :
(L*)3] = 3. Sei weiter L* = (¢). Dann gilt

. ¢t -1
a€F, <= a=¢" miti=0mod (q—1>'
Aus ’1:%11 = 0 (mod 3) ergibt sich, daf fiir a = &' die Wurzel ¢/a = 5 in L* liegt.

Also ist I} eine Teilmenge von (L*)? und somit ist F} - (L*)® = (L*)3.

(#4) = (i): Der Beweis wird durch Widerspruch gefiihrt. Sei
*\3 _ *\3 * *\31 —
F, - (L*)° = (L*)” und [L* : (L*)°] = 3.
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Weiter sei
’ 1 3_/'_ 0 (mod 3
q 1 ( )'

d_
Dann liegt £ in F; und ist keine dritte Potenz in L*. Da der Index von (L*)3 in

L* prim ist, gibt es keine nichttrivialen Zwischengruppen, und es ist F} - (L*)® = L*.
Aus L* # (L*)? folgt der Widerspruch zur Annahme. Also muf} immer qqd:11
0 (mod 3) gelten.

o

Analog gilt

Satz 8.4 Sei L =F,a ein endlicher Kérper. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) =L #0 (mod 3).

(ii) F, ¢ (L*)® oder (L*)* = L*.
(iii) BEs existiert ein a € F, mit L* = (L*)® Ua (L*)® U a® (L*)3.
(iv) F, - (L*)® = L*.

() {a€eL*|a®€F} =(q-1).

g =0 (mod 3)
(i) § Vv (g=1(mod3) A d=0 (mod 3))
V (¢g=2(mod3) A d=1(mod 2))
Beweis: :
e (i) < (vi): Dies ist die Negation von 8.1.
e (i) < (v): Dies folgt aus 8.2.
Die Aquivalenz der Aussagen (i), (ii), (44), (iv) wird durch einen Ringschluf gezeigt.

o (i) = (i1): Sei ‘1:_—_11 # 0 (mod 3). Dann unterscheiden wir zwei Félle:
1.Fall: ¢ — 1 # 0 (mod 3). Dann ist L* = (L*)? und es folgt die Aussage.
d
2.Fall: ¢* —1 =0 (mod 3), d.h. [L* : (L*)?] = 3. Sei L* = (¢) und n := T
)

q—1
Dann liegt e” in F,. Dan # 0 (mod 3) und ¢ — 1 = 0 (mod 3), hat die
Gleichung 3 m = n (mod ¢? — 1) keine Losung. Daraus ergibt sich, daf§ e”
keine dritte Potenz in L* ist. Damit ist F, ¢ (L*)3.

e (ii) = (iii): Fiir (L*)® = L* ist die Aussage trivial. Sei also [L* : (L*)3] = 3.
Dann ist insbesondere L / (1*)? zyklisch von Primzahlordnung. Nach Vor-
aussetzung existiert ein Element a aus Fy — (L*)®. Die Nebenklasse dieses

Elements mus also " / (L*)3 erzeugen.

o (iii) = (vi): Wieder ist die Aussage trivial, falls (L*)® = L* gilt. Sonst exi-
stiert ein a aus F; — (L*)®. Da es zwischen L* und (L*)® keine weiteren
Untergruppen gibt, folgt

L* D F, - (L*)® D (a, (L*)%) = L*.

Also ist F, - (L*)? gleich L*.
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e (iv) = (i): Sei F, - (L*)® = L* und =1 = 0 (mod 3). Dann ist F* eine

g—1 q
Teilmenge von (L*)?, und daher ist (L*)® = L*. Dies bedeutet, dafl ¢ — 1 #

0 (mod 3) im Widerspruch zu @1 (mod 3). Also folgt die Aussage.

g—1

Damit ist der Ringschlufl beendet und der Satz bewiesen. O

Wir benétigen noch eine Hilfsaussage, bevor wir zur Berechnung der Linge der
Konjugationsklassen kommen.

Lemma 8.5 Seien M, N zwei Matrizen aus G(n), die in GL(L) konjugiert sind.
Dann gilt
1Za ) (M)] = |Zam) (V)] -

Beweis: Sei T € GL(L) mit T-! NT = M. Dann ist
Zary(M)=T" Zgry(N) T .
Da die Konjugation die Determinante nicht verdndert, gilt

|Zawmy(M)| = [Zgrr)(M)NGn)|
T~ Zar)(N) T NG(n)
|Zgr)(N) NG(n)

= |Zg@m)(N)|-
O
Korollar 8.6 Seien M, N aus G(n) vom gleichen Konjugationstyp, dann ist
MO = NSO
Beweis: Seien V; und Vs die Vertreter von MGL(XL) bzw. NGLL) Dann ist
|Zaw)(M)| = [Zgwm) (V1)
= |Zgrw)(V1) N G(n)]
= |Zgrr)(V2) N G(n)|
= |Zgwm (V)|
= |Zg@m)(N)| .
Dabher ist
|MG(n)| — |G(n)| — |G(n)| — |NG(n)| .
1Zam)(M)|  |Zgm) (V)]
O

Nach diesen Vorbemerkungen konnen wir nun die Lange der Konjugationsklassen
unter G(n) und die Anzahl der Vertreter je Typ ermitteln.

Sei W;(G(n)) fiir ¢ = 1,---,8 ein Vertretersystem der Konjugationsklassen in G(n)
und

Zwei Matrizen, die in GL(L) nicht konjugiert sind, sind auch nicht in G(n) konju-
giert. Daher diirfen wir W;(G(n)) so wihlen, dafl W;(GL) N G(n) eine Teilmenge
von W;(G(n)) ist. Wir werden nun untersuchen, in welchen Fillen W;(GL) N G(n)
eine echte Teilmenge von W;(G(n)) ist, und welche Matrizen in diesen Fillen noch
hinzukommen. Folgendes ist hierzu von grofier Bedeutung. Die Abbildung
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det: GLIL) —» L'/p
q

M det(M)-TF,
ist ein Homomorphismus endlicher Gruppen. Fiir ein V' aus W;(GL) gilt

ker(det|zg, ,,(v)) = Zag(n)(V)

und damit N
1Zar)y(V)| = Zgm) (V)| - Im(det|z,, ., (v))] -
Daraus folgt

[VELL)| = |GL(L)|
1ZgLw) (V)
_ GO 1L 1
Fl 1Zaw (V)] - Tm(det|zg ., (1)]
_ 1 |G|
IE5 1 [im(detlzg, o v)) - 1 Zam (V)]
|L*|

= Ve
|]FZ| . |Im(det|ZGL(L)(V))|

Da Konjugation die Determinante nicht veréndert, gilt fiir alle V aus GL(L)

VELL) Ve G(n)
VELL) N G(n) =

0 : VEG(n)
Einerseits folgt aus
{MeGw |Typ(M)=iy= |J  v*®
VeW:(GL)NG(n)

fiir die Méchtigkeiten
{M € G(n) | Typ(M) = i}| = |[Wi(GL) N G(n)| - [VEED)],
Andererseits gilt

{M eGm)|Typ(M)=di}= ] VOO,
Vew:(G(n))

und daher ergibt sich mit Korollar 8.6

{M € G(n) | Typ(M) = i}| = [Wi(G(n))| - [VE™.
Aus den obigen Gleichungen folgt, daf3

[Wi(GL) N G(n)| - [VEHE)| = [Wy(G(w))] - [VEM]

ist. Daraus erhalten wir

L*
WG| = L]
|]Fq| ) |Im(det|sz(L)(V))|

Indem wir fiir die V" aus W;(G'L) die Zentralisatoren Z¢ (1) (V') betrachten, erhalten
wir folgenden Satz:

- [Wi(GL) N G(n)].
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Satz 8.7 Sei V € W;(GL), i # 6 oder qda_ll # 0 (mod 3). Dann gilt:

[VEED)| = |VEM| und [W;(G(n))| = |Wi(GL) N G(n)| .

Beweis: Wir werden zeigen, daff in den im Satz zugelassenen Fillen die Ein-
schréinkung von det auf Zgr,()(V) surjektiv ist. Wir unterscheiden drei Falle.

e Sei V € W;(GL), i # 6,8. Dann sehen wir direkt anhand der im vorigen
Kapitel berechneten Zentralisatoren, dafl die Abbildung

det : Zgrny(V) — L /FS
surjektiv ist. Es ist also

=~ |L*|
[Tm (det| vl = —»
ar)(V) |]F;|

und die Aussage folgt aus den oben angegebenem Formeln.

e Im Fall 4 = 8 sieht man nicht direkt, daf3

det : Zor)(V) — L /7

q
0 0
V=110
01

#(V) = 2® — y2® — Bz — a € Lz] prim .

Aus dem vorigen Kapitel ist bekannt, dal Zgy1)(V) eine nichtzerfallende
Cartan-Untergruppe ist, d.h. Zgpz)(V) ist das Bild einer Einbettung

surjektiv ist. Sei also

=2 ® L

) € GL(L)

mit

i L[x]/(p(x)) — GL(L).

Da M =1L [z] / (p(z)) eine endliche Korpererweiterung von L ist, gilt fiir alle
Matrizen A € Zgrr)(V), da8
det(A) = Norm¥ (i7*(A))
ist. Da die Normabbildung
NormM : M* - L*
fiir endliche Erweiterungen von endlichen Kérpern surjektiv ist, gilt dies auch

fiir . .
det:ZGL(L)(V)—)L /]F; .
Damit folgt die Aussage fiir Wg(GL).

e Sei nun ¢ =6 und (1;__—11 # 0 (mod 3). Es ist

ZGL(L)(V):{ ( ) | a € L*, b,cGL}.

[SES 2l e

b
a
0

o o R
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Dabher ist

— *\3
Im(det|zg, ., v) = {&°F; |a € L+} = (F7) ]FZ/]FZ.

Nach 8.4 stimmt (L), [+ mit Lr [+ iiberein. Daher ist auch in diesem
Fall Im(&gﬂzcum(v)) surjekziv, und es fqolgt die Aussage.
O
Der Satz 8.7 besagt, daf die Klassenzugehorigkeit einer Matrix M mit Typ(M) # 6
-1

oder L=1 # 0 (mod 3) durch ihre Jordansche Normalform in GL(L) festgelegt ist.

q—1
Entsprechend zeigen wir:

Satz 8.8 Sei V € Ws(GL) und L= =0 (mod 3). Dann gilt:
[VEEE] = 3. [VEM | und [Wi(G ()| = 3 [Wi(GL) N G(n)|
Beweis: Wir betrachten wieder die Abbildung
det : Zary(V) — L*/]F;-

Dann ist 3
o LY
Im(det|ZGL(L)(V)) = ( ) ‘I/Fqk .

Nach 8.3 ist (L*)*F; = (L*)® und [L* : (L*)’] = 3. Also ist

L) R,
B [m(detlze, o o) ol ()]
Mit den obigen Formeln folgt die Aussage. O

Also ist im Fall qqd%ll = 0 (mod 3) die Klassenzugehorigkeit einer Matrix M aus
G(n) vom Typ sechs durch ihre Jordansche Normalform nicht eindeutig bestimmt.
Nach Satz 8.7 kénnen wir fiir ¢ # 6 oder ‘1;_—_11 # 0 (mod 3) die Menge W;(G(n))
ermitteln, indem wir alle M aus W;(GL) bestimmen, die in G(n) liegen. Nach Satz
8.8 gilt dies fiir i = 6 und ‘1:%11 = 0 (mod 3) nicht. In diesem Fall gibt es Matrizen
in G(n), die zwar in GL(L) nicht aber in G(n) konjugiert sind.

Daher werden wir nun Wg(G(n)) im Fall ‘f_—}l = 0 (mod 3) ermitteln. Wir benéti-
gen folgende Hilfsaussage, die uns ein Kriterium liefert, wann zwei unter GL(L)
konjugierte Matrizen vom Typ sechs auch in G konjugiert sind.

Satz 8.9 SeiT € L* , M € G(n) beliebig. Weiter sei
0
V= 1 ] € G(n).
a
Dann sind dquivalent:
(i) M € VG&®

(i) Es existiert ein T € GL(L) mit

o o8
o e 9

T-'MT=

oS O R
S =
e = O

und det(T) 7> € T} (L*)3.
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(iii) Fir alle T € GL(L) mit

T-'MT= (

gilt: det(T) 7% € F; (L*)®.

L = O
N——

S O
S =

Beweis: Der Beweis erfolgt durch einen Ringschluf.

e (i) = (44): Wir berechnen die Jordansche Normalform von V iiber L und

erhalten
1 0 1 00
a 1 ]-10 7 0].
0 a 0 0 7

Weiter sei g aus G(n) mit g~ M g = V. Indem wir die beiden Gleichungen
zusammensetzen erhalten wir

<

I
/N
OO =
\]

o | O
=

\]

| © O
-
N~
~/
OO

a 1 0
diag(1,7,7) g~ M g diag(1,7 ", 7= 0 a 1 ].
0 0 a

Wir wihlen T := g - diag(1,7—!,7~!) und erhalten det(T)7? = det(g) € F, C
P (L*)?.
q

e (i1) = (4i%): Sei T wie in (%) und S € GL(L) mit

S_IMS:(

o o8

1
a
0

beliebig. Dann ist

a 1 0 a 1 0
S0 a 1]|8t=T10 a 1 |T7".

0 0 a 0 0 a
Also gilt

a 1 0 mi1 M2 M3 *

€ L*,

T_ISGZGL(L)( 0 a 1 )= 0 mi1 Mi2 | i I .

00 a 0 0 my ) ™zMsE

Daher existiert ein o € L* mit det(S) = det(T) - o3, und es gilt

det(S) 72 = det(T) 72 o € I (L*)3.

e (iii) = (i): Sei T wie in (4ii). Dann ist det(T) = 772 ba® mit @ € L* und
b€ ;. Wir wihlen dann g als

g:=T -diag(1,7,7) - diag(a t,at,a™ 1)

Dann ist g ' Mg =V und det(g) = b € ;. Also liegt M in Y G,
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Korollar 8.10 Seia € L*, a® € F*, L* = (¢), L= =0 (mod 3). Dann gilt:

q’ q—1
a 1 0 GL(E) a 1 0 Glm) . a ¢ 0 Glm) . a €1 0 Gln)
0 a 1 = 0 a 1 U 0 a 1 U 0 a 1
0 0 a 0 0 a 0 0 a 0 0 a

Beweis: Aus ¢ — 1 = 0 (mod 3) folgt, daB8 [L* : (L*)%] = 3 ist. Daher ist L* die
disjunkte Vereinigung

L* = (L*)® Ue(L*)? Ue H(L*)3.

Nach Satz 8.3 ist F; (L*)* = (L*)*. Da

a ¢ 0 a 1 0
diag(l,e,e) | 0 a 1 |diag(l,e L,e =0 a 1
0 0 a 0 0 a

bzw.

a ¢! 0
diag(l,e e[ 0 a 1 |diag(l,e,¢e) =
0 0 a

O O
o
e = O

|

gilt, folgt aus Satz 8.9, daf} die drei Konjugationsklassen disjunkt sind. Da {1,¢,e71}
ein Reprisentantensystem von L / (L*)? bildet, ist wieder nach Satz 8.9 jedes

GL(L)
Ve ( )

zu einer der drei rechten Matrizen konjugiert. Damit ist die Aussage gezeigt. a

o O 8
L = O

1
a
0

Folgendes Korollar ergibt sich direkt.

Korollar 8.11 Sei L* = (¢) und q;%ll =0 (mod 3). Dann gilt:

We(G(n)) = { (

Bemerkung: Wie man sieht, ist |Ws(G(n))| = 3|[{Ws(GL) N G}|.
Nun sind wir in der Lage, die Méchtigkeiten der W;(G(n)) auszurechnen. Aus be-
weistechnischen Griinden beginnen wir nicht mit W1 (G(n)).

O O
S e 3

0
1) |a€L* da® el,, 7€ {1,6,81}}
a

Satz 8.12 FEs gilt:

—1) : £=L20 (mod 3
Woay = 0D ¢ Fomedd

9(¢—-1) : q;—_lEO(mod?;)

Beweis: Aus den Sitzen 8.7 und 8.8 ergibt sich, dafl

We(GL)NG : £=L #0 (mod 3
W (G(n))| = [We(GL) N G(n)| =1 # 0 (mod 3)

3|We(GL)NG(n)| : =L =0 (mod 3)
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ist. Aus Lemma 8.2 folgt

[We(GL) N G(n)]

I
——
/o~
S O R
oS e =
e = O
N——

m

9
=
=
N

w

Mm
o
N——

Indem wir beides zusammensetzen erhalten wir die Aussage. O

Satz 8.13 Seii € {4,5}. Dann gilt

(=1 : Z=L#0 (mod3)
WiGm) =4 °

3(g—1) : f—_IEO(mod3)

Beweis: Es gilt |[W;(G(n))| = |Wi;(GL)NG(n)|. Betrachtet man die entsprechenden
Vertreter, so ergibt sich wie im Beweis zu 8.12, daf}

\ (¢—1) : L='#0 (mod 3)
[Wi{(GL)NG(n)| = {a € L* | a® €T} =

3(g—-1) : -1 (mod 3)

ist. O

Satz 8.14 Seii € {2,3}. Dann gilt

‘- - . mod 3
Wiy =4 2T e AR medd

(@-4)(g—1) : L5 =0 (mod 3)

Beweis: Mit Satz 8.7 gilt:
[Wi(G(n))| = [Wi(GL)NG(n)|
= |{(a,b) |a#b, a,be L*, azbEF;H

= H@b)|a,be L, a® e F}| - {(a,a) |a € L%, a® € F}}].

Wieder folgt aus Lemma 8.2

(g—1) : L= #0 (mod 3)
WiGw) = @-1@-n-{ ‘ °
3(g—1) : L= =0 (mod 3)

(¢*=2)(g=1) : =1 #0 (mod 3)

@ -4@-1 : 1= (mod 3)
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Satz 8.15 Es gilt

(W1 (G(w))| =

(=

(-1 (¢*~2) (¢*-3) : L= #0(mod 3)

(g—1) (¢** —5¢?+10) : L= =0 (mod 3)

=

Beweis: Mit Satz 8.7 gilt:

(W1 (G(n)]

= |[Wi(GL)NG(n)|
1 *
= 6|{(a,b,c)|a,b,c€L,a;éb;éc;réa,abce]F’(;H

1
= —[|{(a,b,c)|a,b,ceL*, a-b-cE]F’q"}|+

—{(a,a,¢) |a,c € L*;a # c,a’ c € F} }| +
—{(a, b,a)|a,b€L*,a7éb,a2b€F;}|+
—{(a,b,b) | a,b € L*,a # b,ab’ € F} }| +

—H(a,a,a) | a € L*,a® € F;}|]

= 6[|{(a,b,c)|a,b,ceL*, a-b-cG]Fj;}|+

-3 {(a,a,c) | a,cEL*,a#c,aQCqu"H-i-
~{(a,a,0) |a€ L*,a* € Fy }]]

Der zweite Summand wurde bereits im Beweis von Satz 8.14 berechnet, und Lemma
8.2 liefert den dritten Summanden. So ergibt sich

r

Yt =12 (q=-1) =3 (¢*-2)(g-1)—(g=1)] : L=#0(mod3)
LACTEE. d
| 5l@=D? (@-1)=3(¢"=9(a—-1) -3(¢—1)] : %= =0(mod3)
_ ] de-ne-2e-3) £=1 20 (mod 3)
\ s —1)(¢* — 5¢* +10) : ‘1:_—_1150(m0d3)
O
Satz 8.16 Es gilt :
W2 (Gm) = 5 ' (@'~ 1) (4 =1) -
Beweis: Mit den gleichen Argumenten wie oben erhalten wir
[W2(G(n))| = [Wr(GL)NG(n)|
0 a O 2 .
_ z* — fr — a € L[z] prim,
) H (47 8) comn 25 H
= |{z* - Bz —a € L[z] prim}|- (¢ — 1)
O

Um den Beweis des néchsten Satzes zu vereinfachen, wird nun ein Hilfslemma be-

wiesen.
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Lemma 8.17 Sei Fy ein endlicher Kirper, c € Fy, n,d € N. Dann gilt:

3d _
(:t:qq—11 —c) teilt (.7:‘13d —x).

Beweis: Offensichtlich ist die obige Aussage dquivalent zu

3d
g°"—1 . 3d
T —cteiltz9 1—1.

Indem wir die neue Variable z := xqid——_ll einfithren, miissen wir lediglich zeigen, daf§
(z—c) das Polynom (2771 —1)
teilt. Dies gilt genau dann, wenn fiir alle ¢ € Fj
t-1=0

ist. Die letzte Gleichung wird von allen ¢ € I} erfiillt, da IF; eine zyklische Gruppe
ist. Damit ist die Aussage gezeigt. a

Satz 8.18 Es gilt :

Lg-1)q*(¢"+1)  : L5 #0(mod3)
|Ws(G(w)] = ;
1@-1(@"+2)(¢"-1) : L= =0(mod 3)

Beweis: Wie {iblich ergibt sich

Ws(G(n))| = [Ws(GL)NG(n)|
_ (1) 8 g eGL(LHm3—'yx2—ﬁw—a€L[x]prim,
01 ¢ a €l
= [aq(2) € L[z] | q(z) prim,normiert, deg(q) = 3, ¢(0) € Fy }|.

Die Bedingung ¢(0) € F, verhindert, da8 wir die Formel aus Satz 7.1 anwenden
konnen. Daher ermitteln wir die Anzahl wie folgt: Sei M der kubische Erweite-
rungskérper von L, d.h. M sei der Zerfallungskérper des Polynoms zX1° — z € Lz].
Dann liegt fiir alle & € M das Polynom

Pa(@) := (z —a) (z — a¥) (z — o)

in L[z]. Da der Index [M : L] = 3 prim ist, existieren keine nichttriviale Zwischen-
erweiterungen. Daher ist p,(z) genau dann prim, wenn « in M — L liegt. Weil M
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist, gilt sogar

¢(z) € L[z] prim, normiert, deg(q) =3 <= Ja € M — L mit ¢(z) = py(z).
Folglich ist
{q(z) € L[z] | deg(q) = 3, q prim und normiert} = {p,(z) |« € M — L}.

Daraus erhalten wir die Gleichheit

deg(q)zS,q(O)EFg}:{pa( )] a€EM-L, }

q prim und normiert Norm}!(a) € F;

{qm>eLmn
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Da die drei Polynome py (), pae(x), p . (x) gleich sind, folgt

deg(q) = 3,4(0) € F;

q prim und normiert g

{oto) € 2| b= g Hae M -1 Norm} (@) € ;) |

1 1
= §|{a €M | Norm¥ (a) eF,} - §|{a €L | Norm¥(a) € I 3

Wir werden nun die beiden Summanden einzeln berechnen.
1. Nebenrechnung: Fiir jedes o aus M ist

2 d 2d

NormM (a) = o HEHILIT = gl+a +a™

Daher gilt fiir alle ¢ € I

{a € M | Norm¥(a) = ¢} = {a € M | a ist Nullstelle von z'+4'+7* _¢ € F; }.

Wir betrachten nun M als Erweiterungskorper von F,. M ist der Zerfallungskoérper
zum Polynom z7* — z aus F,[z]. Da 1+ ¢% — ¢! = q::—:ll Teiler von ¢*¢ — 1 ist,

teilt z'+9"+9*" — ¢ nach Lemma 8.17 das Polynom

27— = (xqad_l —-1) z.
Daher zerfillt es in M vollstindig in Linearfaktoren. Da das Polynom
plrad+ad _
und seine Ableitung

(147 +¢%) gl0™+0") = gla*+a®)

teilerfremd sind, ist es separabel {iber F, und besitzt daher 1+ %+ ¢*¢ verschiedene
Nullstellen in M. Somit folgt

{a € M | Normj'(a) € Fj}| = (¢** + ¢ +1) (¢ - 1).

2.Nebenrechnung: Nun miissen wir ermitteln, fiir wieviele a aus L die Norm von «
in I} liegt. Mit Lemma 8.2 ergibt sich

{a€L|Norm}' €F;}| = [{a€L|a®€F;}
g—1 -1 %0 (mod 3)

Insgesamt folgt

g=1) : T21%#0 (mod 3
WeGm) = 3@+ +1)a—1) - 50— 1) # 0 (mod 3)
(¢—1) qq__ll =0 (mod 3)

La-1 ¢t (@@ +1) -1 %0 (mod 3)




Damit ist alles gezeigt. O

Nachdem wir die Machtigkeiten aller Mengen W;(G(n)) mit ¢ € 1,...,8 berechnet
haben, kénnen wir mit Hilfe der Sitze 8.7 und 8.8, den Ergebnissen des Kapitels 7
und der am Anfang dieses Kapitels ermittelten Formel

[Wi(GL) N G(n)|- [VEEE) | = |W;(G(n))] - [VED)

die Léingen der Konjugationsklassen V(") angeben. Die dazu nétigen elementaren
Divisionen spare ich aus. Die Ergebnisse sind in der Tabelle am Ende des Kapitels
zu finden. Mit ebenso elementaren, aber langwierigen Umformungen ergibt sich die
Probe

8
2 WG| VEM| = |G,

wobei V' jeweils ein Vertreter aus W;(G(n)) ist. Wie in Kapitel 7 erhalten wir aus
einem bekannten Satz aus der Darstellungstheorie ([Lan93, Proposition 4.2., S.674])
folgenden Satz:

Satz 8.19 Die Gruppe G(n) besitzt

(@—1) ¢ (¢*+1) : L= #0 (mod 3)

(g-1) (" +¢*+8) : L= =0 (mod 3)

indquivalente, irreduzible Darstellungen.

Beweis: Der Satz folgt durch einfaches Aufsummieren, da die Anzahl der indqui-
valenten, irreduziblen Darstellungen von G(n) mit

8
> IWi(G()))|
i=1

iibereinstimmt. O

Bei diesen Berechnungen fillt auf, daf} in den beiden Fillen

d_1 d_1
qq—l =0 (mod 3) und qq—l

# 0 (mod 3)

die Summe

8
> IWi(Gm)| = (¢— 1)@ +¢" — 1)
izo
den gleichen Wert liefert. Die Differenz in der Anzahl der iniiquivalenten, irredu-

ziblen Darstellung hingt also nur vom Typ 6 ab.
Die Ergebnisse dieses Kapitels werden in folgender Tabelle zusammengefafit:
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Es bezeichnen a, b, ¢, a, 3,7 Elemente aus L, und ¢ sei ein fest gewdhlter Erzeuger

der Gruppe L*.

Anzahl der Klassen FElemente
Typ G(n)) vom Typ i in G(n) je Klasse
a 0 0
) b 0 Ha—-1(@ =2 =3) : L5 #0 (mod 3) 3(gd 4 1).
2 |, d
a_ (@ +4q"+1)
a#bteta L(g—1)(¢** — 5¢* +10) : qq711 =0 (mod 3)
a- bCG]F*
0 a 0 ~ 1) (g% — a¢-1
2 ( 0 0 b ) (@=Dl=2) 2 5= #0mod3) P+t + 1)
d_
artb, a?-beF (g—1)(¢g% —4) qq711 =0 (mod 3)
1 0
a 0 (g=1(@"=2) = L5 #0 (mod 3) g — 1) (g% + 1)
3 0 b 2d d
~1)(¢*—4) : L=L=0(mod3 @+t
atb, a2beF? (¢-1(¢" -4) : = =0(mod3)
a 0 0
A 0 a 0 (g—1) q_1¢0(m0d3) )
e 3(¢—1) : %51 =0 (mod 3)
a 0
d_
; g 0 (@—1) : 2510 (mod 3) (q* = 1)(q* + 1).
a
o1 _ (@ +q*+1)
JeEs 3(¢—1) : <= =0(mod3)
( a 0 )
0 1 d¢, d 2/.d
d_ -1 +1)-
00 a (@—1) : 2= #0 (mod3) 1 (?qw +)qd(({|- N )
a E]F*
| < a ! )
0 a 1 1 d(,d 2/ d
d_ 30°(¢" —1)°(¢* + 1)
0 a 9(¢g — 1) qq_ll = 0 (mod 3) 3 (@ + g +1)
T€{l,e,e”
aSE]F*
(0 o' 0)
1 8 0 3d(,.d
1., . % (¢" = 1)-
7 (@ —1)g%(¢* —1) (@ + ¢ + 1)
mzfﬂmfa prim
7a-c€]Fz
0 0 «
105 La-1g'¢"+1) 45 #£0 (mod 3) (¢ - 1)*
8 0 1 ~ 4
¢“+1
e gy apim | Ha—D@+2)(@ —1) L5l =0(mod 3) @+
acly
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Kapitel 9

Der Schnitt der VG(“) mit
Untergruppen von G(n).

Nachdem wir die Konjugationsklassen von G(n) = {M € GL(3,L) | det M € F,}
berechnet haben, miissen wir diese noch mit den in den Formeln 6.6 und 6.10 re-
levanten Fixgruppen schneiden. Dabei werden wir sehen, dafl man Formel 6.10 zu
Formel 6.13 vereinfachen kann. Da wir meist 3 x 3 Matrizen betrachten, werden
wir in den Bezeichnungen der Gruppen die Dimension der Matrizen vernachlassi-
gen. Falls auftretende Matrizen eine andere Dimension besitzen, wird dies explizit
erwihnt. Das Symbol I bezeichnet die n x n-Einheitsmatrix, wobei das n aus dem
Zusammenhang immer hervorgeht.

In den Sitzen dieses Kapitels tritt oft die Formulierung “Sei V = ... € W;(G(n))”
auf. Dadurch werden implizit Bedingungen an die Eintrige von V gestellt (2.B. a
invertierbar, a # b oder x> —ax — 3 prim), die in der Formulierung des Satzes nicht
explizit genannt werden.

Wir miissen nun fiir alle ¢ € {1,...,8} und alle V € W;(G(n)) die Michtigkeit des
Schnitts der Konjugationsklassen mit den Gruppen

GL(]FQ)7

Tio,0100,1)11,175 To,d—1)[1,d]

Tig-1,2a—2) T'[0,a=1)> Lo 0)[0,1)

Tia—1,a-1) Lla—1,a-1)da-1,4)> Tlo,0)p1,1

angeben. Wir werden sehen, dal wir Gruppen in der gleichen Zeile jeweils simultan
betrachten kénnen. Ich erinnere daran, daf die obigen Gruppen die Fixgruppen der
folgenden Simplizes aus Wy_1 sind:

[d-1d-1] [¢-1,2d-2]

00 01 [0,6-1]

Es wird immer wieder von den gleichen Argumenten Gebrauch gemacht, die ich hier
kurz erwihne.

107



e Zwei unter G(n) konjugierte Matrizen haben das gleiche charakteristische Po-
lynom und das gleiche Minimalpolynom.

e Der Korper L ist der Zerfillungskorper des separablen Polynoms 29" — 7 aus
F, [z]. Daher ist L normal und separabel iiber F,. Die Normalitit besagt, dafl
jedes Primpolynom aus F,[z], das in L eine Nullstelle hat, bereits vollstindig
in L[z] in Linearfaktoren zerfillt. Aus der Separabilitit folgt, dafl kein Prim-
polynom aus Fg[z] mehrfache Nullstellen in L besitzt.

Damit sind wir nun bereit, die einzelnen Schnittmengen und ihre Méchtigkeit zu
berechnen.

9.1 Der Schnitt V™ NGL(F,)

Wir beginnen mit einem Satz, der es uns gestattet, Aussagen iiber die Michtig-
keit des Schnitts auf Aussagen {iber Lingen von Konjugationsklassen der GL(IF;)
zuriickzufiihren. Daher wird hiufig auf Satz 7.11 verwiesen, in dem diese Lingen
ermittelt wurden.

Satz 9.1 Seien A,B € GL(F;) vom gleichen Typ in GL(L). Weiter sei ihr Typ
ungleich 6. Dann gilt
AeBS™ — Ae BELFE,

Beweis: Da wir nur 3 x 3 Matrizen betrachten und der Typ ungleich sechs ist,
ist die Konjugationsklasse in G(n) einer Matrix eindeutig durch ihr charakteristi-
sches Polynom und ihr Minimalpolynom festgelegt. Andererseits sind zwei Matrizen
aus GL(F;) genau dann unter GL(F,) konjugiert, wenn sie die gleiche Jordansche
Normalform besitzen. Und diese ist fiir 3 x 3 Matrizen ebenfalls durch charakteristi-
sches Polynom und Minimalpolynom festgelegt. Also folgt die Aussage aus folgender
Aquivalenz:

Ae BM  «—  ¢(A) = ¢(B) und m(4) = m(B)
— Ae BCIF)

Satz 9.2 Sei

a 0 O
V = 0 b 0] eWi(G(n)
0 0 ¢
Dann gilt
(
(q—1)2%¢%(qg+1) : #(V) € Fylz] prim
@=DP@HIHD) oy primseier oot Gra
|VG(")OGL(IFQ)|=< hat Primteil Grad 2
Pg+1)(¢" +q+1) : {a,b,c} CF,
{ 0 : o(V) ¢ F, [z]

Beweis: Wir nutzen aus, daB alle Matrizen aus VE(") das gleiche charakteristische
Polynom und das gleiche Minimalpolynom besitzen. Im vorliegenden Fall bedeutet
dies, da8 der Schnitt leer ist, falls ¢(V') nicht in F,[z] liegt. Ansonsten miissen wir
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das Zerfallen von ¢(V)=(z — a)(z — b)(z — ¢) in F,[z] betrachten.
1.Fall: ¢(V) = det(zI — V) = 2% + dyz® + d1x + dp ist prim in F,[z]. Dann ist

0 0 —do )7
VM NGLFE)= |1 0 —d
0 1 —dy

Die Liinge diese Klasse haben wir bereits in Kapitel 7 berechnet, und mit Satz 7.11
folgt
V™ NGLF,)| = (g—-1)* ¢ (¢+1).

2.Fall: (V) = (#® + d1x + do)(z + ¢), ¢,d1,do € F,, hat genau eine Nullstelle in F,.
Dann ist o
0 —dy 0 L(Fq)
c

VM NGLEF,)= | 1 —d 0
0o 0 -

und mit Satz 7.11 folgt
V™ N GL(E,)| = (¢ - 1)’ (¢ +q+ 1)

3.Fall: ¢(V') zerféllt in I, [z] in Linearfaktoren. Dann liegen bereits a, b, c € F, und
sind alle verschieden. Daher ist

b 0

0 c

VO NGLF,)| = ¢* g+ 1)(@" +q+1).
Damit ist alles gezeigt. m|

o o8

Ve N GL(F,) = (

und

Satz 9.3 Sei

Dann gilt:
Ve NGL(F,)| =
0 1 sonst
Beweis: Esist (V) = (z —a)?(z —b). Da L | F, eine separable Kérpererweiterung

ist, liegt ¢(V') genau dann in F, [z], falls a, b in I, liegen. Daraus folgt fiir {a,b} ¢ F,,
daB V¢ N GL(F,) gleich § ist. Fiir {a,b} C F, ist dann

0 0\ GLF)
a 0 ,
0 b

[V NGL(EF,)| = (> +q+1).

o O Q

Ve N GL(F,) = (

und damit
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Satz 9.4 Sei

Dann gilt

vem g = @7

0

Beweis: Mit den gleichen Argumenten wie oben folgt
{a,b} ¢ F, = VEMW NGL(F,) =0

und

SO
S Qe
o>t O O

{a,b} C F, = VM NGL(F,) =
q q

Mit Satz 7.11 folgt die Aussage.
Ebenso ergibt sich

Satz 9.5 Sei
a 0 O
V=10 a 0| eWi(Gn)).
0 0 a
Dann gilt:
1 a €l
Ve N GL(F,)| =
0 : sonst

a,b ek

sonst

) GL(F,)

Beweis: Mit dem Standardargument, dafl L | F, separabel ist, folgt

(x —a)® €F,[z] < a€F,

Damit ist fiir ein beliebiges a aus L*

0 0 G(n)
a 0 NGL(F,) =
0 a

und es folgt die Aussage.

QOO

0
a
0

o o e
o o8

Satz 9.6 Sei

Dann gilt:

VSO 0 GL(E,)| = (@-D(g+1)(¢>+g+1)

0
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Beweis: Wie im letzten Beweis ergibt sich fiir alle a
VM N GQL(F,) = VEEE) 0 GL(F,).

Mit Satz 7.11 erhalten wir die Behauptung. |

Es ist iiberraschend, dafl im nichsten Satz die Méchtigkeit des Schnitts nicht von
d
der Kongruenzbedingung an qu_ll abhingt. Es gilt ndmlich:

i

(@-1D%qg+1)(¢ +q+1) : a€ly

Satz 9.7 Sei

o O R

1 0
a 1 ) € Ws(G(n)).
0 a

Dann gilt:

[VE®™ N GL(F,)| =
0 ;. sonst

d
Beweis: In Abhingigkeit von qu—11 unterscheiden wir zwei Félle.

1.Fall: qda—ll # 0(mod 3). Da im Ubergang von GL(3,L) zu G(n) der Typ 6 nicht
zerfallt (d.h. We(G(n)) = We(GIl) N G(n) ), wird die Zugehorigkeit einer Matrix zu
VG durch ihr Minimalpolynom bestimmt. Daher ist

Ve NGL(F,) = {A € GL(F,) | m(4) = (z — a)’} = VELE) 0 GL(F,).

Mit den Standardargumenten ergibt sich die Behauptung.

d
2.Fall: qq__—11 = 0(mod 3). Dann ist insbesondere ¢* —1 = 0(mod 3) und F}; C (L*).
In diesem Fall ist die Konjugationsklasse einer Matrix in G(n) nicht durch das

Minimalpolynom der Matrix festgelegt. Satz 8.9 gibt an, wann eine Matrix in G(n)
zu V konjugiert ist. Daher erhalten wir

m(A4) = (z —a)®, und 3T € GL(L),c € F;
VEWNGL(F,) = { A € GL(F,) |

mit (T—lAT =V und det(T) € ¢(L*)? = (L*)3)

Da V die Jordansche-Normalform in GL(F,) aller Matrizen aus VE(™ NGL(F, ) ist,
kann T aus GL(F,) gew#hlt werden. Dann liegt det(T') in F; C (L*)?, und damit
gilt wie im ersten Fall

Ve N GL(F,) = {A € GL(F,) | m(4) = (z — a)*}.
Wieder folgt mit den iiblichen Argumenten die Aussage. O

Im obigen Beweis haben wir also gezeigt, dal unabhingig von 4°=1 ,lle Matrizen

q—1
A € GL(F,) mit Minimalpolynom (z — a)® unter G(n) zu

o o8

1 0
a 1
0 a

konjugiert sind. Damit folgt
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Satz 9.8 Sei qda_ll = 0(mod 3) und L* = (g). Dann gilt:

a ¢ 0)\°™ a 1 0)°™
[10 a 1 NGLF,)|=|{ 0 a 1 NGL(F,)| =0
0 0 a 0 0 a

q?-1
qg—1

= 0(mod 3) sind die beiden obigen Matrizen unter G(n) nicht
a
0 .
0
0

0 «
V= (1 8 0) € Wz (G(n)).
0 0

C

Beweis: Im Fall
konjugiert zu

S =
e = O

Satz 9.9 Sei

Dann gilt:

(@-De*(@+q+1) : a,ceF,, B€F

Ve NGL(F,)| = ve
0 : sonst

Beweis: Da alle Matrizen aus GL(F,) ein charakteristisches Polynom aus Fg[z]
besitzen, folgt fiir (V) ¢ F,[z], daB |[VE™ N GL(F,)| gleich Null ist.

Sei also ¢(V)= (2% — Bz — a)(z — ¢) € Fy[z]. Da 2? — Bz — a in L[z] prim ist, ¢ in
L liegt und L | F; normal ist, kann ¢(V') in F, [z] nicht prim sein. Weiter hat ¢(V)
den Grad drei, und V ist invertierbar. Daher liegt ¢ in ;. Dann liegt aber auch

(2?2 — Bz —a) = LYC) in Fy[z] und ist dort prim. Folglich ist in diesem Fall

Ve NGLF) =1 B8 0
0 0 ¢

und mit Satz 7.11 folgt die Formel. O

Wir kommen nun zum letzten Typ.

Satz 9.10 Ses
0 0
V= 1 0
01

(¢—1)%P+1) : a€F;, g,v€ek,

=2 ™R

) € Ws(G(n)).

Dann gilt:

[VEM™ N GL(F,)| =
0 : sonst

Beweis: Es ist klar, daB fiir (V) € F,[z] der Schnitt V¢(™ N GL(F,) leer ist und
dasB sich fiir (V') € Fy[z] als Schnitt

Ve N GL(F,) = VELF)
ergibt. Die Aussage folgt daher wiederum aus Satz 7.11. O

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden in der Tabelle auf Seite 132 zusammenge-
fafit.
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9.2 Der Schnitt VEM™W N

Um drei Fille gleichzeitig zu behandeln, fiihren wir die Gruppe U ein. Sei F, C
K; C K5 C L ein Korperturm. Wir definieren

- mi1 Q12 a3
U .= 0 Mo2 Q23 € G(n)
0 0 mss

mi1, Ma2, m33 € Iy
a1z € K1, a13,003 € K>

Dann ist die endliche Menge U abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation und ist
daher eine Untergruppe von GL(L). Je nach Wahl der Kérper K und K> entspricht
U den folgenden Gruppen

K, | K, U

Fg | ®g | T'io,01,0,1],[1,1]

]Fq L F[Oad_l]a[Ld]

L|L| Tty

Es ist zu beachten daf fiir alle M aus U das charakteristisches Polynom ¢(M) in

T, [2] liegt. Aufgrund der Diagonalgestalt von U zerfillt ¢(M) in F,[2] vollstindig
in Linearfaktoren.

Satz 9.11 Ses

ew (G(n))

<
I
oo
oo
noo

Dann gilt
6 |Ki||K2? : a,bceF
|VG(n) N [~7—| | 1| | 2| a,0,¢ q

0 : sonst

Beweis: Sei M eine Matrix aus V(W NT. Dann ist ¢(M) = (z—a)(z—b)(z—c¢) €
F, [z] mit paarweise verschiedenen a,b,c € L. Da ¢(M) nach den obigen Uberle-
gungen in T, [z] vollstéindig zerfillt, liegen a, b, ¢ schon in ;. Daher ist der Schnitt
leer fiir {a,b,c} ¢ F;. Da die Elemente a,b,c beliebig auf der Hauptdiagonalen
angeordnet sein konnen, folgt fiir {a,b,c} C F,

a a1 013

|VG(n) N [7| = 6 0 b Qo3 | a2 € K1,a13,093 € Ko
0 O c
= 6 |K1| |K2|2 .

Satz 9.12 Ses

€W, (G(n))

<
[l
O O R
o O
OO
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Dann gilt

vom g = el T2l abel

0 : sonst

Beweis: Mit den Argumenten aus dem Beweis zu 9.11 ist klar, daf} im Fall {a,b} ¢
IF; der Schnitt leer ist. Fiir a,b € I} ist

VG(n)ﬂﬁ:MluM20M3

mit
a Ci2 (€13
c12 € K1, c13,¢23 € Ko,
My, = M = 0 a co3
1 o o ) mon=e-ae-
b ci2 cs
c12 € K1, ci3,¢23 € Ko,
M = M = 0 a Ca23
: 0 o ) mon=@-aE-y
a Ci2 Ci13
ci2 € K1, ci13,¢23 € Ko,
= = b
Ms M 8 0 023 | m(M) = (z — a)(xz — b)

Wir werden nun die Méchtigkeit dieser drei Mengen berechnen.
1.Fall:Es gilt

a Ci2 (13

M = 0 a c23 eEMy <= (M —al)(M —-bl)=0.
0 0 b
Es ist
0 ci2(@a—10) ci2c3
(M —al)(M=bD) = [ 0 0 0
0 0 0

Da a ungleich b ist, ist das Produkt genau dann die Nullmatrix, wenn c;o gleich
Null ist. Daher ist

a y C13
M = 0=d co3 | |c13,c23 € Ko
0 0 b
und
M| = |Ka|?.

2.Fall: Es gilt
b ci2 c3
M= 0 a c3 |eEMy <= (M—al)(M—-0bI)=0.
0 O a

Hier ergibt sich

0 0 C12€23
(M—aI)(M—bI)z 0 0 023(a—b)
0 0 0
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Also ist das Produkt genau dann gleich Null, wenn co3 gleich Null ist. Folglich ist

b ci2 cs
My=< M = 0 a 0 |612€K17013EK2
0 O a

|Ma| = [Ki| [K2 .

und

3.Fall: Es gilt

a Ci12 Ci13
M=0 b c3 |eEMz < (M—al)(M—-bl)=0.

0 O a
Da
0 0 (a—Db)as+cizcas
(M —al)(M—-bI)= |0 0 0
0 0 0
ist, folgt
a Ci2 —&C;,Z_C;
M3 =< M= 0 b C23 | c12 € Kl, co3 € Ko
0 0 a
und
|Ms| = |Ki| |Kal.

Insgesamt ergibt sich daher

[VEOW NT| = |My| + [Ma| + [ Ms| = |Ka|? + 2 | K| | K2l
Satz 9.13 Sei

Dann gilt

- 3|K1| |K2|2—|K2|2—2|K1||K2| : a,bE]F*

[VE® NG| = !
0 : sonst

Beweis: Es ist klar, da8 der Schnitt fiir {a,b} ¢ F; leer ist. Fiir a,b € F, ergibt

sich

Ve NT ={M eU | ¢(M) =m(M) = (z — a)? (z — b)}

= (MeU| (M) =(z—a(—b)} - {M el f%};(”gx—_"i)gz - ’;;} _

Unter Beriicksichtigung, auf wieviel Arten zwei a und ein b auf der Hauptdiagonalen
angeordnet werden konnen, erhalten wir mit Satz 9.12

VSO A TT| = 31K | |Kal? — (IKaf? + 21K || Ka).
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Satz 9.14 Ses

Dann gilt
Ve ng| =
0 : sonst

Beweis: Da die Konjugationsklasse von V' nur ein Element enthilt, folgt die Aus-
sage direkt. m|

Satz 9.15 Ses

S W5(G(n))

<
Il
oS O R
O -
QOO

Dann gilt

2 _ _ .
|VG(n)n[j’| _ |K2| +|K1||K2| |K2| 1 G/GIFZ

0 :  sonst
Beweis: Es ist
a ci2 €13
~ eEK € Ks,
VG(“) nNU = M = 0 a C23 | c12 m(]\;)’ 21?,62_3 )2 ?
0 0 a =\&—a

= {McU|(M -al)?® =0} — {diag(a,a,a)} .

Da
0 0 ci2e23
(M—al)*>=(0 0 0
0 0 0
ist, folgt
Vvem AT = M= 8 0(112 22 | c12 € Ky, ci13,¢23 € Ko
0 0 a c12¢93 =0
a 0 0
— 0 a O
0 0 a
Daraus ergibt sich
Ve NT| = |{(c12,c13,¢03) € K1 X K3 | c1a - co3 =0} — 1

= |Ki x K3| = [{(c12,¢13,¢28) € K1 X K3 | €15 - cas # 0} — 1
= |Ki|- |Ka2* — (|K1| = 1)(|Ka| — 1)|Ka| — 1
|Ko|* + | Ky || K| — | Ka| - 1.

Den nichsten Satz bereiten wir durch folgendes Lemma vor.
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Lemma 9.16 Ses

V= € We(G(n)).

oo e
o N
e = O

Dann ist fir a ¢ F; der Schnitt Ve NT leer, und fir a aus Iy ist

a Cz2 Ci3
-~ K7y K K
VG(n) n U = M = 0 a Ca3 | 12 € 1, €23 € 2, €13 € 2

0 0 a c1_22‘32_31 SR (L*)S

Beweis: Analog zu den vorangegangenen Beweisen ist der Schnitt fiir a ¢ I} leer.
Sei also a ein Element aus Fy, und es sei wieder

a 1 0
7 = 0 a 1
0 0 a
Dann liefert uns Satz 8.9, dafl
Ve ng
a c¢f2 cC13 c12 € K1, ¢13,¢23 € Ko, m(M) = (¢ — a)®
= 0= cos | | T € GL(L) mit T-'MT =2
0 0 a und det(T)7? € Iy (L*)3

ist. Wie im letzten Beweis ergibt sich, daf3 die Matrix M genau dann das Minimal-
polynom (z — a)® hat, wenn ¢ - co3 # 0 gilt. Somit kénnen wir schreiben

Ve ng
a ci2 €3 c12 € K{,c23 € K, c13 € K>
= M=10 a c¢p3 || 3TeGLEL)Mit T 'MT =2
0 0 a und det(T)72 € F; (L*)3

Nach Satz 8.9 reicht es aus, ein bestimmtes T' € GL(L) zu betrachten, um zu
entscheiden, ob alle T mit T~*MT = Z der Bedingung geniigen. Wir wihlen T als

1 0 0
-1
T = 0 612 — ¢ c$2cm

0 0 (012623)_1

Dann ist
1

det(T) = .
(T) o

Daraus folgt bereits

G(n) T — — ci2 € K{, co3 € K3, c13 € Ky
L S eif o €7 Fy (L)

O

Den nichsten Satz kénnen wir nicht fiir beliebige Zwischenkoérper K7 und Ky von
L | F, zeigen, da im Beweis die “Lage” von (L*)? beziiglich der Zwischenkdrper
eingeht. Daher beschridnken wir uns im Fall a € F; und qqd___11 = 0(mod 3) auf die
uns interessierenden Korper IF, und L.
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Satz 9.17 Sei

a ™ 0
V=10 a 1 | eWsG(n)).
0 0 a
Dann gilt
.
d
(1K = 1)(IK2 — 1) K2| - a€F;, L5 # 0(mod 3)
WK -1 - 1)¢*  : a€F, L5 =0(mod 3), Ky =L
qd—l —
G(n) AT _ { _1)\2 a € ]FZ, —1 = O(mOd 3),
d_
0 a €y, qq711 = 0(mod 3),
K1 :KQI]F‘q,T;él
| 0 : a g F,

Beweis: Nach dem obigen Lemma ist fiir a ¢ F; der Schnitt leer. Im anderen Fall
ist

G{ Ci12 Ci13

~ K7 K3 K.

Ve NT ={ M0l a e || 2 Zh P E R R E
0 0 a c1p Ca3 € TFG(L7)

Wir untgrscheiden nun die einzelnen Fille:
LFall: © "+ # 0(mod 3).
Dann ist I} (L*)*= L*. Daher ist

B a C2 (i3
VG(n) NU=< M = 0 a Ca3 |
0 O a

C1o € Kf, Co3 € K;,
c13 € Ky

und N
[VEM N T| = (K1 — 1))(| K2 — 1])|Ka|.

2.Fall: £=1 = 0(mod 3).

Dann ist F} (L*)® = (L*)® und [L* : (L*)®] = 3. Wir unterscheiden weiter folgende
Falle.

2.1.: K2 = L.

Dann enthélt die Nebenklasse

to1Fy (L*)? = for(L*)?

fiir jedes ¢1o € K genau %(|L| — 1) Elemente. Da 0531 frei aus
L*ne,r(L*)?

gewihlt werden darf, folgt

~ 1

Ve ng| = 3 ULl = D(I K| = 1)IL].

Mit |L| = ¢? folgt die Aussage.
2.2.: K2 = Fq
Dann ist auch K; = ;. Folglich ist c;2 aus F;, und es gilt

c%zTF; (L*)? = r(L*)3.
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Im Fall 7 = 1 kann ¢33 frei aus
*\3 __ *\3 _
F, n7(L*)° =F, N (L*)° =F,
gewihlt werden. Daher ist

VWG| = (F,|-1)*F,|
= (¢-1)’q.
Falls 7 ungleich eins ist, gilt
(F; 0 r(L°)?) € (L) 0 r(L7)) = 0.
Daher sind F, und 7(L*)? disjunkt. Also ist in diesem Fall
vemng =9g.
Damit sind alle Fille gezeigt, und der Satz ist bewiesen. O

Da fiir alle M aus U das charakteristische Polynom in F,[z] in Linearfaktoren
zerfallt, folgen direkt die beiden S&tze

Satz 9.18 Sei
0 o O
V=11 g 0| e€W/(Gn)).
0 0 ¢
Dann gilt B
Ve ng| =o.
Beweis: Das Polynom z? — 3z — « ist prim und zerfillt daher nicht in Linearfak-

toren. O

Satz 9.19 Ses

0 0 «
V=11 0 g | €Ws(G(n).
0 1 v
Dann gilt B
Ve n| =o.

Beweis: Das charakteristische Polynom 3 — yz2 — Bz — « von V ist prim und
zerfillt daher nicht in Linearfaktoren. m|
Indem wir nun die Korper K; und K> wie am Beginn des Abschnitts beschrieben
wahlen, erhalten wir Formeln fiir die Michtigkeit des Schnitts der Konjugations-
klassen mit den entsprechenden Fixgruppen. Diese Formeln werde ich hier nicht
angeben, sondern ich verweise auf die entsprechenden Tabellen auf den Seiten 133,
135 und 136.

9.3 Der Schnitt VEM™W N g

Sei F, C KC L ein Korperturm. Dann ist

mi1 M2 013
= m11,M12, M21, Maz, M3z € Fy
H = mMa1 M2 Q23 € G(n) |
013,003 €K

0 0 mss

eine Untergruppe von GL(L). Je nach Wahl des Korpers K entspricht H den fol-
genden Gruppen
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K H

Fy | Tio,01,00,1] |

L | T,a1

Ich erinnere wiederum daran, dafl aufler im Fall Typ=6 und ‘fl_—_l = 0(mod 3) der
Typ einer Matrix durch ihr charakteristisches Polynom und ith Minimalpolynom
festgelegt ist. Zudem liegt das charakteristische Polynom einer Matrix aus H immer
in F, [z]. In allen Beweisen werden wir die Blockstruktur der Gruppe H ausnutzen.
Zudem werden wir die Konjugationsklassen der GL(2,F;) bendtigen. Diese sind in

[Lan93, S.715] zu finden. Ich gebe sie kurz an:

Klassentyp Anzahl der Klassen | Elemente je Klasse
(5 2)
o) 512 alg+1)
a 0
a 1
(o s) (G- 1) (- D+
0 «
LBy sa(@-1) qglg—1)
z2—Bx—a€Fq[z]prim

Satz 9.20 Sei

a g 0
V& 0 | € Wi(G(n)).
\ 0 0 ¢
Dann gilt
3g(g+1)|K|? : a,b,c € F;
G(n) N | = 2 . #(V) € I, [z] hat
‘V n H| (¢ —1)q K] * Primteiler 'uor(:z Grad zwei.

0 : sonst

Beweis: Mit den Bezeichnungen wie im Satz gilt:
VMW NH ={M e H|¢(M) = (z —a)(z — b)(x — ¢) € F,[z]}.

Falls ¢(V') nicht in F,[z] liegt, ist der Schnitt leer, ansonsten unterscheiden wir
folgende Fille:

1.Fall: Das charakteristische Polynom ¢(V') zerfllt in F, [¢] in Linearfaktoren. Dies
ist dquivalent dazu, daff a,b,c in F} liegen. Dann folgt aus der Blockstruktur von

H:

[VEM™ n |
€13 AeGL(2,F K. ecF
= M = A Cas3 EGL(L)| €G (7 q); C13,C23 €E K, eclty
00 e ¢(M) = (z — a)(z - b)(z - ¢)
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{ $(A) = (¢ —a)(z —b) }
= [K|?-|{ A€ GL(2,F,) | oder ¢(A) = (z —a)(z —¢)

oder ¢(A) = (x — b)(z — ¢)
0 0 CEED)
(5 %)

= 3K (¢+1)g.

2.Fall: Das Polynom ¢(V') besitzt in F,[z] einen Primteiler vom Grad 2. O.B.d.A.
sind dann ¢ € F;, a,b € L —F, und p := (z — a)(z — b) ist ein primes Polynom in
F, [«]. Dann gilt :

= 3K

[VE™ N |

C13
= {M: ( A c23)€GL(L)| A€ GL(2,Fy) ,c13,c03 €K }

¢(M) = (z — a)(z —b)(z —¢)

0 0 ¢
= |K]?|{4 € GL(2,F,) | ¢(A) = p}|
K[* (¢® — q).

3.Fall: Das Polynom ¢(V') ist prim in F, [z]. Da fiir alle M € H das charakteristische
Polynom ¢(M) eine Nullstelle in F; besitzt, ist der Schnitt leer.
Damit ist die Aussage gezeigt. O

Satz 9.21 Sei

Dann gilt

2 2 i
|VG(n) ﬂ_[;” _ |K| + |K|(q + Q) : a,be ]F’q"

0 :  sonst
Beweis: Da L | F; separabel ist, gilt
(z —a)*(x —b) € F,[z] <= a,b€eT,.
Dabher ist fiir {a,b} ¢ F, der Schnitt leer, und ansonsten gilt
s = e 078 )
My UM,

mit

C13
M, = {M: ( N C23 ) | 4 NGGL(Z,IE‘Q)J ci3,c3 €K } ’

00 b N) =(z-a)’, m(N) = (z - a)
M2 = {M

( N o ) | Ne (gg)GL(Mq); C13,C23 € K}
Es ergibt sich direkt, dafl

00 o) mln=@-ae-b

M| = [K]? = [K[*

a 0 GL(2,F,)
0 a
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ist. Um My zu berechnen, iiberlegen wir uns folgendes: Fiir ein M aus My ist

(M —bI)- (M —al) = ((N‘bf) (22)).<(N—a1) (Zi))

0 a—b 0 0
_ ( (N =bI)(N —al) (N—bI)(i;g) ) ‘
0 0

Da N das Minimalpolynom (z — b)(z — a) besitzt, ist (N — bI) - (N — al) die
Nullmatrix. Daher ist das obige Produkt genau dann gleich Null, wenn ({*) € K?
im Eigenvektorraum von N, aufgefafit als Matrix aus GL(2,K), zum Eigenwert b
liegt. Da dieser Eigenvektorraum eindimensional ist, ergibt sich

o 0)CLEF)
0 b

Ve nH| = [K?+[K|(¢®+q).

[Ma| = K] = K| (¢* + ).

Damit folgt

Satz 9.22 Ses

a 1 0
V=10 a 0] eWsG).
0 0 b
Dann gilt
K[” (¢ = 1) + (K[ = [K]) (¢* . a,beF
|VG(n)nﬁ—|: | | (q )+(| | | |) (q +q) a p

0 : sonst

Beweis: Mit den gleichen Argumenten wie im Beweis des letzten Satzes ist der
Schnitt fiir {a,b} ¢ F; leer, und fiir {a,b} C F; gilt:

Ve N = My UM,

mit

c1s L(2,F K
My = {M:(N 023>|N€G(aq)70137023€ ,

00 b ¢(N) =m(N) = (z — a)?

C13 N a0 GL(2a]Fq) c K
My = {M: ( N C23 >| € (Ob) , €C13,Ca3 ‘

m(M) = (z — a)*(z — b)

Es ergibt sich:

M| = K[ =K (¢*-1).

a 1 GL(2,F,)
0 a

Mit den gleichen Uberlegungen wie im Beweis des obigen Satzes ergibt sich

N o ) | N e (SS)GL(Q,F”; C13,C23 € K}

My = M =
2 { (o0 o (N —b1) () # 0
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Und daher
M| = (K - [K]) (¢° +9) -

Insgesamt ergibt sich

Ve nHl = [KP?(¢*—1)+ (K* = K|) (¢* + q)
Satz 9.23 Sei
a 0 O
V=10 a 0| €Wy (G(n)).
0 0 a
Dann gilt
B 1 : acF
Ve N | = !
0 : sonst
Beweis: Die Konjugationsklasse von V' in G(n) hat Léinge eins. O
Satz 9.24 Sei
a 1 0
V=10 a 0| eW5(G(n)).
0 0 a
Dann gilt
. (KP-1)+(*-DK| : a€eF;
Ve n || = a
0 ;. sonst
Beweis: Fiir a € F; ist
Ve ng
N ‘13 N € GL(2,]F,1), c13,c23 € K
=M= |1 o) = (@ — a)®, m(M) = (2 - a)?
0 0 a - ’ -
€13 N € GL(2,F K
— M= N o3 | S X ( 3 q)a 0237023 S
0o ) ) = (@—ap, (M—aD? =0, (M —al) £0
= M; UM,
mit
N c13 N e (SO)C’L(M‘Z])7 c13, 003 € K
Ml:: M: Ca23 | MGI2—OM I
00 a (M —al)® =0, #a
und

C13 N e (! GL(2,F,) cK
My = {M = ( N C23 ) | (Oa) » C13,C23 )

00 a (M —al)? =0, M #al
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Nun berechnen wir die Machtigkeiten dieser beiden Mengen. Da (g 2)GL(2’]F") die
Lange eins hat, ist
a O C13
13,623 € K
M 00 @ (M —an? =0, M #al
I Y 8 2 22 c13,¢23 € K
00 a (c13,¢23) # (0,0)
Es ergibt sich
|M1| = |K|2 —1.
Kommen wir nun zur Menge M. Fiir ein M aus My gilt
N —al) (2 N —al) (2
(M —al)? = ( ( o ) (cas) ) ( ( o ) (cas))
- (O (e
o\ GL2F) . o 5 - 2
Da N aus (§,) ist, gilt immer (N —al)* =0und N # al. Alsoist (M —al)

Cc13

genau dann die Nullmatrix, wenn ($!?) € K? im Eigenvektorraum von N, aufgefafit

C23
als Matrix aus GL(2,K), liegt. Dieser ist ein eindimensionaler Unterraum von K2.

Dabher gibt es |K| solche Elemente. Daraus folgt

o 1\GLEF)
0 a
Abschlieend ergibt sich
VEW N H| = |My| + | M| = (K* = 1) + (¢ - 1)IK].

|Ma| = K| =(¢* - 1) K] .

Wir zeigen nun ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 9.25 Sei 7 ein beliebiges Element aus L* und
a 7 0
V=10 a 1| eW5G(n)).
0 0 a
Dann gilt

VO N H| = (¢* — 1) K| |{bss € K* | bos € 7 2F; (L*)*}|

Beweis: Aus a ¢ F; folgt ¢(V) ¢ F,[z] und daher VG N H = (. Sei also a € .
Aus schreibtechnischen Griinden fithren wir

a 1 0
Z:=10 a 1
0 0 a
ein. Dann ist unter Beachtung von Satz 8.9
Ve n g
N C13 c13,¢23 € K, m(M) = (z — a)®
= M = ¢3 || IT e GLIL)mit T-'MT = Z
00 a und det(T)72 € ]F;(L*)S
N c13 c13,c23 € K, m(M) = (z — a)®
= (Mg c3 || Ne(3l R 31 ¢ GL(L) mit
(0 0 a T~'MT = Z und det(T)7? € F; (L*)3
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Die Matrix M hat genau dann das Minimalpolynom (z — a)?, wenn (M —al)® =0
und (M — al)? # 0 ist. Wie im obigen Beweis ergibt sich

(M —al)? = ( 8 (N—C(L)I)(iii) )

Das Quadrat ist also genau dann ungleich Null, wenn (£!?) nicht im Eigenraum von
N aufgefaBit als Matrix aus GL(2,K) liegt. Fiir alle g € GL(2,F,) und v € K? gilt

v ist Eigenvektor von N <= gv ist Eigenvektor von gNg~*.

Somit kénnen wir schreiben
~ aly, —1 c1s g€ GL(2,T,), (512) ¢ (BVR((§.)) N K?)
VG(N) NH = { ( g(O a)g g(czs) > | IT € qGL(L)Smit T—erI(woz)Z .
0 a und det(T)7> € s (L*)3
Der Eigenvektorraum (EVR) von (1) € GL(2,K) ist ((5))y - Also gilt (%) ¢

Oa C23
EVR((S le)) genau dann, wenn cp3 # 0 ist. Wir miissen entscheiden, ob ein T exi-
stiert, dafl die obige Bedingung an die Determinante erfiillt. Nach Satz 8.9 geniigt
es, die Determinante einer speziellen Matrix T mit T-'!MT = Z zu untersuchen,
da alle anderen Matrizen S mit S™1MS = Z der gleichen Bedingung an ihre De-
terminante geniigen. Wir wahlen

0 1 0 0
= 9 o] [0 1 —cacg
00 1 0 0 cy
Dann ist N
71 g(Oa)gi g(czi) T=27
0 a
und
det(g)

det(T) = -

Unter Beriicksichtigung, daf8 det(g) in F; liegt, konnen wir schreiben

1y -1 c13
am g {969 9() 9€GLE,F,), s €K
4 NH = {( 0 ;3 l co3 € K*, 02_3172€]FZ(L*)3 :

Dies impliziert

GL(2,F,)
> |K||{b23 EK|b23€T_2F*(L*)3}|

q

0 a
= (q2 — 1) |K| |{b23 € K* | bos € 7'_215‘2 (L*)3}| .

|VG(n) ﬂf?” — ‘( a 1

O

Ich weise darauf hin, dafl im niichsten Satz nicht alle Méglichkeiten abgedeckt wer-
den. Da uns nur die Zwischenkorper F; und L von L | F, interessieren, sind alle
notigen Falle bearbeitet.

Satz 9.26 Sei

€ We(G(n)).

[=iica '§
S RO

=
ope
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Dann gilt

(@*~1) K|-(K|-1) : ae€F, 45 #0(mod 3)

e a€F;, K=F,
(¢=1)%g+1)q =1, £=1=o(mod 3)
VGm A Bl = ¢ . a€F;, K=F,
| | 0 : r#1, “==o(mod 3)
aCF, K=L
3@ -Dg%*-1) e

=1 =o(mod 3)

0 : a ¢,

\

Beweis: Aufgrund des gerade gezeigten Lemmas miissen wir lediglich noch die
Méchtigkeit der Menge

{b23 e K* | bog € T_Z]FZ(L*)3}

in den uglterschiedlichen Fallen berechnen.

1.Fall: qq_—_ll # 0(mod 3). Dann ist F} (L*)? gleich L*. Es ergibt sich
{b23 € K* | bos € T_2Fqk (L*)3} = {b23 € K* | bos € L*} =K*.

und damit

| {b23 € K* | bog € 7 %F; (L*)° } | = [K* .

2.Fall: ’1:_—_11 = 0(mod 3). Dies ist dquivalent zu
[L*: (L*)’] =3 und F, C (L*)*.
Dabher ist
{bas € K* | bos € T72F; (L*)*} = {bas € K* | byg € 7 2(L*)*} = K*n7*(L*)%.

Weiter folgt in diesem Fall aus V' € Wg(G(n)), da8 7 entweder die 1 oder ein Er-
zeuger von L* ist. Wir betrachten die Moglichkeiten K = F, und K = L einzeln.

(i) q;_—_ll = 0(mod 3) und K = F,.
Falls 7 ein Erzeuger von L* ist, ist

7_2(L*)3 — {7_3k—2 | ke Z}

und

d_1q
]Fq = {Tl | l EO(mOd qu)} .
Da "qd:ll 0(mod 3) ist, sind diese beiden Mengen disjunkt. Falls 7 kein
Erzeuger von L* ist, ist nach unseren obigen Uberlegungen 7 bereits gleich
eins. Und da F; eine Teilmenge von (L") ist, folgt

) s F; =1
Fy Nnr=2(L*)° =

0 : sonst
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Dabher ist

| {b2s € K* | bog € 772F; (L*)*} | = [Py N7 =2 (L*)3| =

(i) 2=t =0(mod 3) und K = L.
Es ist 1
|ILNT=2(L*)| = |7~ 2(L*)°| = g(qd -1).

Folglich gilt in diesem Fall

1
[{bas €K | bas € 7 F; (17)°} | = 5(a" - 1)

Indem wir die berechneten Méchtigkeiten in die Formel aus Lemma 9.25 einsetzen,
erhalten wir die Aussage des Satzes.

Satz 9.27 Ses

0 a 0
V=11 B8 0] €Wy (Gn)).
0 0 ¢
Dann gilt

2—q9) K> : a,ceF, BeT
|VG(“)|’]I—~I|: (q q)l | Q,c q ﬂ q

0 : sonst

Beweis: Fiir alle M € V(™ N liegt ¢(M) in F,[z] und hat aufgrund der Gestalt
von H eine Nullstelle in F}. Da 2 — fz — a prim in L[z] ist, muf ¢ diese Nullstelle
sein. Dann liegt auch 22 — Bz — a = 240 ip F, [z]. Also ist fiir {o,3,c} ¢ F, der

Schnitt leer. Im Fall {a, 8,¢c} C T, folgmt_c
~ N b13 N (0 a) GL(2,F,)
VG(H) NH = bas | € 18
00 ¢ b1z, boz € K

Offenbar ist dann

. 0 GL(2,F,)
Vet n H| = ‘( 1 5) K] = (¢ - 9) [KI”
a

Da ein primes Polynom aus L[z] keine Nullstelle in F, hat, folgt abschliefend
Satz 9.28 Sei

0 0 «

V=11 0 B8 | € Ws(G(n)).

0 1 ~
Dann gilt ~

Ve NnHl=0
Beweis: Klar. |

Indem wir die Ergebnisse dieses Abschnitts auf die Félle K = F, und K = L
spezialisieren, erhalten wir die Tabellen auf den Seiten 133 und 134.
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9.4 Die Funktion 6

Wir miissen noch die Michtigkeiten der Schnitte von Konjugationsklassen mit den
Untergruppen

mi1 Mmi2 MMy3
F(070)(1,1) = 8 Moy  M23 € GL(L) | alle m;; € ]Fq R
m32 33

alle mi; € Fq

= L(L
L(a—1,a-1) 0 may ma | €GL( )|a127 g €L

und

mi1 Q12 013
Cia—1,da-1)(d-1,a) = 0 moe mog | € GL(L) |
0 0 mass

alle m;; € ]Fq
a12, oq3 € L

berechnen. Die Blockstruktur dieser Gruppen legt nahe, daf} dies auf die Berechnung
der Schnitte mit den Gruppen

Lo,00,1, Toda-1, Toda-1)0,a

zuriickgefiihrt werden kann. Dazu betrachten wir folgende Bijektion
0: GL(L) — GL(L)
0 01 0 01
A — 01 0]-4T-10 1 0
1 00 100
Die Abbildung 6 ist ein Anti-Homomorphismus, d.h. fiir alle A, B € GL(L) ist

(A -B) =6(B)-0(A) .

Es ist
6% =id,

und da Konjugation und Transposition die Determinante nicht &ndern, ist

9(G(n)) = G(n) .

Bemerkung: Indem eine Matrix A auf §(A)~! abgebildet wird, erhélt man einen

“normalen” Homomorphismus von GL(L) nach GL(L). Dieser ist aber fiir unsere
Zwecke nicht sinnvoll, da das Invertieren das charakteristische Polynom und das
Minimalpolynom verdndert.

Fiir eine beliebige Matrix A = (a;,j)1<s,j<3 ist
33 a2z 413

G(A): as2 Q22 Q2
az1 as1 aii

Dabher ist
(T 0,000,1)) = T(o,0)1,1)
0(L0,a-1)) = T@-1,4-1)
(L 0,a-1)1,9) = T(a-1,d-1)(d—1,d) -
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Lemma 9.29 Seien M, N Matrizen aus G(n). Dann sind M und N genau dann
in G(n) konjugiert, wenn (M) und O(N) in G(n) konjugiert sind.

Beweis: Da 6 = id ist, reicht es, eine Richtung der Aquivalenz zu zeigen. Seien
M,N,A € G(n) mit M = A=!- N - A. Da 6 ein Anti-Homomorphismus ist, ist

o(M) = (A" )
= 0(A)-9(N)-6(A™ 1)
(A~ HL.o(N)-6(A7).
Also sind (M) und §(N) durch §(A~1), das ebenfalls in G(n) liegt, konjugiert. O
Aus der Injektivitéit von 6 folgt fiir beliebige Mengen M; und M-

(M1 N Ms) =60(M1)NHM>) .

Also ergibt sich insgesamt fiir ein beliebiges M aus G(n) und eine der obigen Fix-
gruppen F'
[MEM N F| =10(ME™ 0 F)| = 9(M)C™ noF)| .

Wir miissen also untersuchen, wie sich die Konjugationsklassen, bzw. ihre Vertreter
aus W(G(n)), unter der Abbildung 6 verhalten.

Lemma 9.30 Sei M eine Matriz aus G(n). Weiter sei Typ(M)
0(mod 3). Dann gilt

oM™y = pCEM

Beweis: In den angegebenen Fillen ist die Konjugationsklasse einer Matrix M
durch m(M) und ¢(M) festgelegt. Da Konjugation und Transposition das charak-
teristische Polynom und das Minimalpolynom einer Matrix nicht &ndern, sind die
angegebenen Konjugationsklassen invariant unter der Bijektion 6. m|

Im anderen Fall gilt:
Lemma 9.31 Sei L= = 0(mod 3) und L* = (). Dann sind

(i)

S =
Q= O
\—/
Q
ﬁ
ﬁ
cob e
og ™
e = O
SN———
Q
2

(ii)
a ¢ 0)\°™ a 1 0)°™
(1 0 a 1 )= 0 a 1 ,
0 0 a 0 0 a
(iii)
a ¢ 0 Gln) a ¢ 0 G(n)
0 1 )=10 a 1
0 0 0 a

Beweis: Es geniigt, die Wirkung von 6 auf den Vertretermatrizen

a 1 0 a ¢ 0 a ¢t 0
0 a 1], 0 a 1], 0 a 1
0 0 a 0 0 a 0 0 a
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zu betrachten. Um alle drei Félle simultan zu betrachten, fithren wir eine Variable
7 ein mit 7 € {1,e,e'}. Dann ist

0 1 0
0( 1)) = a T
a 0 a

o o e
O 8 N
oo e

Wir miissen entscheiden, in welcher Konjugationsklasse das Bild des Vertreters liegt.
Wihlen wir noch ein o aus {1,e,e7'}, so gilt nach Satz 8.9

G(n)

O O
S 9
Q= O

0
T €
a

o o R
S Q

genau dann, falls eine Matrix T' € GL(L) existiert mit

1 0
71 a 1],
0 a

o o e

1 0
a T T =
0 a

o o8

deren Determinante in o (L*)? liegt. Die Berechnung der Jordanschen-Normalform
in GL(L) liefert

1 0 0 a 1 0 1 0 O a 1 0
010 0 a 7 01 O =10 a 1 ,
0 0 7 0 0 a 0 0 77t 0 0 a
und daher gilt
a 10 a o 0)°"
00 a 7]€|0 a1 <~ 7' ea(L*)}.
0 0 a 0 0 a

Aus 7 = 1 folgt daher o = 1, aus 7 = ¢ ergibt sich 0 = €% und 7 = ¢! liefert ¢ = ¢.
Damit ist gezeigt, dafl die Vertreter durch 6 in die angegebenen Konjugationsklassen
abgebildet werden. Es folgt die Behauptung. m|

Wir konnen also zusammenfassen:

Satz 9.32 Fiir alle M aus G(n) gilt unabhingig von q und d

|ME™ N Tg0)0,)] = 1M N To 00,
(ii) - B

|MG(“) NT0,a—1)| = |MG(“) NTg-1,4-1)l
(iii)

M NT o a-ny@al = 1M NT (a1 a-1)(d-1.a) -
Beweis: Wir haben gesehen, daf} fiir eine beliebige Untergruppe F gilt
|IMEM™ N F| =10(M%M™)no(F)| .

Die in derselben Gleichung vorkommenden Fixgruppen werden durch 0 auf einander
d

abgebildet. Zudem sind, aufler im Fall qu—ll = 0(mod 3) und Typ(M) = 6, die

Konjugationsklassen stabil unter 6. Daraus folgt die Aussage in den entsprechenden
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Fallen. Im Fall ‘1:_—_11 = 0(mod 3) und Typ(M) = 6 ist die Konjugationsklasse der
Matrix

a 1 0

0 a1

0 0 a

fest unter 4. Daher gilt auch hier die Aussage. Die Konjugationsklassen der Matrizen

a € 0 a €1 0
0 a 1 und 0 a 1
0 0 a 0 0 a

werden durch 6 vertauscht. Da fiir alle Fixgruppen

F € {T,0)0,1)> T0,a-1)> T(a—1,4-1)}

gilt
a e 0)\%" a et 0)°%™
0 a1 NF| = 0 a 1 nF|,
0 0 a 0 0
ergibt sich dies auch fiir die Bilder unter §. Damit ist die Aussage gezeigt. O

Die Méchtigkeiten der Schnitte kdnnen also an den Tabellen auf den Seiten 133,
134 und 135 abgelesen werden.

Zusammenfassung: Der Satz 6.3 besagt, daf§ die alternierende Summe der
Charaktere der Darstellungen auf den Homologiegruppen mit der alternierenden
Summe der Charaktere der Darstellungen auf den Kettengruppen iibereinstimmt.
Im Fall des Simplizialkomplexes B;_1(n) sind nach Satz 6.10 nur die Charaktere
zu bestimmten Simplizes aus W¢~! relevant. Wie auf Seite 6.2 beschrieben, sind
aufgrund der Ergebnisse dieses Kapitels fiir ein primes n manche dieser Charaktere
gleich, so dafl wir die Formel aus Satz 6.13 erhalten. Die Charaktere auf den Simpli-
zes aus W konnen wir mit Satz 6.6 auswerten. Fiir primes n wurden in den letzten
Kapiteln die auftretenden Michtigkeiten der Konjugationsklassen und der Schnitte
mit den relevanten Fixgruppen berechnet und in Tabellen zusammengefafit. Wir
kénnen also fiir ein primes n die alternierende Summe der Charaktere von G(n) auf
den H;(Bg—1(n)) explizit berechnen.
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Es bezeichnen a, b, ¢, a, 3,7 Elemente aus L, und ¢ sei ein fest gewahlter Erzeuger
der Gruppe L*.

Elemente in
Typ V e Wi(G(n)) VG N GL(F,)
(q—1)2%¢(q+1) : &(V) € Fylz] prim
a 0 O
0 b 0 (q - 1)q3 (q2 + q + 1) : hat Primtf’i(l‘ggevﬁzqn[f]Grad zwei.
1 0 0 ¢
a#b#c#a q3 (q + 1)((12 + q + 1) : a, ba ce IFl]
a-b-ceF*
0 : sonst
a 0 0
0 a0 *(@P+q+1) : abeF;
2 0 0 b
S 0 1 sonst
a#b, a”-bEF,
a 1 0
0 a0 (@-1) (g +1)(*+q+1) : abeF,
3 0 0 b
5 0 : sonst
a#b, a -be]F;
a 0 0
0 a O 1 a €,
4 0 0 a
3 s 0 : sonst
a E]Fq
a 1 0
0 a0 (@—D(g+1)(@>+q+1) : a€F;
5 0 0 a
- 0 :  sonst
a E]Fq
a 1 0
0 a1 (@—12qg+1)(?+q+1) : a€F;
0 0 a
5 0 1 sonst
a E]Fq
6 a ™ 0
d
0 a1 0 : qq:f = 0(mod 3)
0 0 a
refe,e™} nicht de finiert : sonst
a3€F;
0 aa O
150 (@-1D(+q+1) : aceF;,BeF,
7 0 0 ¢
z2—Bz—o prim 0 sonst
—a-ceF:
0 0 «
105 (@—1%P(g+1) : a,B,y€EF,
8 01 v
23 —~yz%—Bz—a prim 0 : sonst
aE]F;
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Elemente in

Typ V e W;(G(n)) VG n I
V)EFq[z
( 8 2 8 ) (q - 1)q2d+1 hat PTimtfi(leT? vmr[a ]Grad zwei.
1 0 0 ¢ 32 (g +1) a,b,c € F;
a#b#c#a
a-b-c€Fy 0 sonst
a 0 O
0 a O q2d + qd+2 + qd+1 a,b c IE‘:qk
2 0 0 b
N 0 sonst
a#b, a -beF,
a 1 0
, 8 8 (; 2q2d+2 + q2d+1 _ q2d _ qd+2 _ qd+1 . abe ]quk
. 0 sonst
a#b, a -bE]F;
a 0 0
0 a O 1 a €l
4 0 0 a
5 0 sonst
a E]Fq
a 1 0
0 a O (q2d_1)+(q2_1)qd : aG]FZ
5 0 0 a
SeE 0 sonst
d
(g 1 g) (@ -1)(¢"~D¢* : a€F,, L5 £0(mod 3)
a
b d__
0 0 a @ - 1D(¢* - 1)g? acF;, qq_11 = 0(mod 3)
3 *
el 0 sonst
6 0 1 d d =1 _
a T s(@—1)(¢* = 1)q a €, ] = 0(mod 3)
0 a 1
d
0 0 a 0 a¢F§,%EO(mod3)
T€{e,e”} d
a®€F; nicht de finiert qq_—f # 0(mod 3)
0 a O
1 80 (g — 1) g?¢+1 a,ceF;,BeR,
7 0 0 ¢
z2—Bz—o prim 0 sonst
—a-cEIF;
0 0 «
1 0 0
8 0 1 ~ 0

23 —vyz?—Br—a prim
aE]F;

133




FElemente in

Typ V e Wi(G(n)) TASICONN m
a 0 O
0 b 0 6 ¢>¢ a,b,ceF,
1 0 0 ¢
a#£b#cta 0 : sonst
a-b- cE]F*
a 0 0
0 a O 3 ¢ a,bel;
2 0 0 b
0 sonst
a#b, a2 -beF,
a 1 0
3¢*(¢?*-1) a,beTF;
3 0
0 sonst
a#b, o -beF,
a 0 O
0 a O 1 a €l
4 0 0 a
- 0 : sonst
a EJF
a 1 0
0 a 0 (2¢% + 1)(q? — 1) a € I
5 0 0 a
- 0 sonst
a E]F
a 1 0 ¢*¢"~1 : a€F;, T2 #0(mod 3)
0 a 1
d_
0 0 a %qd(qd -1)? acly, qq_l = 0(mod 3)
3 *
@€, 0 sonst
6
a 7 0 Le'¢*~1)?  : a€F;, L=! =0(mod 3)
0 a 1
d
00 a 0 a ¢ F;, L= = 0(mod 3)
T€{e, e} d
a’€er; nicht de finiert gq_;ll # 0(mod 3)
0 a 0
1 8 0
7 0 0 ¢ 0
z2—Br—a prim
7a~c€]FZ
0 0 «
1 0 8
8 01 ~ 0

z3 —fyzz —Br—a prim
a€lFy
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FElemente in

o V € WiGln) Ve n L'lo,0)f0,1]
#(V)€F,
( 8 2 8 ) (q - 1)(13 hat Primtez'(lef)‘ von[mxgh‘ad zweit.
1 0 0 ¢ 3¢(qg+1) a,b,c € F*
aF#b#c#a
a-b-cEIF; 0 sonst
a 0 O
0 a 0 ¢ + 24> a,beF;
2 0 0 b
atb, a?-beE 0 : sonst
a 1 0
0 a O 2q4_2q2 a,bEFS
3 0 0 b
0 sonst
a#b, a® bE]F*
a 0 O
0 a O 1 a €,
4 0 0 a
ateF: 0 sonst
a 1 0
; g . 2 (@-1)(g+1)? : a€F,
ser: 0 sonst
(8 1 2) (@—1)*q(g+1) aGF;,qq—_llgéO(mod3)
a
0.0 a (¢—1?%g+1) : a€F, L=t =0(mod 3)
@€ 0 sonst
6 a 7 0
d
8 8 1 0 qq:ll = 0(mod 3)
a
Te{eeT 1y nicht definiert qqdjll # 0(mod 3)
a GJF*
0 a O
1 /’ 0 (@-1)¢ : aceF,BeF
7
z2—fBz—a prim 0 sonst
—a-c€F*
0 0 «
1 0 8
8 01 v 0

z3 —'yac2 —Bx—a prim
a€lFy
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FElemente in

Typ V e Wi(G(n)) VG N m
a 0 O
0 b 0 6 g2dt1 a,b,ceF;
1 0 0 ¢
a#£btcta 0 sonst
a-b- cE]F*
a 0 O
0 a O > + 2¢0+1 a,bel
2 0 0 b
0 sonst
a#b, a? -beF,
a 1 O
3 q2d+1 _ q2d 2 qd+1 a,b € ]F;
3 0
0 sonst
a#b, a? -beF,
a 0 O
0 a O 1 a €,
4 0 0 a
0 sonst
a EJF*
a 1 0
0 a O q2d+qd+1_qd_1 . GEFZ
5 0 0 a
0 sonst
a EIF*
d
a 1.0 (@-1(¢? - 1)g¢* : aeF;, L= #0(mod 3)
0 a 1
d_
0 0 a (g —1)(¢* = 1)¢* acF;, qq_l = 0(mod 3)
3 *
@€ 0 sonst
6 0 1 d d i
a T 3(@=1)(¢* = 1)q a €Ty, o = 0(mod 3)
0 a1
d7
0 0 a 0 a ¢ Fy, =L =0(mod 3)
T€{e, e} d
a? €Fy nicht de finiert gq_;ll Z 0(mod 3)
0 a 0
1 8 0
7 0 0 ¢ 0
z2—Br—a prim
7a-c€F;
0 0 «
1 0 4
8 01 ~ 0

ms—fyxz—ﬁm—a prim
a€lFy
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FElemente in

Typ V € Wi(G(n)) VSO A T oo
a 0 O
005 0 6¢> : a,bce K,
1 0 0 ¢
ab#tcta 0 sonst
a-b-cE]F;
a 0 0
0 a0 3¢° : a,beF;
2 0 0 b
2, 0 sonst
a#b, a”-bEF,
a 1 0
0 a O 3(qg—1)¢? a,b €T,
3 0 0 b
2, 0 sonst
a#b, a”-bEF,
a 0 O
0 a O 1 a € Fq"
4 0 0 a
3 0 sonst
a E]Fq
a 1 0
0 a0 (@—1)(2g+1) : a€F,
5 0 0 a
3 e 0 sonst
a EIFq
a 1 0 (g —1)%q a €, qqd_—11 # 0(mod 3)
0 a 1
d
0 0 a (g —1)%q a €Ty, qq_—11 = 0(mod 3)
3 *
@€ 0 sonst
6 a 7 0
0 a 1 0 qd:11 = 0(mod 3)
q
0 0 a
d
ref{e,e1} nicht definiert : qq:ll # 0(mod 3)
a3€]FZ
0 o O
1 8 0
7 0 0 ¢ 0
w2—5w—a prim
—a-c€F*
0 0 «
1 0 8
8 01 ~ 0

ws—'yzZ—ﬁm—a prim
a€lFy
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Symbolverzeichnis

0 0
A
Ap
Aut (V)
B(R)
B
Bar
B(n)
Bi(n)
(Ci,04)
C;
Ci(D)
Cr(D,E)
Coo, Co1, Coz
Ci0, C11, C12
Ca
dim(S)
dim(D)
d
d(s,t)
det
diag(a,b,c)
DIAG(R)
D
DOT

1
DN E
DN E
(D)
di
Ey, (M)
Eu(D)
f&yg
I,
F, [T]

(* {i} {5}
0 *= {k}

|

das Standardapartment,

Apartment zur Basis B,

Gruppe der k-Automorphismen eines k-Vektorraums V,
obere 3 x 3 Dreiecksmatrizen iiber R,

das Bruhat-Tits-Gebsude zur SL(K),

das Bruhat-Tits-Gebdude zur GL,

der Quotient F(n)\B ,

endlicher Unterkomplex von B(n),
Kettenkomplex,

i-te Kettengruppe,

i-te Kettengruppe zu D,

k-te relative Kettengruppe zum Paar (D, £),
die Standardknoten,

die Standardkanten,

der Standard-2-Simplex,

Dimension eines Simplex,

Dimension eines Simplizialkomplexes,

Grad von n,

Abstand zwischen 2-Simplizes,

3 x 3 Diagonalmatrix mit Eintrigen a, b, c,
Gruppe der Diagonalmatrizen in GL(R),
Simplizialkomplex,

orientierter Simplizialkomplex,

elementarer Zusammenbruch,

Zusammenbruch,

simpliziales Paar,

i-te Randabbildung,

alternierende Summe der Charaktere auf By (n)
Euler-Charakteristik eines Simplizialkomplexes,
Tensor von Homomorphismen,

der endliche Kérper mit ¢ = p/ Elementen,
Polynomring iiber F,,
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17
16

14
16
16
58

62

11
16
16
17

14
21
96
14
14

10
12
10
7,8
82

14
14



Li jk

(L*)?
LKp(S)
m(M)
MON(R)

>,

Ny (B)
‘ﬂw+ (11)
ord(S
ord(D
or(S)

< =

die Menge der zu g mit Elementen aus G
konjugierten Elemente,
die Gruppe F/F(n) ,

Gruppe der invertierbaren 3 x 3 Matrizen iiber R,

Tensor von abelschen Gruppen,
GL(F,[T))

Fizr(Lojk),

Fizp,11)(Lo,jk);

die Hauptkongruenzuntergruppe zu n,
Quotienten-Seitenkomplex,

i-te Homologiegruppe eines Kettenkomplexes,

i-te Homologiegruppe eines Simplizialkomplexes,
k-te relative Homologiegruppe,

Homologiegruppe von D iiber C,

Gitterklasse von Lg ; x,

Gitterklasse von L; ; ,

Kapitel 2 bis 4: die Standard-Iwahorigruppe,

Kapitel 5 bis 9: die Einheitsmatrix,

Gruppenalgebra einer Gruppe G iiber einem Korper k,
F, (T),

Fq (7)),

die Gitterklasse von L,

<7Ti€1,71'j62,71'k63>o,

Kapitel 2 bis 4: O-Gitter

Kapitel 5 bis 9: Erweiterungskorper von F; vom Grad d,
Menge der dritten Potenzen von Elementen aus L*,
Link eines Simplex S in D,

das Minimalpolynom der Matrix M,

monomiale Matrizen in GL(R),

ein Polynom aus F, [T7],

ist in den Kapiteln 8, 9 prim.

MON(K) N GL°(K),

Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich der Null,

Menge der Simplizes vom Niveau w in B,

Menge der positiv orientierten Simplizes vom Niveau w in B(n),

Ordnung eines Simplex,
Ordnung eines Simplizialkomplex D,
Menge der Orientierunge eines Simplex S,

Fy [[1l;
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67

60

14
18
18

14
37
37
54
52

119

10
10
36
16
22
83
67
14
15
15
16
15
92
93

83
14
14

27
14
52
73

15



P, P die Standard-Parahorigruppen, 22

o(M) das charakteristische Polynom der Matrix M, 83
i Seitenabbildung des Quotienten 1:\3 , 52
. eine Seitenabbildung, 49

m die Uniformisierende 7! bzgl. der Gradbewertung, 15

Rp das kanonische Vertretersystem von r /T (n) 56

Plik) Permutationsdarstellung auf C;(Bg(n), C) 73

Pl Permutationsdarstellung auf H;(B(n),C) 75

s~t die 2-Simplizes s und ¢ sind benachbart, 21

st positiv orientierter Simplex, 6

s~ negativ orientierter Simplex, 6

S3 Gruppe der Permutationsmatrizen in GL(R), 14

SL(R) 14

S(D) Menge aller Simplizes in D,

S;(D) Menge aller i-Simplizes in D,

SH(B) Menge der positiv orientierten i-Simplizes in B 73

S; (B) Menge der negativ orientierten i-Simplizes in B 73

S¢7(B) Menge aller orientierten ¢-Simplizes in B 73

S$<S S ist Seite von Simplex S, 5

(W, S) Coxeterkomplex, 34

01, 02, 03 Erzeuger der Weylgruppe W, 25

Tr(M) Spur eines Endomorphismus M, 69

Typ([L]) Typ einer Gitterklasse [L], 18

Typ(s) Typ eines Simplex s, 18

Typ(M) Konjugationstyp einer Matrix M aus GL, 85

0 128

U 113

T ein Seitenkomplex, 49

v(’é) die Gradbewertung, 14

V(D) Knotenmenge eines Simplizialkomplexes, 5

Wi(GL) Menge der Vertretermatrizen vom Typ ¢ 84

der Konjugationsklassen in GL(F,,),

W(GL) Menge aller Vertretermatrizen 85
der Konjugationsklassen in GL(F,,),

Wi(G(n))  Menge der Vertretermatrizen vom Typ i 95
der Konjugationsklassen in G(n),

W(G(n))  Menge aller Vertretermatrizen 95
der Konjugationsklassen in G(n),
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die Weylgruppe,

Weylkammer zur Basis B,

die Standardweylkammer,

endlicher Unterkomplex von W,

n-fache Kopie von W,

Charakter zur Darstellung p

Charakter der Einschrinkung von p

auf den G-Modul U

Charakter der Darstellung auf C;(D, C),

Charakter der Darstellung auf H;(D, C),

Charakter zur Darstellung p; x),

Charakter zur Darstellung pfj ).,

Charakter zur Darstellung auf (M,+(n))c,

Charakter auf Simplizes vom Niveau [i, j],
Charakter auf Simplizes vom Niveau
{lé, 51, [k, 1]},
Charakter auf Simplizes vom Niveau
{lé, 1, [k, 1], [m, n]},

Zentrum der GL(R),

Menge der ganzen Zahlen,

Zentralisator der Teilmenge H einer Gruppe G.
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16
17
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69
69

70
71
73
75
73
76

76

76
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