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Einleitung

Die Fundamentalgruppe I' = 7(Y, %) und die universelle Uberlagerung Y eines
endlichen, zusammenhingenden Graphen Y mit Aufpunkt vg kann man vollstindig
durch den Graphen selbst beschreiben. Die Knoten von Y entsprechen den re-
duzierten Wegen mit Anfangsknoten vy, die Elemente von I' den geschlossenen
reduzierten Wegen mit Anfangsknoten vo. Es ist nicht ausgeschlossen, daf} die er-
ste und die letzte Kante eines solchen Weges invers zueinander sind. Kiirzt man
sukzessive die erste und die letzte Kante, solange dies der Fall ist, erhélt man
einen geschlossenen, stark reduzierten Weg (mit eventuell geindertem Anfangs-
knoten). Die geschlossenen, stark reduzierten Wege SG(Y') sind also dadurch cha-
rakterisiert, daf jede Rotation dieser Wege wieder reduziert ist. Die nichttrivialen
Konjugationsklassen von I' entsprechen dann gerade den Aquivalenzklassen ge-
schlossener, stark reduzierter Wege modulo Rotation — den reduzierten Zykeln
RZ(Y) von Y. Dem Zykel P, und damit der zugehdrigen Konjugationsklasse (P)
in I, wird durch deg ({P)) := deg (P) := I(P) die Linge eines zugrundeliegenden
stark reduzierten Weges zugewiesen..

Die Zetafunktion Zy(u) von Y ist dann definiert als die formale Potenzreihe

. N ul(W)
Zyw= [[ 0-w®)t=ep 3 W)
PPERZ(Y) Wwesg(Y)
primitiv

Primitive Zykel sind dabei solche, die sich nicht als echte Potenzen kleinerer Zykel
schreiben lassen; der Bruch (1 — u®9F))~1 ist der Eulerfaktor zu P. Die multi-
plikative und die additive Schreibweise lassen sich leicht ineinander iiberfiihren.

Ist p: T — U,(V,) eine n-dimensionale, unitére Darstellung von I', so erhalt
man als Verallgemeinerung von Zy (u) die L-Funktion

trp((W ,

L= ] derll - p(ppuest?)t =enp 3° L

PERZ(Y) Wesg(Y)
P primitiv
Im Fall p = 1ist Zy{u) = Ly(1;u).

Die Zetafunktion von Graphen wurde das erste Mal von Ihara in [lh] un-
tersucht, dort allerdings als Zetafunktion Zr(u) endlich erzeugter freier Unter-
gruppen [' C PGL,(K,), wobei K, ein diskret bewerteter, vollstandiger Korper
ist. Die Konjugationsklassen v° von I' € PGLy(K,) besitzen eine natiirliche
Gradstruktur, die durch die Arithmetik vorgegeben ist. Die Gruppe PGLy(K,)
148t sich durch Ubergang zum Quotienten PGLy(K,)/PGL,(0,) (O, bezeichne
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den Bewertungsring von K,) als Knotenmenge des Bruhat-Tits-Baumes 7 in-
terpretieren und I' als Fundamentalgruppe des Quotienten I'\7’, siehe [Se]. Die
L-Funktion
Le(pru) = ] deu(I - p((Ppute™)
Y9 primitiv

wie sie Thara definiert, entspricht dann genau der L-Funktion des endlichen Quo-
tientengraphen I'\ T, da die Gradstruktur auf T, die von PG Ly(K, ) herriihrt, der
Gradstruktur entspricht, die durch die Realisierung von I als Fundamentalgruppe
des Quotienten I'\'T definiert wird.

Die L-Funktion von Thara ist also ein Spezialfall der L-Funktion von Graphen,
wie sie dann allgemein in Arbeiten von K. Hashimoto und H. Bass ([H1, H2, Bal})
untersucht worden ist. Wir stellen kurz ihre Ergebnisse zusammen: A bzw. T
bezeichnen die Nachbarschaftsoperatoren auf den Knoten bzw. den orientierten
Kanten der universellen Uberlagerung Y von ¥ und Q den Operator, der den
Grad (weniger eins) von Knoten mifit. Diese Operatoren auf Y induzieren Ope-
ratoren auf den Raumen H,,,O(f/) bzw. H,,(Y) der I'-dquivarianten Funktionen
auf Knoten bzw. Kanten von Y. Setzt man noch A,(u) = I, — A,u + Q,u?, s0
sind die Rationalitatsformeln

Ly (p;u)™" = det(] — Tyu) = (1 — u?) ™% det(A,(u))

das wichtigste Ergebnis, wobei x, = dim H,¢(Y) — dim H,(Y) sei. Im Fall p =
1 sind HP(V?) und Hp(E‘)N’) die Riume der I-invarianten Funktionen auf Y,
die sich mit den Riumen Cy(Y) bzw. C1(Y') der Funktionen auf dem endlichen
Quotienten Y = F\? identifizieren lassen. Es ist dann

Zy ()™ = det(] — Tyu) = (1 — u2) ™) det(A(w))

mit dem allgemeinen Laplace-Operator A(u) = Ay(u) = I — Ayu + Qyu?. Die
zweite Gleichung enthilt insbesondere die Verallgemeinerung einer Formel von
Thara (loc. cit.) auf die allgemeine Situation der L-Funktion von Graphen; sie
liefert zudem den Zusammenhang mit dem gewohnlichen Laplace-Operator A =
Q+I-A=A(1)vonY.

Die Zetafunktion von Graphen ist ein Analogon der Zetafunktion algebrai-
scher Kurven iiber endlichen Korpern IF,;. Dort wird statt der geschlossenen, stark
reduzierten Wege der Lange [ die Anzahl der rationalen Punkte der Kurve iiber
den Erweiterungen Fy gezahlt. Ist Y ein ¢+ 1-regularer Graph, so ist die Analogie
besonders deutlich. Die Zetafunktion von Y besitzt namlich in diesem Fall eine
einfache Funktionalgleichung. Definiert man weiterhin fir s € C

Gr(s) =2y (¢7°),

50 ist {y(s) eine meromorphe Funktion. Sie erfiillt genau dann die Riemannsche

Vermutung (alle Pole im kritischen Streifen liegen auf der Geraden Re(s) = ]5)
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wenn der im Betrage zweitgrofte Eigenwert A, des Operators Ay der Abschiatzung

A2 < 2¢/g

geniigt. Solche Graphen heifien auch Ramanujan-Graphen und spielen in der
Kombinatorik eine grofie Rolle, da sie zum Beispiel sehr gute Expansionseigen-
schaften besitzen, siehe [Lu, Ch]. Die explizite Konstruktion solcher Graphen ist
allerdings sehr schwierig.

Die Zetafunktion ist der aus kombinatorischer Sicht interessante Spezialfall der
L-Funktion, da in Zy(u) Invarianten von Y wie das Geschlecht, die Taille und
die Komplexitit kodiert sind. Thre Eigenschaften lassen sich rein kombinatorisch
beweisen. Am Anfang der Arbeit beschrinken wir uns daher auf Zetafunktionen
und betrachten erst spiter allgemeiner die L-Funktionen.

In Kapitel 1 fiihren wir die grundlegenden Begriffe der Graphentheorie ein,
die in dieser Arbeit benotigt werden, und diskutieren einige Eigenschaften des
Spektrums Spec(Y) = Spec(Ay). Charakteristische Funktionen bzw. Spektren
von Operatoren auf Graphen sind schon lange Gegenstand von Untersuchungen
in der Kombinatorik. In Kapitel 2 ordnen wir die Theorie der Zetafunktion von
Graphen in diesen Kontext ein. Die Verbindung von Wegen in ¥ und dem Nach-
barschaftsoperator Ay ist durch die Gleichung

iy
det(I — Ayu) = expz #—gl(-)—)u’

i>0

gegeben, wobei G'(Y) die Menge der geschlossenen Wege in Y bezeichnet. Wir
fithren diese Zusammenhinge in Abschnitt 2.1 aus und folgen dabei [Ka]. Dann
zeigen wir, wie sich
#SG'(Y)
det(I — Tyu) = ex —u
( yu) PDZO 1

und damit die Rationalitit von Zy (u) mit demselben Beweis ergibt. Der Operator
Ty auf Kanten von Y 4Bt sich als Nachbarschaftsoperator der Knoten des gerich-
teten Kantengraphen Y| interpretieren. Die Rationalitatsformel fiir Zy (u) folgt
dann allein aus unserer Beobachtung, dafi geschlossene, stark reduzierte Wege in
Y gerade den geschlossenen Wegen (positiver Lange) in Y;{ entsprechen.

Der Ansatz in [Bal] ist allgemeiner als bisher beschrieben. Bass {ibertrdgt den
Begriff der L-Funktionen von der Operation der freien Fundamentalgruppe auf
der universellen Uberlagerung Y eines endlichen Graphen Y auf die allgemeine
Situation einer Gruppe G, die diskret (alle Stabilisatoren G, sind endlich) und
ohne Inversion von Kanten auf einem Baum X operiert, so daf§ der Quotient G\ X
ein endlicher Graph ist. Er definiert die L-Funktionen L(X, G, p; u), indem er nur
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noch die Eulerfaktoren der primitiven , hyperbolischen Elemente” von G beriick-
sichtigt. Die hyperbolischen Elemente, die ein Ende des Baumes X festhalten,

werden dabei gemittelt. Auch fiir diese L-Funktionen gelten die grundlegenden
Rationalitdtsformeln

L(X,G,pyu) "t =det(T — Tyu) = (1 — u?) ™% det(A,(u)).

Bass beschreibt als eine weitere wichtige Eigenschaft der L-Funktion von Gra-
phen ihr Verhalten in Uberlagerungen; dies ist eine Verallgemeinerung eines Re-
sultats aus [H2]: Ist G’ C G eine Untergruppe von endlichem Index, so gilt

L(X,G', p;u) = L(X, G, indS p; u).

Ist G’ insbesondere normal in G, so zerlegt sich

L(X, G, 1;u) H L(X, G, p; u)ese)

p€GIG

in das Produkt der L-Funktionen der Uberlagerung G\X == A G\X. (Ist allge-
mein H eine endliche Gruppe, so bezeichnet H die Menge der irreduziblen kom-
plexen Darstellungen von H.) Fiir die Beweise ben&tigt Bass allerdings die Theo-
rie nichtkommutativer Determinanten von Operatoren iiber projektiven C[G]-
Moduln, die er selbst entwickelt (loc. cit.).

Ist G keine freie Gruppe, so besitzt die Uberlagerung G’\X G\X im
allgemeinen Verzweigungspunkte. In [H3] verallgemeinert auch Hashimoto den
Begriff der L-Funktion auf diesen Fall, falls p eine Darstellung von G ist, die
iber G' faktorisiert. Von Nachteil an diesem Ansatz ist, dal man statt der glo-
balen Operation auf der universellen Uberlagerung Gruppenoperationen auf Zwi-
schentiberlagerungen betrachten muf}, die keine Biume mehr sind.

Wir geben in Kapitel 3 eine neue Definition der L-Funktionen L(X,G, p;u), die
eine direkte Verallgemeinerung der Definition in [H1] darstellt. Wir bendtigen
hier tiber die Kombinatorik hinaus nur den Begriff der Graphen von Gruppen
wie er in [Se, Ba2] entwickelt wird. Die Kanten und Knoten des Quotienten G\ X
werden dabei mit Stabilisatoren der Operation von G auf X versehen; der re-
sultierende Graph von Gruppen G\\X trigt die volle Information der Operation
von G auf X. Wege in G\\ X bestehen aus Kanten und Elementen der Knoten-
gruppen; auf diesen Wegen ist noch eine Aquivalenzrelation einzufiihren, die die
Einbettungen der Kantengruppen G. in die Knotengruppen Gy, beriicksichtigt.
Die Standardvertreter dieser Aquivalenzrelation sind S-normalisierte Wege, die
an jedem Knoten 0y(e) des Weges nur Elemente eines fixierten Vertretersystems
Gao(ey/Ge zulassen.

In Analogie zur . topologischen Situation” der freien Operation einer Gruppe
auf einem Baum gewinnt man die Gruppe G als ,,Fundamentalgruppe” von G\\ X
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und den Baum X als Menge der S-normalisierten reduzierten Wege in G\\X
mit Anfangsknoten vg zuriick. Die Elemente von G entsprechen dabei den S-
normalisierten Wegen mit Anfangsknoten vy, die geschlossen und reduziert sind.
Die hyperbolischen Konjugationsklassen entsprechen der Menge Cregns (G\\X) der
normierten, S*-normalisierten, geschlossenen und stark reduzierten Wege modulo
Rotation mit beliebigem Anfangsknoten (die S*-Normalisierung ist nur eine kleine
zusitzliche technische Bedingung). Die Normierung ist notwendig, da man mit
den Elementen der Gruppe konjugieren kann, die dem Anfangsknoten des Weges
zugeordnet ist.

Ist die Menge der reduzierten Wege der Linge [ in G\\ X endlich fiir alle! > 1,
so definieren wir

1
_tr](d) p(<dv T))ul(d)

L(‘Y: G, p; u) 1= exp Z l(d)

(d,7)€Credn. (GN\X)

Im Gegensatz zur freien Gruppenoperation ist hier noch eine Mittelung der Spu-
ren iiber die Fixriume V,  C V, bestimmter Stabilisatoren nétig, (d, 7) bezeich-
net dabei nicht mehr eine Konjugationsklasse, sondern ein bestimmtes Element
in G. Wir beweisen die bekannten Rationalitdtsformeln, falls der Quotient G\ X
endlich ist, und somit die Aquivalenz mit den Definitionen in [Bal, H3].

Fiir p = 1 hingt die L-Funktion nur noch von dem gewichteten Graphen
(G\X,i) ab. Jeder Kante e € V(G\X) wird dabei die Anzahl i(e) der Kanten
zugeordnet, die in einem Punkt der Uberlagerung X — G\X {ber e liegen. Die

L-Funktion L(X,G,1;u) ist dann von der Form
e
Zyy(u) = L(X,G, L;u) = exp 1G]

(d,7)ECredn. (GN\X)

mit der erzeugenden Funktion iiber die normierten, geschlossenen stark reduzier-
ten Wege von G\\X.

Die nichttrivialen Faktoren der Zetafunktion Zy,;y(u) = L(X, G, 1;u) berech-
nen sich als Determinante des allgemeinen Laplace-Operator auf dem gewichteten
Quotienten (Y, ). Ist p # 1, so ist det(A,(u)) iiber eine Basiswahl von H,o(X) zu
bestimmen. Es ist sinnvoll, A,(u) als Laplace-Operators eines Graphen zu inter-
pretieren, dessen Knoten die gewihlten Basiselemente sind. Die Kanten missen
eventuell mit komplexen Zahlen indiziert werden. Die resultierenden Graphen Y,
nennen wir Berechnungsgraphen.

Nach den allgemeinen Untersuchungen zu L-Funktionen von Graphen im ersten
Teil, wollen wir im zweiten Teil der Arbeit mit Hilfe dieser Funktionen die Kom-
binatorik arithmetischer Graphen studieren.

Es bezeichne Ko = Fy (( )) den Kérper der formalen Laurentreihen in 1/T
iber dem endlichen }\orper IF Dann verstehen wir unter arithietischen Graphen
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Quotienten I"\T des Bruhat-Tits-Baumes 7 des lokalen Kérpers K, wobei I'" C
F. = GL,(A), 4 = IF,[T], eine Untergruppe von endlichem Index sei. I operiert
diskret aber nicht frei auf 7 und der Quotient I'\7 ist eine Halbgerade mit
Knotenmenge {v; | ¢ € N}.

In Kapitel 4 untersuchen wir die Grobstruktur der Graphen I\7. Es ist
zweckmiBig, diese als Auffaserung

T 0\T —I\T

zu studieren. Insbesondere interessieren uns die Hauptkongruenzgraphen

die durch die Operation der Hauptkongruenzgruppe
I'(n) = Ker(T' =% GL,(A/n))

von n € A gebildet werden. Da I'(n) normal ist, wird auch die zweite Uberlage-
rung in der Folge

T 70 ) =1\T

durch die natiirliche Operation der Gruppe G(n) = I'/T'(n) gegeben. Der unend-
liche Graph zerfillt in einen endlichen Graphen X (n) und endlich viele Halbge-
raden, die wir auch als Spitzen bezeichnen. Die Struktur der Hauptkongruenz-
graphen ist gegeben durch die Struktur der Gruppe G(n).

In 7 zeichnen wir einen Unterbaum X aus, so daff

X 20 X () 72y

wieder eine Sequenz von Uberlagerungen ist, wobei X%9(~-1(1) den Untergra-
phen von 7 (1) bezeichnet, der von den Knoten vy, . . ., Vgeg(n)-1 induziert wird. Die
Gruppen O, ©(n) lassen sich explizit durch Stabilisatoren der Operation von I’ auf
T darstellen. Die Situation bleibt bei der Beschriankung auf X (n) insofern stabil,
als ©/6(n) = G(n) wieder als Uberlagerungsgruppe von X (n) —s XdestM-1(1)
auftritt. Die Uberlagerung X o X (n) ist dabei unverzweigt. Genauer ist X (n)
der maximale Untergraph von 7 (n), der sich durch 7 unverzweigt iiberdecken

1afit; ©(n) ist insbesondere die Fundamentalgruppe von X (n). Die Zetafunktion
Zxn(u) zerfillt in das Produkt

Zxm(u) = L(X,0(n), u) =[] L(X,0,pu)

peG(n)

der L-Funktionen der Uberlagerung X (n) oY ydegln) 2 (1), und das Problem der
Berechnung von Zxn(u) reduziert sich auf die Berechnung von L(X, 0, p; u).
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Die Gruppe G(n),
G(n) = lF; >< SLy(A/n),

liegt zwischen der SL,(A/n) und der GLy(A/n). Thre Darstellungstheorie ist da-
her eng verwandt mit der Darstellungstheorie dieser Gruppen. Ist n irreduzibel
und vom Grad d, so ist A/n der endliche Kérper mit ¢* Elementen. Die Dar-
stellungen von G(n) erhilt man durch Beschrinkung der wohlbekannten Dar-
stellungen von GLy(A/n). Sie sind von 1. Rust in [Ru] inklusive der Angabe der
Charaktertafeln genau beschrieben. Die Darstellungen p von G (n) unterteilen sich
in die Darstellungen p, der Hauptserie und die supercuspidalen Darstellungen p, .
Die ersten werden durch Charaktere x der Standard-Borelgruppe B(A/n) indu-
giert, die anderen durch unzerlegbare Charaktere v der multiplikativen Gruppe
L* der quadratischen Erweiterung L von A/n.

In Kapitel 5 geben wir fiir beide Familien von Darstellungen die Nachbar-
schaftsrelationen der Berechnungsgraphen an. Die grundlegenden Riume H,o(X)
der G-aquivarianten Funktionen auf X zerfallen in eine direkte Summe

HoX)= @ HRX),

0<i<deg(n)—1

wobei Hf,f())(X ) isomorph ist zu einem Fixraum V,[* des Darstellungsraums V. Hier
bezeichnet I'; den Stabilisator einer Liftung von v; € v Xdes(M=1(1) auf X. Wir
bestimmen dann Basen von Vpr' und die Relationen zwischen den Basiselementen,
die durch A4, gegeben werden.

Wir zeigen, daB die resultierenden Berechnungsgraphen Y,, der Hauptserie
eng verbunden sind mit den Hecke-Graphen 7o(n) = [o(n)\T, die als Quotienten
der Hecke-Kongruenzgruppe

Lo(n) = {(¢ 3) €T |c=0modn}

definiert sind. In Abhangigkeit von p miissen einige Knoten entfernt werden;
suBerdem werden bestimmte Kanten mit Ausdriicken in  indiziert.

Ein Vorteil der Zerlegung in die L-Funktionen besteht darin, da8 die Graphen
Y, wesentlich kleiner sind als X (n) selbst. Die Grofenordnung von Y, ist g%,
die von X (n) ist ¢*%9(™. Allerdings kommen durch die kombinatorische Verein-
fachung partielle GauBsche Summen ins Spiel. Wir illustrieren die Berechnungen
am Beispiel n = T% + T + 1, ¢ = 2. Die invertierte Zetafunktion Zxny(u)~
ist hier ein Polynom vom Grad 756. Die Berechnung als charakteristisches Poly-
nom ist sehr langwierig. Die einzelnen L-Funktionen sind hingegen noch (unter
Zuhilfenahme eines Computeralgebrasystems) manuell zu berechnen.

Fiir kleine n sind die Graphen 7g(n) von uniformer Gestalt, wenn ¢ variiert,
vgl. [GN]. Tm Fall n irreduzibel und deg (n) = 2 konnen wir deshalb explizite
Formeln fiir Zy (n)(u) angeben. Daraus gewinnen wir das Spektrum Spec(X(n)),
da die Graphen X (n) bipartit und (¢, ¢ + 1)-semiregulér sind. Fiir X (n) ergeben
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sich dann sehr gute Expansionskonstanten. Fiir diese Polynome n erhalten wir
somit eine Verscharfung der Konstanten, die von M. Morgenstern fiir allgemeines
n bewiesen wurden, siehe [Mol]. Dariiber hinaus kénnen wir beweisen, daf§ die
Regularisierungen X (n)®%, X (n)!" auf beiden Seiten des semireguldren Graphen
X (n) Ramanujan-Graphen sind. Am Ende des Kapitels diskutieren wir die Ver-
allgemeinerungsfahigkeit dieser Methode auf Polynome hsheren Grades. Diese
Ergebnisse iiber die Graphen X (n) erscheinen auch in [Sch].

Anders als die Definition der L-Funktionen in [Bal, H3] setzt unsere Definition
nicht voraus, dafl die Quotienten G\ X endlich sind, sondern nur, daf die Mengen
C!.n(G\\X) fiir I > 1 endlich sind. Bezeichnet I C T eine Untergruppe von
endlichem Index, so ist diese Bedingung fiir [\\7 erfiillt, da der Graph von
Gruppen in einen endlichen Teil und eine Vereinigung disjunkter Spitzen zerfallt.
Die Zetafunktionen sind dann zwar keine invertierten Polynome mehr, aber immer
noch rational. Genauer beweisen wir in Kapitel 6 die Rationalitédtsformel

R (1 _ u2)9—1+c
Z(F\T,z)(u) - (1 — quz)c ’ Pa
wobei g = g(f\T) das Geschlecht und ¢ = ¢(I'\7) die Anzahl der Spitzen von

I'\T bezeichnet. Das Polynom P = det A%\T(u) berechnet sich als die Determi-

nante des Laplace-Operators eines endlichen Teils von f‘\T, bei dem die Werte
in den Ansatzpunkten der Spitzen von 1 — (g — 1)u? auf 1 deformiert werden. Die
Formeln erhilt man durch einen Ausschopfungsproze8.

Dieses Ergebnis iibertragen wir auf die L-Funktionen der Uberlagerung

Tn) <% T(1).

Die supercuspidalen Faktoren L(7,T, p,; u) sind dieselben wie im endlichen Fall.
Die Faktoren der Hauptserie vereinfachen sich, wie man am Beispiel n = 7% +T +
1, ¢ = 2 sieht. Die zugrundeliegenden Berechnungsgraphen sind Hecke-Graphen
7o(n). Um dieses Phinomen der Vereinfachung der Zetafunktionen beim Uber-
gang zu den unendlichen Graphen zu verdeutlichen, beenden wir die Arbeit mit
der Berechnung der Zetafunktionen Zzzm)4)(2) fiir kleine m.

Herrn Prof. Dr. Ernst-Ulrich Gekeler bin ich fiir die Unterstiitzung, die er mir
zuteil werden lie, zu grofem Dank verpflichtet. Herrn Dipl.-Math. Max Geb-
hardt danke ich fiir die Implementierung von Programmen zur Berechnung von
Zetafunktionen und Herrn Dipl.-Math. Volker Priebe fiir die vielen Kommentare,
die den Aufbau dieser Arbeit verbessert haben.
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1 Grundlagen

Am Anfang fithren wir grundlegende Begriffe und Notationen aus der Graphen-
theorie ein, wobei wir uns nach [Se] richten. Nach der Definition von Graphen,
Wegen und Operatoren gehen wir auf das Spektrum von Graphen ein, das ein
wichtiges Bindeglied zwischen der Algebra und der Kombinatorik von Graphen
darstellt. AnschlieBend stellen wir mit je einem Abschnitt iiber formale Potenzrei-
hen und Gruppenoperationen auf Graphen Hilfsmittel fiir unsere Untersuchungen
zur Verfiigung.

1.1 Graphen und Wege

Definition 1.1.1. Unter einem (ungerichteten) Graphen X verstehen wir ein
Quintupel (EX, VX, 8, 01,7), das aus der Menge EX von (gerichteten) Kanten,
der Menge VX # 0 von Knoten, den Randebbildungen 60,0, : EX — VX
und der Inversion — von Kanten besteht. Diese Funktionen geniigen dabei den
Gleichungen 8y(e) = 8(€), dile) = 8 (€), € = e und € # e fiir alle Kanten
¢ € EX. Die Knoten 8y(e), 0, (e) heiBen Randknoten der Kante e, das Paar {e,€}
heifit geometrische Kante.

Wir nennen zwei Knoten v und w benachbart, wenn sie die Randknoten einer
Kante e € EX sind. Der Grad eines Knotens v € VX ist

deg (v) := #{e € EX : Oy{e) = v}.

Wir setzen grundsitzlich voraus, daf alle Graphen lokal endlich sind, also deg(v) <
oo fiir allev € VX gilt. Ist deg (v) = k fiir alle v € VX, so heifit X ein k-reguldrer
Graph.

In naheliegender Weise sind Untergraphen eines Graphen definiert. Sei V' C
VX gegeben, sei

E'={e€ EX|8(e) € V' fiir i=0und 1}

und X' der Untergraph von X, der durch V', E' gebildet wird. Dann heifit X'
der von V' induzierte Untergraph von X.
Besondere induzierte Untergraphen sind fir v € VX die Graphen stern(v):
Es ist
V(stern(v)) == {v} U {0i(€) | Bule) = v}
und

E(stern(v)) = {¢ € EX | 8,(e) = v fiir 1 = 0 oder 1}.
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Definition 1.1.2. Eine Orientierung des Graphen X ist eine Teilmenge E*X C
EX,sodal EX = F*X UE*X und EYX N E+tX = § gilt. Eine solche Ori-
entierung existiert immer. Haben wir fiir X eine Orientierung ausgezeichnet, so
nennen wir X auch einen orientierten Graphen.

Zur Beschreibung eines orientierten Graphen reicht es aus, VX, EYX und die
Randabbildung E+*X — VX x VX anzugeben.

Der Graph X heifit bipartit, wenn VX sich disjunkt zerlegen lafit in zwei
Mengen Vo(X), V1(X), so dafl aus dp(e) € Vo(X) immer 0;(e) € V1(X) folgt. Die
Randknoten einer jeden Kante liegen also in verschiedenen Mengen.

Definition 1.1.3. Ein Morphismus m : X — Y von Graphen X und Y besteht
aus einem Paar von Abbildungen

my : VX - VY, mg: EX — EY,
fir die my(8o(e)) = do(mv-(e)) und mg(e) = mg(€) fir alle e € EX gilt.

Injektiv, surjektiv bzw. bijektiv sind Morphismen von Graphen, wenn sie als
Abbildungen auf den entsprechenden Kanten- und Knotenmengen injektiv, sur-
jektiv bzw. bijektiv sind. Bijektive Morphismen heiflen auch Isomorphismen, Iso-
morphismen eines Graphen auf sich selbst Automorphismen; die Gruppe der Au-
tomorphismen eines Graphen X wird mit Aut(X) bezeichnet. Haben wir fiir X
eine Orientierung E* X ausgezeichnet, so bezeichnen wir mit Aut(X™*) diejenigen
Automorphismen von X, die E* X auf sich selbst abbilden.

Endliche Graphen kénnen als Diagramme dargestellt werden, indem jeder
Knoten durch einen Punkt und geometrische Kanten durch Verbindungslinien
der jeweiligen Endknoten représentiert werden. Der Graph X mit VX = {v,w}
und EX = {e;, e;} wird somit durch das Bild

{61,62}

représentiert.

Ist der Graph orientiert, so macht man die Orientierung durch einen Pfeil
deutlich. Eine besondere Familie von orientierten Graphen ist durch Pfad;, I > 0
gegeben:

Definition 1.1.4. Ein Weg W (der Linge | > 0) in einem Graphen X ist ein
Morphismus m : Pfad; — X. Der Knoten my (0) bew. my (1) heifit Anfangs- bzw.
Endknoten von W. Ist X orientiert, so verlangen wir weiterhin mg(E7Pfad;) C
E*X. Anschaulich gesprochen folgt ein Weg in einem orientierten Graphen also
der vorgegebenen Orientierung.

Ein Weg W verbindet die Knoten my (0) und my (I); W heifit auch Weg von
my(0) nach my(1). Ein Weg W der Lénge [ > 0 wird eindeutig charakterisiert
durch eine Folge von Kanten (e, . .., &) mit 0 (e;) = Op(ei41) fiiralles = 1,...,1—
1, was wir hidufig ausnutzen werden.

Definition 1.1.5. Eine Halbgerade ist ein Untergraph eines Graphen X, der
isomorph ist zu Pfad,. Zwel Halbgeraden Xi, X, in einem Graphen X seien
dquivalent, wenn EX; und EX, bis auf endlich viele Kanten iibereinstimmen.
Aquivalenzklassen von Halbgeraden heifien Enden.

Der Begriff von Halbgeraden bzw. Enden ist offensichtlich nur interessant fir
unendliche Graphen.

Definition 1.1.6. Ein Graph heiit zusammenhédngend, wenn je zwei Knoten des
Graphen durch einen Weg verbunden sind. Die maximalen, zusammenhéngenden
Untergraphen heifien Zusammenhangskomponenten des Graphen.

Definition 1.1.7. Sei X ein Graph. Ein Fluf von X ist eine Funktion f : EX —
C, die den folgenden Bedingungen geniigt:

(i) Ve€ EX : f(e) = —f(8),
(ii) Yo € VX 1 305 (9=0 flE) =0,
(ii1) f(e) = O fiir fast allee € EX.

Die Menge der Fliisse auf X bildet einen C-Vektorraum, den wir mit H; (X, C)
bezeichnen.

Definition 1.1.8. Sei Y ein endlicher Graph. Dann heifit die Zahl
g(Y) := dim H(Y,C)

das Geschlecht von Y.

ePfad; : 0,1  [1,2] [2,3] -1,
6 I 5 g o ; * . ; ' Das Geschlecht ist eine wichiige Invariante eines Graphen.
Proposition 1.1.9. (Euler-Formel) Es sei Y ein endlicher Graph mut #EY =
2m, #VY =n. Dann st
ePfad,, : 0,1 [12] (23] (=11 g(Y) =dimH,(Y,C) =m —n+z,
¥ 0 1 2 3 -1 l wobei z = z(Y) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Y bezeichnet.
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Ist Y zusidtzlich zusammenhéngend, so ist g(Y) =m —n + 1.

Definition 1.1.10. Der Weg (e, ..., ¢e;) heiflt reduziert, wenn e; # &, ist fiir
1=1,...,1 -1 oder wenn er die Linge null hat.

Sind zwei Punkte v nach w in X durch einen Weg verbunden, so gibt es auch
einen reduzierten Weg, der v und w verbindet. Dies sieht man induktiv, indem
man eventuell auftretende Paare (e;, &) sukzessive 18scht.

Ein Weg W = (ey,...,e;) heit geschlossen, wenn 9,(e;) = Jy(e;) ist. Wir
nennen e; Aufkante und e, Endkante von W. Eine Schleife ist ein geschlossener
Weg der Lange 1.

Definition 1.1.11. Ein Graph X heifit kombinatorisch, wenn zu je zwei (nicht

notwendig verschiedenen) Knoten v und w héchstens eine Kante e existiert mit
& (e) = v und 9;(e) = w.

Anschaulich gesprochen ist ein kombinatorischer Graph ein Graph ohne Schlei-
fen und Mehrfachkanten zwischen zwei Knoten. In diesem Fall ist eine Kante e
eindeutig durch das Paar (q(e),0;(e)) und analog Wege durch eine Folge von
Knoten charakterisiert.

Definition 1.1.12. Ein Baum ist ein zusammenhidngender Graph, der keine re-
duzierten geschlossenen Wege der Lange > 0 enthilt.

Bédume sind genau die zusammenhingenden Graphen vom Geschlecht null.

Ist der Weg W = (eg, .. .,e;—1) geschlossen, so auch der Weg (e;, ..., €4 1),
wobei die Indizes modulo / gerechnet werden. Wir nennen (e;,...,e;4;-1) auch
Drehung von W. Die Relation “W; ist Drehung von W5” ist eine Aquivalenzrela—
tion. Wir nennen die entsprechenden Aquivalenzklassen von geschlossenen Wegen
der Lange > 0 Zykel. (Insbesondere hat nach dieser Konvention ein Zykel immer
eine positive Linge.)

Sind (er,...,e) und (yi, ..., yn) zwei Wege mit 8;(e;) = do(y1), so definieren
wir die Komposition dieser Wege durch

(e, yer) o U1y Yn) =(e1,--- €U, ¥n),

fiir die Komposition der gleichen geschlossenen Wege schreiben wir auch WolW =
w2,

Definition 1.1.13. Ein geschlossener Weg W heifit primitiv, wenn er nicht von
der Form W = P™ ist mit m > 1. Ein Zykel heifit primitiv, wenn einer seiner
Vertreter (und dann auch alle) primitiv ist. Ist W = P™ eine Darstellung mit
maximalem m, so heifit m = m(W) die Vielfachheit von W.

Ein Zykel Z besteht aus TIR((AZZ) Vertretern. Ein Zykel ist insbesondere genan
dann primitiv, wenn er genausoviele Vertreter besitzt wie er lang ist.
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Abbildung 1: Graph X

Definition 1.1.14. Ein Zykel .Z heifit reduziert, wenn jeder Vertreter von Z
reduziert ist.

Diese Bedingung kann man an einem beliebigen Vertreter von Z testen:

Definition 1.1.15. Ein geschlossener Weg W = (e, ..., ;) der Lange > 0 heifit
stark reduziert, wenn W und W o W reduziert sind.

Anders gesprochen ist ein geschlossener Weg der Liange > 0 genau dann stark
reduziert, wenn jede Drehung dieses Weges reduziert ist, bzw. wenn der von
diesem Weg induzierte Zykel reduziert ist.

Beispiel 1.1.16. X bezeichne den Graphen in Abbildung 1. Ein geschlosseper
Weg, der in v; € VX beginnt, ist nicht stark reduziert, selbst wenn er reduziert
ist.

Zu einem Graphen X und v,w € VX fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

Plv,w) = P(X,v,w):={Wegein X von v nach w}

R(v,w) = R(X,v,w):= {reduzierte Wege in X von v nach w}
G(X) := {geschlossene Wege in X}
G*(X) := {geschlossene Wege der Lange >0 in X}
RG(X) := {geschlossene, reduzierte Wege in X}
SG(X) := {geschlossene, stark reduzierte Wege in X}
Z(X) := {Zykel in X}
RZ(X) := {reduzierte Zykel in X}

Ist B eine dieser Mengen, so sei B! = BN P!(X), wobei PUX) die Menge der
Wege der Lange ! in X bezeichnet.

Definition 1.1.17. Sei X ein Graph, der reduzierte, geschlossene Wege enthalt.
Die Zahl
' t(X) ;= min{l > 0| RGHX) # 0}
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heiit Taille von X.

Zu einem Graphen X ist der Kantengraph X assoziiert, der durch

VXg = {geometrische Kanten von X},
EXk = {({er.&1}, {e2,®}) |
e, und e; haben einen gemeinsamen Randpunkt in X'}

gegeben ist. Die Randoperatoren und die Inversion von Kanten werden auf die
natiirliche Weise definiert. Der Kantengraph X ist genau dann kombinatorisch,
wenn X keine Schleifen enthélt.

Weiterhin assozieren wir zu X den gerichteten Kantengraphen Xj. Dies sei
der gerichtete Graph, der durch

VX =FEX
und
E* X5 = {{e1,e2) | iler) = olez), er # &}
mit den natiirlichen Randoperatoren gegeben ist. Auch dieser Graph ist genau
dann kombinatorisch, wenn X keine Schleifen enthilt. Durch die vorgegebene

Orientierung ist aber selbst in diesem Fall jeder Weg in X} durch eine Folge von
Knoten e, ...,e € VX = EX charakterisiert.

D> =

Abbildung 2: Der Kantengraph X und der gerichtete Kantengraph X 7.

Beispiel 1.1.18. In Abbildung 2 sind die Graphen Xg und X, des Graphen X
aus Abbildung 1 angegeben.

Ein wichtiger Zusammenhang zwischen X und X besteht in dem

Lemma 1.1.19. Sei X ein Graph und Xj. der assoziierte gerichtete Kanten-
graph. Dann entsprechen die geschlossenen, stark reduzierten Wege der Linge
1 >0 in X kanonisch den geschlossenen Wegen der Linge | in X7;.

Beweis. Sei (e, ..,e;) ein geschlossener, stark reduzierter Weg in X. Dann ist
auch (e, ..., e, ;) reduziert. Diese Folge von Knoten in X} charakterisiert einen
geschlossenen Weg der Lange ! in X ;. Die resultierende kanonische Abbildung
zwischen geschlossenen, stark reduzierten Wegen in X und geschlossenen Wegen
positiver Lange in X ist offensichtlich bijektiv. O
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1.2 Operatoren auf Graphen

Wir fiihren Operatoren auf Graphen ein und beweisen einige grundlegende Iden-
titdten. Mit X sei immer ein Graph bezeichnet. Grundlegend sind die Rdume

Co(X) := CVX) und Cy(X) = CEX)

der komplexen Funktionen auf Knoten und Kanten von X mit endlichem Tréger.
Wir identifizieren die charakteristische Funktion x, mit v € VX und x. mit
e € EX, die Elemente von Cy(X) bzw. Ci(X) sind dann Linearkombinationen
von Knoten bzw. Kanten. Fiir orientierte Graphen X* setzen wir analog

Co(X+) 1= CVX) und C (X7 = CETX).

Definition 1.2.1. Ein Operator auf dem Graphen X ist ein Homomorphismus
von Cy(X) nach C;(X), 1,7 € {0,1}, der mit der Operation von Aut(X) ver-
tauscht. Ein Operator auf einem orientierten Graphen X7 ist dagegen ein Ho-
momorphismus von C;(X) nach C;(X), 4,5 € {0,1}, der mit der Operation von
Aut(XT) vertauscht.

Die Randoperatoren etwa sind Operatoren auf Graphen, da fiir ¢ € Aut(X)
gilt:
d:(¢(e)) = ¢(0i(e))-

Bemerkung 1.2.2. Durch Fortsetzung der natiirlichen Operation von Aut(X)
auf X auf die Raume C;(X) kann man diese als ClAut(X)] - Moduln auffas-
sen. Die Operatoren auf X entsprechen dann gerade den C[Aut(X)] - linearen
Abbildungen. Entsprechendes gilt fiir orientierte Graphen.

Analog definieren wir die Operatoren

g, 01 : Co(X) = Ci(X)

oi(v) = Z e.

8;i(e)=v

via

Die Operatoren @ bzw. J auf X seien durch
J(e) =e, und Q(v) = (deg(v) — 1)v
gegeben.

Definition 1.2.3. Wir definieren den Nachbarschaftsoperator A = Ax auf X
durch

Aw) = Ax) = 3 dule).

dole)=v
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Offensichtlich gelten die Beziehungen

Alw) = > GACHE (1.1)
(e1y....er)Weg, 8oler)=v
Ogog = Oy =Q+1, (1.2)
oo = O =4 (1.3)
Wir setzen nun
An@)i= 3 Bilem)
(e1,....em) reduziert,
do{er)=v

Es ist Ay = I, und A = A, ist der Nachbarschaftsoperator von X. Fir [ > 1
stimmen A; und A’ zwar nicht mehr iiberein, es gilt aber noch die Rekursion

A* = Ay+Q+1 (1.4)
Adp = Ampr + QApmoy (1.5)

Diese beiden Gleichungen kann man zusammenfassen zu
(I = Au+Qu*)()_ Anu™) = (1 - )], (1.6)
wobei u eine Unbestimmte ist. Wir nennen
Au) = (I — Au+ Qu?) € End(Co(X) ®c Clu)

den allgemeinen Laplace-Operator von X. Fiir u = 1 erhilt man den gewdhnli-
chen Laplace-Operator

A=A1=(T+Q)-A
des Graphen X.

Bemerkung 1.2.4. Die Verbindung von A(u) mit den erzeugenden Funktionen
der A, tritt schon in [Se, II,1.1,ex. 3] auf: Dort werden die Operatoren B, defi-

niert durch
Bm = Z Am—2r
0<i<
Daraus ergibt sich dann ganz analog

m 1
ZBmu —A(u)‘

m>0

Formuliert ist das bei Serre nur fiir Baume, in unserer Formulierung beweist man
aber auch den allgemeinen Fall wie dort beschrieben.
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Definition 1.2.5. Der Nachbarschaftsoperator auf orientierten Kanten ist ge-
geben durch
T(e)=Tx(e) =y, €.
(e.e') reduziert
Dieser Operator stimmt {iberein mit dem Nachbarschaftsoperator des orientierten
Kantengraphen X 7.

Analog zu (1.1) gilt

Te)= Y, @

{€q,....er) red.
e=€g

Der Operator T hat den Vorteil, daB man damit die reduzierten Wege in X
besser beschreiben kann als mit A. Es gilt

A =8,T Yoy,
was eine Verallgemeinerung von (1.3) ist. Anderseits gilt zwar
T = 040, — J,
bzw.
T? = ggAd, — 010, — o + .

An der letzten Formel sieht man aber, daf man 7" nicht in einem einfachen Term
in A bzw A,, ausdriicken kann. Auf den Zusammenhang zwischen den Operatoren
T und A; kommen wir im Abschnitt 2.2 zuriick.

Ist Y = X ein endlicher Graph mit VY = {v,,...,v,} und EY = {e, .. Cy€am b
so kann man A bzw. T als Matrizen beziiglich der kanonischen Basen der cha-
rakteristischen Funktionen auffassen. Es ist dann

Aji = #{e: 0u(e) = v, di(e) = vj},

in der Literatur Nachbarschafts- oder Adjazenzmatriz genannt. Die Matrix A ist
symmetrisch.
Analog gilt
T, = { 1 falls 8(e;) = dole;) und e; # €
> 0 sonst.

Man achte auf die Reihenfolge der Indizes j,¢. Dies ist so eingerichtet, dafl die
Anwendung von T auf e, der Matrizenoperation von T' auf dem i-ten Element der
natiirlichen Basis entspricht. Durch Induktion sieht man dann weiterhin

A= #(PHY,v,1y)
bzw.

T;,z = #(Ipl(yza €, e)))-
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Bemerkung 1.2.6. Die Nachbarschaftsoperatoren A bzw. T werden in der Li-
teratur auch durch

Af)=Ayf(v):= 3 f(Be), feCo(Y)
do(e)=v

und

Tfe):=Tvfle):= > f(e), feCr(Y)

{e,e') Ted.

definiert. Identifiziert man wieder Kanten und Knoten mit den entsprechenden
charakteristischen Funktionen, so erhilt man

Av = Z ofe)
di(e)=v

und

(e',e) red.

Fafit man die Operatoren als Matrizen auf, so sind sie transponiert zu A baw. T

1.3 Spektren von Graphen und Expansion

Definition 1.3.1. Sei Y ein endlicher Graph, A die Nachbarschaftsmatrix von
Y. Dann nennen wir das Spektrum

Spec(Y') := Spec(A)

das Spektrum von Y. Dabei ist Spec(A) die Menge der Eigenwerte von A (mit
Vielfachheiten).

Das Spektrum kodiert viele Eigenschaften eines Graphen, charakterisiert die-
sen aber nicht. Es gibt nichtisomorphe Graphen, die dasselbe Spektrum besitzen,
siehe [CDS] fiir eine ausfiihrliche Diskussion. Wir nennen solche Graphen isospek-
tral. Da A symmetrisch ist, ist Spec(Y) reell; wir bezeichnen die Elemente des
Spektrums mit

A< A< <A

Wir ziahlen grundlegende Eigenschaften auf, die elementar zu beweisen sind (siehe
etwa [Bi]).

Proposition 1.3.2. Sei Y ein endlicher Graph. Dann gelten
(1) |\ € maxyevy deg(v) fir alle A € Spec(Y).
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(1i) Wenn'Y bipartit ist, so ist Spec(Y') symmetrisch um Null.
Proposition 1.3.3. Set Y ein endlicher, k-regulirer Graph. Dann gult:
(i) Spec(Y) C [—k,+k] und der Eigenwert k wird angenommen.

(ii) Die Vielfachheit des Eigenwerts k in Spec(Y') stimmt mit der Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von Y dberein.

(iti) Y st genau dann bipartit, wenn —k € Spec(Y') ist.

Definition 1.3.4. Sei Y ein endlicher Graph. Das Laplace-Spektrum Specy(Y')
ist definiert als das Spektrum des Laplace - Operators A = (@ + ) — A.

Fiir das Laplace-Spektrum gelten dhnliche Aussagen wie fiir das gewohnliche
Spektrum. Fiir die Elemente von Spec;(Y") gilt etwa

0=7<...<7, <2 -max{deg(v):veVY}

Ist Y k-reguldr, so ist A € Spec(Y) genau dann, wenn k — X € Spec; (V). Die
Aussagen in Proposition 1.3.3 lassen sich dann direkt iibertragen.

Das Spektrum Spec(Y’) enthélt insbesondere Informationen iiber die Expansion
des Graphen: Zu einer Teilmenge S C VY definieren wir die Nachbarmenge von
S als

N(S) = {0:(e) | € € EY mit dy(e) € S}.

Definition 1.3.5. Sei ¢ € R,¢ > 0. Der endliche Graph Y hat c¢-Expansion,
wenn
#(N(S) — ) z c- #(5)
fiir alle Teilmengen S C VY gilt mit #5 < J#VY.
Der vollstandige Graph, in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten durch
genau eine Kante verbunden ist, hat offensichtlich eine c-Expansion mit ¢ = 1.

Da Graphen mit guten Expansionseigenschaften wichtig sind fiir Anwendungen
in der Netzwerktheorie (vgl. [Lu],[Ch]), so stellen sich zwei Fragen:

o Gegeben ein beliebiger endlicher Graph. Wie gut ist seine Expansion? Wie
kann man die Expansion abschatzen?

o Konstruiere Graphen mit guter Expansion.

Die erste Frage beantwortet folgender Satz.

Satz 1.3.6. ([Al, Th. 2.5)) Sei Y ein zusammenhingender, endlicher und kom-
binatorischer Graph mit mazimalern Knotengrad k.
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(1) Y hat eine c-Ezpansion mit

c= 2T2
- ’C+2’T’2.

(ii) Besitzt Y eine c-Ezpansion, so folgt
2
Ty 2 ——5.
P g4

Die Expansions-Eigenschaft eines Graphen ist also eng verbunden mit dem
Spektrum. Ist Y k-reguldr, so setzen wir

MY) := max{|A|, |\ < k}.

Nach dem Satz besitzt ein k-reguldrer, kombinatorischer, zusammenhéngender
Graph die Expansionskonstante

20k — MY))

T ET 2k

Fiir eine gute Expansion ist also der Wert A(Y) zu minimieren. Dieses Mi-
nimum ist begrenzt, wie von Alon bewiesen (vgl. die SchluBdiskussion von [Al]
bzw. [LPS] fiir einen Beweis).

Satz 1.3.7. Sei Y, eine Familie (paarweise verschiedener) k-reguldrer, zusam-
menhdngender, endlicher Graphen. Dann ist

liminf M(Y) > 2vk — L.

n—o00

Es gibt durchaus Graphen mit A(Y) < 2vk — 1. Asymptotisch bleibt man
aber nie unterhalb dieser Grenze.

Definition 1.3.8. Sei Y ein endlicher, k-regulirer Graph. Y heifit Ramanujan-
Graph, falls A(Y) < 2k — 1 gilt.

Ramanujan-Graphen sind die Graphen, die die besten bekannten Expansi-
onsabschitzungen besitzen, die man mit Hilfe des Spektrums erreichen kann. Die
explizite Angabe unendlicher Familien k-regulirer Ramanujan-Graphen fiir ein
festes k ist sehr schwierig (siehe [Lul]) und bis jetzt nur fiir Primzahlpotenzen
bekannt. In Abschnitt 5.4 kommen wir auf Beispiele von Ramanujan-Graphen
zuriick.
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1.4 Formale Potenzreihenringe

Der Ring C[[u]] der formalen Potenzreihen in einer Unbestimmten u ist ein dis-
kreter Bewertungsring mit Bewertung v(f) = ¢ falls f = 3_ ., au',a; # 0. Die
Bewertung v induziert durch

If{={0 falls f =0

p*Y) sonst

einen nicht-archimedischen Absolutbetrag auf C[[u]], wobei 0 < p < 1 beliebig
aber fest gewdhlt ist.

Ist f(u) = 3 awt, € C[[u]] und g € Cffu]] mit |g| < 1 gegeben, so konvergiert
flg) wegen la;} <1 und |g*| = 0 in Cl[u]}. Da |g| < 1 genau dann gilt, wenn
g € m = uC[[u]] liegt, bedeutet dies, da man in eine Potenzreihe f(u) eine
weitere Potenzreihe g(u) einsetzen kann, wenn g(u) kein Absolutglied besitzt.

Wichtige Beispiele sind die beiden Reihen

%

o) = Y5

>0
. out
log(1+u) = D (-1
i>1
Es gilt dann
exp(log(l+u))=1+u

und
log(exp(u)) = log(1 — (1 — exp(u))) = u,
Weiterhin ist fiir f,g € Cl[ul]
exp(f + g) = exp(f) exp(g),
wenn die Ausdriicke definiert sind.

Definition 1.4.1. Die Abbildung £ log : C{{u]] — C{[u]}, die durch

d ___ f_'
(%'°g> I=7%

definiert ist, wobei f’ die formale Ableitung von f nach u bezeichne, heifit loga-
rithmische Ableitung.

Die logarithmische Ableitung ist additiv:

(& log) (79) = (s 1og) i+ (5 g .

Ist |f| < 1, s0 ist
(% g (1) = (o5 )
U

23




Lemma 1.4.2. (Newton-Lemma) Set A € Mat,(C). Dann gilt
log(det(J — uA)) = tr(log(I — uA)).

Beweis. Fiir n = 1 ist das trivial. Beide Seiten der Gleichung sind additiv in
kurzen exakten Sequenzen, woraus mit Induktion die Aussage folgt. ]

Die Aussage bleibt richtig, wenn man C durch einen kommutativen Ring (mit
1) der Charakteristik 0 ersetzt.

Allgemeiner benéttigen wir auch Potenzreihenringe in mehreren Verdnderlichen.

Seien uy,...,u, Unbestimmte, so bezeichne
Cllul) = Clfun, - - )
den Potenzreihenring in n Unbestimmten. Fiir 0 # f(u) = 3 . a,u® mit

u# = u{* - b~ wird durch

.....

eine Abbildung auf C[[u]] definiert, die sich zu einer diskreten Bewertung des
Quotientenkorpers von C[[u]] fortsetzt. Wiederum definiert

Ifl = 0 falls f =0
2’ sonst
einen nicht-archimedischen Absolutbetrag, und C[[u]] ist vollstindig beziiglich
dieses Betrags. Allerdings ist C[[u]] kein diskreter Bewertungsring: Zum Beispiel
hat das Element u; +u; ' aus dem Quotientenkérper die Bewertung null, ist aber
offensichtlich keine Potenzreihe. Deswegen ist auch {f € C[[u]] | v(f) > 0} kein
Hauptideal.
Sei Ay = (Ay;) € Maty(C[[u]]) mit vu(A;;) > 1. Dann ist v (A};) > fiir alle
[ > 1. Insbesondere konvergiert dann die Reihe

tr(log(f — Ay)).
Das Newton-Lemma verallgemeinert sich zu

Lemma 1.4.3. Sei A, = (4;;) € Mat,(Cl[u]]) mit 1,(A;;)) > 1 fiir 1 <4,5 <
n. Dann gilt

log(det(I — Ay)) = tr(log(I — Ay)).

Beweis. Es sei z eine neue Unbestimmte. Das Newton-Lemma angewandt auf den
Fall R = C[[u]] besagt dann

log(det(] — zA,)) = tr(log({ — zA,)).

Nach der Voraussetzung an A, konvergiert die rechte Seite der Gleichung fiir

z = 1 in C[{u]] (beziiglich der Bewertung vy,). Dann muf dort auch die linke
Seite konvergieren und gleich sein. ]
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1.5 Gruppenoperationen auf Graphen

Definition 1.5.1. Eine Operation einer Gruppe G auf einem Graphen X ist
ein Gruppenhomomorphismus G — Aut(X). Wir notieren die Operation eines
Elementes g € G auf v € VX baw. e € EX, das heifit die Anwendung des Bildes
von g unter dieser Abbildung auf v bzw. e mit g-v bzw. g-e.

Insbesondere operiert G auf der Knoten- und der Kantenmenge. Die Bahnen
dieser Operation werden mit Gv bzw. Ge, die Stabilisatoren mit G, bzw. G,
bezeichnet. Es gilt

Ge =Gz C Goye) N Goaye):

Ist X ein kombinatorischer Graph, so gilt sogar die Gleichheit
Ge = Gg = Gao(e) N Gal(e)A

Eine Gruppe G operiert frei bzw. treu auf einem Graphen X, wenn sie auf
VX und EX frei bzw. treu operiert. Sind die Stabilisatoren G, fiir alle v €
VX éndlich, so operiert G diskret auf X. In dem Falle sind natiirlich auch alle
Stabilisatoren G, von Kanten endlich.

Definition 1.5.2. Operiert eine Gruppe G auf dem Graphen X, so dai g-€ #E
ist fiir alle e € EX, so sagt man, daB G inversionsfrei auf X operiere.

Operiert eine Gruppe G inversionsfrei auf X, so definieren wir den Quotien-
tengraphen G\X als den Graphen der Bahnen unter dieser Operation, die ihre
Nachbarschaftsrelationen von X erben:

V(G\X) = {Gv|veVX}
E(G\X) = {Gelee€ EX}

Die durch 8;(Ge) := G(de), i = 0,1 gegebenen Randoperatoren sind wohldefi-
niert und G := G& ist eine zuléssige Inversion von Kanten, die alle Graphaxio-
me erfiillt. (Die Inversionsfreiheit der Operation von G auf X impliziert gerade
Ge # Ge = GE, ist also notwendig.)

Definition 1.5.3. Sei p : X — Y ein Morphismus von Graphen. Dann heifit
X Uberlagerung von Y, wenn p selbst und fiir alle v € V X die Einschriankung
stern({v) — stern(p(v)) surjektiv ist. Die Uberlagerung p : X — Y heifit unver-
zweigt, falls die Einschrinkung p : stern(v) — stern(p(v)) fiir alle v € VX sogar
bijektiv ist.

Bemerkung 1.5.4. Unverzweigte Uberlagerungen sind also surjektive, lokal bi-
jektive Morphismen. Sie entsprechen dem Uberlagerungsbegriff aus der Algebrai-
schen Topologie.
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 Operiert G (inversionsfrei) auf X, so induziert die Quotientenabbildung eine
Uberlagerung X — ¥ := G\ X.

Definition 1.5.5. Uberlagerungen der Form X — Y := G\X nennen wir ga-
loissch und bezeichnen sie auch mit

xSy
Die Gruppe G ist nicht wohlbestimmt, wenn sie nicht treu operiert.

Proposition 1.5.6. Die Gruppe G operiere treu auf dem zusammenhdngenden

Graphen X. Dann ist die Uberlagerung X Sy = G\X genau dann unver-
zweigt, wenn G frei auf X operiert.

Beweis. G operiere frei auf X, v € VX sei ein beliebiger Knoten. Sind e, €
Kanten mit dy(e) = Op(e’) = v, mit ge = €/, g € G, so0 ist gv = v und es muB
nach Voraussetung g = 1 gelten. Die Uberlagerung ist also unverzweigt.

Sei umgekehrt die Uberlagerung X Sy unverzweigt und v € VX ein
beliebiger Knoten in X mit Stabilisator G,. Dann ist ge = e fiir alle e € EX
mit dy(e) = v und alle g € G,, da die Uberlagerung unverzweigt ist. Daraus
folgt G, C Gy, fiir alle zu v benachbarten Knoten w. Da X zusammenhingend
ist, folgt daraus G, C G, fir alle w € VX. Da die Operation von G als treu
vorausgesetzt war ist G, trivial, die Operation von G auf X damit frei. O

Proposition 1.5.7. (Hurwitz-Formel) Sei X ein endlicher Graph und G eine
endliche Gruppe, die auf X operiere mit QuotientY := G\X. Es seien VV C VX
und VE C EX Vertretersysteme der Operation von G auf den Knoten und den
geometrischen Kanten (e € V'E stehe fir die geometrische Kante {e,€}). Dann
gilt

1g<X>=#c-(1—g<Y>>+#G»(Z(-#-g—b—m- Z(#ge—n)

vEVV ’ eeVE

Beweis. Es ist

- g(X) = #VX - %#EX
#G  — #G
; %G, ;VE #GC,
1 1
= #G(l—g(Y))+#G( (55— 1~ ( *1)) ,
2 G670 2 e,
dal-g(Y)=#V1 - £VE gilt. O
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Definition 1.5.8. Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf dem Graphen X
operiere. Ein Fundamentalbereich von X modulo G ist ein Untergraph Y von X
mit der Eigenschaft, daB die Einschriankung der natiirlichen Quotientenabbildung
Y — G\ X ein Isomorphismus ist.

Ist X ein Baum, so existiert ein Fundamentalbereich der Operation von G auf
X genau dann, wenn G\X wieder ein Baum ist (siehe [Se, 1,4.1]).
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2 Die Zetafunktion von Graphen

Ein zentrales Hilfsmittel der Kombinatorik sind erzeugende Funktionen, bei Gra-
phen insbesondere solche iiber Wege verschiedener Arten, die wir im ersten Ab-
schnitt studieren. Wir richten uns dabei hauptsichlich nach {Ka]. Anschlielend
fithren wir die Zetafunktion eines endlichen Graphen Y als erzeugende Funkti-
on der geschlossenen Wege des assoziierten orientierten Kantengraphen Y ein.
Die wichtigsten Eigenschaften der Zetafunktion folgen aus einem Dualitétssatz,
der den allgemeinen Laplace-Operator A(u) von Y in Beziehung setzt zu dem
Nachbarschaftsoperator von Y.

2.1 Erzeugende Funktionen

Definition 2.1.1. Sei a, eine Folge von natiirlichen Zahlen. Die formalen Po-

tenzreihen
a
exp(é —;;—'u") und E anu®

n>0 n>0

heilen erzeugende Funktionen der a,.

Bemerkung 2.1.2. In der Literatur wird meist die Potenzreihe 3} a,u™ als er-
zeugende Funktion eingefiihrt. Wenn wir zwischen den beiden Potenzreihen expli-
zit unterscheiden wollen, nennen wir die erste Reihe auch ezponentielle erzeugende
Funktion.

Die beiden Potenzreihen sind gewissermaBen gleichwertig. Ist etwa die Reihe

exp (Y ns0 2u") bekannt, so kann man Y a,u” mit Hilfe der logarithmischen
Ableitung berechnen:

d Qn . d Gn
u-a;logexp (Z—n—u) = ;{u“:Zanu".

n>0 n>0 n>0

Wichtige Beispiele sind die die beiden erzeugenden Funktionen

Tv,wju) = Z#”P"(v,w)u", (2.1)
n>0
['(v,wiu) = Y #R(v,w)u". (2.2)

Nach unsererer generellen Voraussetzung ist X lokal endlich, diese Potenzreihen
sind also wohldefiniert.
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Sei Y = X wieder ein endlicher Graph mit VY = {v,...,v,} und EY =
{e1,...,€am}. In Abschnitt 1.2 hatten wir erste Zusammenhange zwischen den
verschiedenen Wegeoperatoren studiert. Die Gleichungen (2.1),(2.2) iibersetzen
sich dann in

I(vj,v5u) = Z(A")ik,u", (2.3)
n>0

D(vy,vu) = Y (An)iyu™ (2.4)
n>0

Die Identitat (1.6) 148t sich auch schreiben als

S Apum = (1-u) (B)
m>0
Insbesondere ist also

IM(vj,v5u) = (1 - u)(Au) iy

Fiir die Wege, die nicht notwendig reduziert sind, gilt nach der Cramerschen
Regel
(—1)" det (1UH — u409)
det(I — uA) ’

D(vj,v5u) = 3 _(A")iu" = (I —ud) iy =

n>0

wobei 104, 404 die Matrizen sind, die aus J und A durch Streichen der j-ten
Zeile und i-ten Spalte entstehen.

Die Determinante det(I — uA) hat noch eine andere wichtige Bedeutung. Es
ist ndmlich

il

logdet(I — uA) trlog(I — uA)

n (Am)i,l m
_ Z Z __n_l_"_

It

i=1 m>0
= - Z #_G_TE (2.5)
m>0 m

Man erhilt also als (exponentielle) erzeugende Funktion der geschlossenen Wege
auf Y gerade

exp (ZO —#—g;—lg—)um) = det(] —uA)™".

Fiir eine weitere wichtige Interpretation von det(f — uA) zéhlen wir Zykel, die
ja nach Definition geschlossene Wege (der Linge > 0) modulo Drehung in eine
Richtung sind. Wir erinnern daran, daf jeder geschlossene Weg W positiver Lange
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eine eindeutige Darstellung W = P™ hat, wobei P ein primitiver Weg ist und m

als die Vielfachheit des Zykels definiert war, der von W induziert ist. A Beweis. Der Beweis lauft analog wie in dem Fall, daff die Unbestimmten alle auf

eine Unbestimmte u gesetzt werden. Die Gleichung

(w)
logdet(f ~ud) = - Z ;L(W) logdet(I — Ay) = triog(l — Au)
wegty) folgt aus dem verallgemeinerten Newton-Lemma 1.4.3. 0O
- _ Z 1 2) L2
L Z)ym(Z ' . .
2620 U2 m(2) 2.2 Die Zetafunktion

Aus der eindeutigen D = imiti
igen Darstellung W = P™, P primitiv, folgt dann Wir bestimmen nun die Wegefunktion auf dem gerichteten Kantengraphen Yyt

des endlichen Graphen Y. Der Operator T', den wir in Definition 1.2.5 eingefiihrt

logdet(] —ud) = — Z 1 £ haben, ist der Nachbarschaftsoperator auf Y. Die Rechnungen im letzten Ab-
zem(Y) m(Z) schnitt hingen nicht davon ab, daf der Graph Y’ ungerichtet ist. Fiir die Potenz-
} reihe
= - Z (ut(z) + l(ul(z))Q + l(ul(z))3 . I(er, 25 u) = Z #P" (Y5, er,e2)u”, (2.7)
ZEZ(Y), Z primitiv 2 3 720
= Z log(1 — uz(z))A : die wir zu Wegen in Y;{ bilden, ergibt sich deswegen analog
ZEZ(Y), Z primitiv det(l(f’i) . uT(j,i))
" . _ Y, M — _ kS VPP S
Exponentiation ergibt : Mlep i) = ;(T Jigu == wT) "y = det(] —uT)
det(] ~ud) = (1 - 418, (2.6) : Genauso bestimmt man die erzeugende Funktion der geschlossenen Wege auf
ZE€Z(Y), Z primitiv : dem gerichteten Graphen Y
2 : . ; m Y+
Die Wegefunktxogen lassen sich noch verallgemeinern. Wir indizieren die Kan- ; exp (}: #6™ K)“m> = det(I —uT) ™"
;?Il fg . ,hezgn mit den Unbestimmten uy, .. ., uy, mit der Regel u(e,) := u;. Der g mo1 m
achbarschaftsoperator i i P i . 7 i
Clu]) durch perator induziert dann einen neuen Operator 4, € End(Cy(Y)®c ; Lemma 3.2.3 impliziert, daff wir dies auch als erzeugende Funktion von geschlos-
senen, stark reduzierten Wegen in Y’ auffassen kénnen:
Auz) = ) dile)ue).
Setzt d : o exp (Z M“’”) = det(I —uT)™"
zt man durch ufey,.. ., e) := [],_, u(e;) die Funktion u auf Wege der Linge i mo1 L

> 0 fort, so ergibt sich als Verallgemei
gemeinerung von (1.1) Diese erzeugende Funktion und ihre Eigenschaften werden wir im weiteren Verlauf

AL(v) = Z die)uley, ... e). dieser Arbeit studieren. Wie im vorigen Abschnitt werden wir allgemeiner auch

(€1, mer)Weg, Bo(er)=v : den Operator
Tue):= > ule)e

(e,¢ yreduziert

Proposition 2.1.3. Sei Y ein endlicher Graph. Dann gilt:

betrachten, wobei u = uy ..., U2m wieder eine Variablenbelegung der 2m Kanten

det(I -~ A,) = exp| - Z u(Wv’) von Y ist. Interpretieren wir T als Nachbarschaftsoperator auf Yy, so versehen
WegH(y) (W) wir im Unterschied zum letzten Abschnitt nicht die Kanten, sondern die Knoten

- H (1 -u(2)) 4 des Graphen Y}}L mit Unbestimmten. Dennoch kann man dadurch Wege in Y,}’

' differenzieren: Ein Weg in Y;§ ist wohlbestimmt durch die Angabe der Knoten,

ZeE(Y) Zprimitiv durch die er fiihrt, selbst in dem Fall, daff ¥ und damit Y;¥ Schleifen enthilt.
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Definition 2.2.1. Sei Y ein endlicher Graph. Dann heifit die erzeugende Funk-

tion
Zy(u) = exp (Z ﬁ‘sg_ngy_)u“)

m>0

Zetafunktion von Y . Die Potenzreihe in mehreren Unbestimmten

Zy(u) := exp Z u(W)

WeSG(Y) W)
heifit die Zetafunktion von Y in mehreren Unbestimmten.

Ist kein Mifiverstindnis zu befiirchten, so nennen wir sowohl Zy (u) als auch
Zy (u) einfach ,,Zetafunktion von Y”. Zwischen diesen beiden Funktionen gilt die
einfache Relation Zy(u) = Zy ()ju=(u,....u)-

Lemma 2.2.2. Se: Y ein endlicher Graph und Y' der Graph, der aus Y entsteht,
indem ein Knoten v vom Grad 1 und die Kanten e; := e, ey := € mit Gg(e) = v
geldscht werden. Dann enthdlt die Funktion Zy (u) keine der Unbestimmten u(e;),
uf(e;). Insbesondere gilt

Zy(u) = Zy(u).

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition der Zetafunktion, da kein geschlos-
sener, stark reduzierter Weg durch die Kanten e;, e, laufen kann. Somit gilt
SGHY) = SGH(Y"). a

Sind Y;,...,Y, die Zusammenhangskomponenten von Y, so ist SG'(Y) =
Uiz, SG!(Y7), was

Zy(u) = IIZy,(u>

bedeutet. Ohne Einschrankung studieren wir deswegen im weiteren nur noch
Zetafunktionen zusammenhingender Graphen.

Definition 2.2.3. Sei W € SG(Y'). Dann heifit

_
1—u(W)

der Fulerfaktor zu W.

Satz 2.2.4. Sei Y ein endlicher Graph. Dann ist

Zy(u) = det(I - Ty)" = 11 !

oy 1-u(2)
ZERZ(Y), Z primitiv
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Beweis. Dieser Satz wird auf dieselbe Art bewiesen wie Proposition 2.1.3, indem
man T als Nachbarschaftsoperator des gerichteten Kantengraphen Y interpre-
tiert. a

Korollar 2.2.5. Sei Y ein endlicher Graph mit g(Y) > 1 und Zy(u)™! =
3", aiut seine invertierte Zetafunktion. Dann wird die Taille von 'Y durch

t(Y) = min{¢ > 0] a; # 0}
gegeben.

Wir bezeichen mit Y, den Kreis der Linge I. Die Knoten und Kanten von Y;
sind gegeben durch

VY = {vo,...,u1}, EYi:={e,...,1,80},

wobei alle v; bzw. alle e; paarweise verschieden seien. Die Randoperatoren sind
gegeben durch

ao(ej) = vj’ 61(61) = 1U-%—lmc»dv.lol-
Korollar 2.2.6. Fiir den Kreis der Linge ! > 1 gilt
1

Zy, (ll) = )
' (1 =y (1= wggr - - un)
wobei uy, ..., u die Variablenbelegung der Kanten ey, ... e von Y, und entspre-
chend uyy1, ..., uy die von €y, ..., & sei.

Sei Y ein endlicher Graph vom Geschlecht 1. Dann ist
Zy(w) ™t = (1—ul)?
wobei | = t(Y') die Taille von'Y sei.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Satz 2.2.4, da in Y} nur die beiden
reduzierten Primzykel existieren, die durch ] selbst gegeben sind, jeweils in eine
Richtung orientiert.

Fiir die zweite Aussage koénnen wir uns auf einen zusammenhéngenden Gra-
phen Y beschrinken, da die Zetafunktion von endlichen Baumen trivial ist. Nach
Lemma 2.2.2 reicht es sogar, die Graphen Y; zu betrachten. Die Aussage folgt
dann aus der ersten. a

Kombinatorisch interessanter als die Zetafunktion in mehreren Veranderlichen
ist die Funktion in einer Verdnderlichen.

Satz 2.2.7. ([Ih], [Bal]) Sei Y ein zusammenhingender, endlicher Graph. Dann
ust
Zy(u)™! = det(] — uT) = (1 - u?)?Y) " det(A(u)).
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Die erste Gleichung folgt direkt aus Satz 2.2.4. Die zweite Gleichung ist ein
Analogon zu dem bekannten Zusammenhang der Spektren von Graphen und
ihrer Kantengraphen (siehe [Bi, Th. 3.8]) und kann mit derselben Idee bewiesen
werden. Diese Idee 148t sich auf L-Funktionen iibertragen, so dafl wir den Beweis
nur dort fithren (siehe Satz 3.6.1). Andere kombinatorische Beweise der zweiten
Gleichung findet man in [No}, [ST].

Der Satz 2.2.7 hat einige wichtige Folgerungen.

Korollar 2.2.8. Sei Y ein zusammenhdngender, endlicher Graph mit
gy :=deg(v) ~12>1

fir alle v € VY. Dann ist
deg (Zy(u)™") = #EY

und der Leitkoeffizient ist von der Gestalt [ ¢\ y o

Beweis. Es ist Q = diag(q, ), wobei diag{g,) die Diagonalmatrix mit den Eintrigen
gy = deg (v) — 1, v € VY bezeichne. Ist kein Knoten vom Grad 1, so sind die ¢,
alle ungleich Null. Deswegen ist det(A(u)) ein Polynom vom Grad 2 - #VY mit
Leitkoeffizient [] .,y Gu- O

Ein Ma8 fiir die Komplexitit eines Graphen Y ist die Zahl
k(Y) := #{spannende Biume von Y}

der aufspannenden Biume von Y. Wir nennen «(Y) deswegen die Komplezitit
von Y.

Korollar 2.2.9. Sei Y ein zusammenhdngender, endlicher Graph mit Geschlecht
g(Y) > 1. Dann ist

(1 =)™ Zy () Mz = 220X (V)R(Y),

wobei k(Y) die Komplezitit von Y und x(Y) := 1~ g(Y) die Fulerzehl von Y
bezeichnet. Insbesondere ist die Vielfachheit des Faktors (1—u) in Zy(u)™" genau
9(Y).

Beweis. Der Operator A = A(1), den wir beziiglich der Standardbasis als Matrix
auffassen, ist singuldr, da der Vektor (1,...,1) im Kern liegt. Nach Satz 2.2.7 ist
(1 — u) demnach ein Faktor von Zy(u)™" mit Vielfachheit > g(¥).

Es bezeichne A®J) die Untermatrix von A = A(1), die durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Klassisch ist dann das Resultat

K(Y) = (=1)" det(AD))
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fiir jedes Paar (i, j) (siehe [Bi, Kap. 6]). Nach Satz 2.2.7 reicht es nun zu zeigen,
daB

det A(U) iu:1 _ ”QX(Y) det(A(l’l)) (28)
(u—1)

fiir das Paar (¢, j) = (1,1) gilt. Die linke Seite entspricht aber gerade (det A(u)) u=1-
Es ist t
A(u) = (Al(u)v L] An(u)) s

wobei A;(u) die i-te Zeile von A(u) bezeichne. Setzt man
Allw) == (A (uhar, - - A (Win)s

so gilt .
det A(u) = > det(Ay(u), .., Allu), -, Balw)-
1=1

Weiterhin ist
Al(u) = —A; +2Quu,

wobei A;, Q; jeweils die i-ten Zeilen bezeichnen. Daraus folgt

G (1) = 3 de(B(L) - (1 - o) det(A1))

n

= 3 (glv) + 1 2)der(AM)M)

i=1

= (2m-—2n) det(A(1)D) = —2x(Y)det(A(1)(111)),

was dquivalent ist zu (2.8). ]
Der Nachsatz folgt aus (2.8) und der Voraussetzung x(Y)=1-¢(Y)<0.0O

Die nichsten Korollare geben weitere Eigenschaften der Zetafupktion fiir re-
guldre Graphen an. In diesem Fall ist die Kenntnis von Zy (u) z'iqmvaknt zu der
Kenntnis des Spektrums von Y Ist ¥ ein ¢ + 1-regulirer Graph, so gilt

Alw) = ((qu? + 1)1 — ud)

und damit
det(A(w) = ] Q- Irutaed). (2.9)
AESpec(Y)

Korollar 2.2.10. (Funktionalgleichung) Ser Y emn ¢+ l-reguldrgr und endlicher,
zusammenhangender Graph mit #VY =n, #EY = 2m. Dann st

1- ? e 2m-n, 2m
e e )

qu geu? -1
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Beweis. Wegen der Regularitit von Y ist @ = ¢ - I, und der Beweis folgt mit
g(Y) =1 =m — n aus der Gleichungskette

1 1

: 1 1
—)' = (- =) det(I — A— + ¢ -
qu) ( qguz) et( Aqu +q

—3)

q2u2

(g*u®) "D (g% ~ 1)1 (qu) " det(q - Tu® — Au+ I)
(q2u2 _ 1)g(Y)—lq2n~2m—n(u2)n—m—n(1 _ u‘Z)—(g(Y)-l)Zy(u)—l

1— 2 n-m
— ( u ) qn—Zmu-2mzy(u)—l.

q‘2u2 -1

Zy(

I

O

Ist Y g + 1-reguldr, so konnen wir zudem Zy-(u) als Funktion in einer kom-
plexen Variablen auffassen, indem wir

Cy(s) == Zy(g™%) = Z #ngi,zf)q—sm
m>0

setzen. Diese Reihe konvergiert zumindest fiir Re(s) > 1 und 148t sich wegen der
Rationalitdt von Zy (u) meromorph auf die ganze Ebene fortsetzen. Die Funktio-
nalgleichung von (y(s) hat die Form

1 —_ 1 - q—23 o 2m-n _—~2ms
Gy(l-s)= 209 1 ¢TIy (s),
da nach Korollar 2.2.10 gilt:
G1=5) = Zy((qw)™")luzg-
1- QVQS e 2m—n_~2ms
(m) Ty (s).

Definition 2.2.11. Wir sagen ,,(y(s) erfiillt die Riemannsche Vermutung”, wenn
alle Pole von (y(s) im kritischen Streifen 0 < Re(s) < 1 auf der Geraden
Re(s) = 3 liegen.

Das folgende Korollar zeigt, daBl die technische Definition 1.3.8 von Ramanujan-
Graphen iiber Extremalbedingungen der Eigenwerte eine sehr natiirliche Aus-
zeichnung bestimmter Graphen ist.

Korollar 2.2.12. ([Su]) Sei Y ein reguldrer, zusammenhingender endlicher Graph.
Dann erfillt (y(s) genau dann die Riemannsche Vermutung, wenn Y™ ein Rama-
nujan-Graph ist.

Beweis. Bezeichnet @ := (Ju — A) das charakteristische Polynom des Nachbar-
schaftsoperators A von Y, so ist nach Satz 2.2.7

, i 2
Zy(w)™ = (1 - w2 g (),
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mit n = #VY. Wir fassen u als komplexe Variable auf.

. z4+/22-4q
Firu #0ist z = 1—*5“—2 dquivalent zu qu® —zu+1 =0 oder u = g

Eigenwerte = (g+1) von A entsprechen also den Polstellen u = +1, i% von Zy (u).
Wegen ¢—* = u folgt hieraus Re(s) = 0 oder Re(s) = 1 fiir die entsprechenden
Pole von (y(s)-

Sei nun z € C gegeben mit ®(z) = 0 und z # (¢ + 1). Es bleipt zu zeigenl,
daB das diesem z entsprechende u dann eine Gleichung ¢™° = u mit Re(s) = 3

erfiillt. Da A symmetrisch ist, mufl z reell sein. Damit ist wegen 1 + qu? = zu
auch
(L +qut)T U+ glulu

T ul Jul?

reell. Das heifit aber g|u|? = 1 oder anders |u| = q . o
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3 Die L-Funktion von Graphen

Einem zusammenhingenden Graphen Y und einem Knoten vy € VY kann man
zinﬁen Baum X und eine freie Gruppe 7 (Y, v;), die auf X operiert, zuordnen, so
al
x "y
eine unverzweigte Uberlagerung ist. X ist bis auf Isomorphie eindeutig und heifit
universelle Uberlagerung von Y mit der Fundamentalgruppe 7 (Y’ vg).

Dieses Uberlagerungskonzept aus der Algebraischen Topologie 148t sich bei
Graphen so verallgemeinern, dal man damit auch nichtfreie Gruppenoperatio-
nen auf Biumen charakterisieren kann. In den ersten beiden Abschnitten dieses
Kapitels stellen wir das Konzept von Graphen von Gruppen vor, das von H. Bass
und J.-P. Serre entwickelt wurde (siehe [Ba2, Se]).

AnschlieBend ordnen wir einem Graphen von Gruppen mit bestimmten End-
lichkeitsbedingungen und einer Darstellung p der universellen Uberlagerungs-
gruppe eine formale Potenzreihe zu und nennen sie L-Funktion. Wir beweisen
die Rationalititsformeln und diskutieren den Fall p = 1. Die L-Funktion lafit

sich dann als eine erzeugende Funktion von Wegen auf einem kantengewichteten
Graphen auffassen.

3.1 Graphen von Gruppen

Ein Graph von Gruppen Y = (Y,)) besteht aus einem zusammenhéngenden
Graphen Y und Familien )., e € EY und Y,,v € VY von Gruppen mit Y, = s
und einer Einbettung Y. < Vs, (), @ +> af, fiir alle e € EY. Das Bild unter
dieser Einbettung wird mit Y¢ bezeichnet. Die Wegegruppe F(Y) = F(Y,)) sei
die Gruppe, die vou den Gruppen Y,,v € VY und den Elementen von EY erzeugt
wird und den Relationen

-1

e=¢€ und a®e”! =af

fir alle e € EY,a € ), geniigt. Sei ¢ = (ey,...,e,) ein Weg in Y der Lange > 0
mit Anfangspunkt vg. Setze weiterhin v; := t(e;), i =1,...,n.

Deﬁnition 3.1.1. Ein Weg der Linge! in einem Graph von Gruppen Y = (¥,))
ist ein Paar (c, 1), wobei ¢ ein Weg der Lange ! in Y mit Anfangspunkt v und
w = (to, - - - 4n) eine Folge von Elementen p; € Y, ist. Das Wort

o il := poer ez enptn in F(Y, V)
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heifit assoziiert zu (c, ). Der Weg (c, i) heiBt reduziert, falls p; ¢ Ygi fiir alle
Indizes i, fiir die e; = €51 gilt, bzw. wenn g # 1 im Fall n = 0 ist.

Die Menge der Wege der Lénge [ in Y bezeichnen wir mit PHY).

Im Fall n = 0 ist |c, u| = po. Die Begriffe Linge, Anfangspunkt, geschlossen
etc. {ibertragen sich vom Weg ¢ in Y direkt auf den Weg (c, ) in Y. Ebenso
verwenden wir die Notation (¢, p)(c¢’, 1) fiir die Komposition von Wegen und
()™t = ((&n, ... &), (a7t - g ")) fiir die Invertierung. Offensichtlich ist
(e, )] - 1(e, ) 7! = 1 in F(Y).

Sei vp € VY fest. Wir definieren die Fundamentalgruppe von Y mit Anfangs-
punkt vy als

(Y, v0) := {le, ul | (¢, ;1) geschlossener Weg von (Y) mit Anfangspunkt vg} .

Im Fall G, = {1} fiir alle v € VY kann man Y mit dem Graphen Y und 7 (Y, vg)
mit der gewthnlichen Fundamentalgruppe von Y identifizieren.

Definition 3.1.2. Sei i/ = (1, . ) eine weitere Folge von Elementen p €
G,,. Dann heiBien die Wege (c, p) und (¢, ¢') aquivalent, falls eine Folge (a,---,0n)
von Elementen a; € Ge, existiert, so dafl

€ € ; n —
= pead,  afpl = malyy (1< i< n)und app = pn

gilt. (Offensichtlich definiert dies eine Aquivalenzrelation.)

Lemma 3.1.3. ([Se]) Sind die Wege (c, 1) und (¢, i) Gquivalent, so gilt |c, u| =
le, '] in F(Y). Ist umgekehrt [c, u| = \, u'| fiir die Wege (c, p) und (¢, i) und
sind diese Wege reduziert, so ist ¢ = ¢’ und (c, ) und (¢, ¢') sind dquivalent.

Die Aquivalenzklassen reduzierter geschlossener Wege mit Anfangspunkt vg
entsprechen genau den nichttrivialen Elementen der Fundamentalgruppe 7 (Y, vg).
Dieses Lemma erlaubt es uns insbesondere, die Begriffe geschlossen, reduziert,
Aufkante etc. auch auf die assoziierten Worter e, | anzuwenden.

Fiir jede Kante e € EY wihlen wir ein Vertretersystem S, fir die Menge
der Nebenklassen Ya,(e)/ Ve aus, in dem die Klasse 1- Y2 durch die 1 dargestellt
sei. Wir nennen einen Weg (c, u) dann S-normalisiert, wenn u; € S,y fiir 2 =
0,...,n—1 gilt. Dadurch haben wir Standardvertreter der Aquivalenzklassen der
(c, n) festgelegt. Ist zusitzlich pip € S, , 50 nennen wir (c, ) S*-normalisiert.

Definition 3.1.4. Ein geschlossener Weg (c, i) in Y heifit stark reduziert, wenn
die Léange I(c) > 1 ist und sowohl (c, ) als auch (¢, p)? reduziert sind. Weiterhin
ist ein Weg (c, u) normiert, wenn pg in ygj liegt, bzw. wenn g = 1 ist im Fall,
daB (¢, ) schon S-normalisiert ist. Wir setzen:

Crea(Y) := {geschlossene, stark reduzierte, S-normalisierte Wege in Y},
Crean(Y) = {(c,p) € Crea(Y) | (¢, 1) normiert},
Croane(Y) = {(c, 1) € Crean(Y) | (e, 1) S*-normalisiert }.
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Ist eine Menge B von Wegen in Y gegeben, so schreiben wir wie bei Graphen
B':= BN PYY) fir diec Untermenge der entsprechenden Wege der Lénge .

3.2 Die universelle Uberlagerung von Y

Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei auf einem Baum X operiere, mit der Pro-
jektion p : X — Y = G\ X. Seien Xy € Xg C X Unterbdume, wobei Xy die
Liftung eines spannenden Baumes von Y auf X und die eingeschrinkten Pro-
jektionen pg : Xg — Y bijektiv auf Kanten und py : Xy — Y bijektiv auf
Knoten ist. Zusétzlich verlangen wir, da8 fiir jede Kante e € E Xz mindestens ei-
ner der Knoten 9y{e), 0;(e) in V Xy liegt. (Ist der Quotient Y kombinatorisch, so
ist die letzte Bedingung wegen Xy C Xg automatisch erfiilit.) Zu jedem v € VXg
wihlen wir ein g, € G, so dafl g, - v € VX gilt und g, = 1, falls schon v € VX
ist. Durch
G\X = (Y, )))

mit den Stabilisatoren Y, := Gp‘—ll(,u) und ), = Gp;:;(e) wird ein Graph von
Gruppen definiert. Die Einbettung Y, <+ Vs, () wird dabei durch

a = 98,()995, )

definiert. G\\ X ist sowohl von der Wah! der Graphen Xy C X als auch von der
Wahl der Elemente g, abhingig.

Umgekehrt konstruieren wir zu einem gegebenen Graphen von Gruppen Y =
(Y, Y) einen Baum Y/, der in Verbindung mit der Gruppe 7(Y, vy) die ,,universelle
Uberlagerung” von Y darstelit. Fiir zwei Knoten vy, v, € VY bezeichnen wir
mit Flv;,v;] die Menge derjenigen Elemente von F(Y), die durch Wege (c, 1)
dargestellt werden, wobei ¢ ein Weg in Y ist, der v; und v, verbindet. Mit dieser
Konvention gilt 7(Y, vo) = F|vg, vo].

Wir definieren _

VY = U Flug, v}/ Yy
veVY
und bezeichnen fiir ein Element y € F[v, v] mit [4], die Nebenklasse 7Y, € VY.
Fiir einen Weg (¢, ) in Y mit Anfangspunkt vy und Endpunkt v gilt

F[U[)a U] = F[UOa UO] ° |C7/1/|-

Daher ist durch g - [y}, = {97}, eine Operation von Flug, vo] = m(Y, vp) auf VY
gegeben. Wir definieren weiter

EY = {(le, o ¢, #']u) s v, w0 € VY, (e, ) (¢ )] = (e), v},

mit dy(e) = v,9,(e) = w. Die beiden Knoten [, p], und [/, 1], sind also genau
dann durch eine Kante verbunden, wenn (c, )~! - (¢, i') sich auf einen Weg der
Lénge 1 reduzieren 1a8t. Inversion von Kanten und die Funktionen 8, und 0, auf
Y sind die natiirlichen.
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Bemerkung 3.2.1. Die Kanten € € VY mit 9 (€) = v, die vom Ursprung O =
{1]4, wegweisen, lassen sich durch die Klassen [y], = v- G,y € Flug, v} darstellen.
Allerdings gilt dann i.a. nicht mehr g - [y]. = [97]e, weshalb wir in der Definition
auf eine solche Parametrisierung nicht zuriickgegriffen haben.

Wir zitieren den grundlegenden Satz:

Satz 3.2.2. ([Ba2, Se]) Y ist ein Baum. Rihrt Y von einer Operation einer
Gruppe G auf einem Baum X her, so ezistiert ein Paar von Isomorphismen

(m, ¢) : (X,G) — (Y, 7(Y,v))

mit ¢(g)(m(v)) =
VX.

m(gv) und ¢(g)(m(e)) = m{ge) fir alle g € G,e € EX,v €

Lemma 3.2.3. Seien [c, u), und [¢', '), zwei verschiedene Knoten in VY. Dann
sind sie in Y genau dann durch einen reduzierten Weg der Linge | verbunden,
wenn |(¢, p)"H(c, 1')| = |d, v| ist, wobei (d,v) ein reduzierter Weg der Linge | in
Y ist.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber die Lange l. Die Defi-
nition der Nachbarschaft von Knoten in Y ist der Induktionsanfang.

Seien nun [c, y¢}, und [¢/, i}, zwei Elemente von VY, die durch einen Weg der
Lange | 4+ 1 verbunden sind. Der Knoten [¢”, u"]. liege auf diesem Weg und sei

benachbart zu [/, 4], Nach der Induktionsvoraussetzung ist
(e, W™ w)] = ld, v,

wobei (d, v) ein reduzierter Weg der Linge ! ist. Weiterhin ist dann
(", ") e, )] = Toem

mit ¢ € EY und
(e, )M )] = 1d, V) ((e), 7)1
wobei (d, v)((e), 7) ein reduzierter Weg der Lange [+1 ist mit 7 = (79, 7). Wiirde
sich die Kante e gegen die letzte Kante von (d, v) kiirzen lassen, so hitte der Weg,
der [c, p], und [¢, ¢'],, verbindet nach Induktionsvoraussetzung die Lange -1,
was der Voraussetzung widerspricht. _
Seien andererseits [c, i, und [¢', i'],, zwei Elemente von VY, fiir die

(e, )7 )] = |d, vl

gilt und (&, v) ein reduzierter Weg der Lange { + 1 ist. Sei
(1) = (W un)s (s 1))
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Indem man eventuell die Rollen von [c, ), und {¢/, u'], vertauscht, kann man
ohne Einschrinkung annehmen, daf§

e ) (W - s Yn)s (Bos -+ )]

der Wert eines reduzierten Weges der Lange [ ist. Nach Induktionsvoraussetzung
folgt dann, daB [c, u}, und [¢, i'],, durch einen reduzierten Weg der Lénge { + 1
verbunden sind. (]

3.3 G-#quivariante Funktionen auf X
Sei G eine Gruppe, die inversionsfrei und diskret auf dem Baum X operiere mit
endlichem Quotienten Y = G\ X. Sei

p:G— UV,

eine unitdre Darstellung von G, wobei U die unitdre Gruppe des endlichdimen-
sionalen Hilbertraumes V), bezeichne.
Es seien

Il

Hyo(X) = H,(VX) = {f:VX >V, | f(v) = p(x) - f(v) Vo € VX, 7 € G},
H, (X) = H(EX) = {f:EX >V, | f(ye) =p(7)- fle) Ve € EX,y € G}.

die Raume der G-duivarianten Funktionen auf Knoten bzw. Kanten von X. Da
Y als endlich vorausgesetzt war, sind diese C-Vektorrdume endlichdimensional.
Mit I, ; bezeichnen wir die Identitit auf H,;(X).

Sei a ein Operator auf X, also @ € Hom(C;(X), C;(X)), der mit der Opera-
tion von Aut(X) vertauscht. Dann wird durch

o,(f) = foua

ein Element von Hom(H,;(X), H,;(X)) definiert, 4,j = 0,1. Ist z € C;(X) und
o(z) € C;(X), so fassen wir f o a als Element von H,;(X) auf, indem f linear
fortgesetzt wird auf a(z). Weiterhin gilt

(@oB)p=Fpoa (3.1)

fiir @ € Hom(Cy(X), Cj(X)), 8 € Hom(C;(X),Ci(X)), 4,5,k € {0,1}.
So fiihren zum Beispiel die Operatoren A4, @ auf Knoten von X zu den Ope-
ratoren

Af@) = Y [@ile)), (3.2)
o(e)=v
Quf(v) = (deg(v) = 1)f(v). (3.3)
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Wir definieren noch
Ay (u) = In — Apu + Qu’ € End(H,o(X) ® Clul).

Analog dazu induzieren Operatoren auf Kanten von X Endomorphismen von
H,(EX). So ist etwa T, € End(H,(EX)) mit

Tohie):= > he). (3.4)

(e.e’) reduziert

Die gemischten Operatoren o;, 0; induzieren die Homomorphismen o,; €
Hom(H,1(X), H,o(X)) und 8,; € Hom(H,1(X), H,p(X)). Zudem ist nach (3.1)

(0i005)p =000,

Den Zusammenhang der Operatoren A,, A,(u) und T, mit L-Funktionen von
Graphen werden wir in den néichsten Abschnitten studieren.

Im Fall p = 1 kann man die Riume H,;(X) genau beschreiben: Dies sind dann
genau die G-invarianten Funktionen auf X, die wir identifizieren mit den Funk-
tionen auf Y. Es gilt also

Hyo(X) = ColY)={f:VY = C}
H, (X) =2 C(Y)={f:EY = C}.
Die Kanten von Y sind in natiirlicher Weise mit Gewichten versehen: Sei X eine

Liftung der Kanten von Y auf X wie im letzten Abschnitt. Jeder Kante e € EY
weisen wir das Gewicht

i) = [Gappz(en * Grzie
zu. Dieser Index ist unabhingig von der Wahl der Liftung, da die entsprechenden
Stabilisatoren zueinander konjugiert sind. Im allgemeinen gilt dabei i(e) # i(€).

Das Tupel (Y, i) heiBt gewichteter Graph. Der Nachbarschaftsoperator A = Ay
von (Y, 1) sei definiert durch

Av) = Aya(v) = Y i(e)di(e).
ole)=v

Dabei wird also der normale Nachbarschaftsoperator von Y noch mit den Ge-
wichten der involvierten Kanten versehen. Analog definieren wir den Nachbar-
schaftsoperator T(y,; auf orientierten Kanten durch

T(e) := Ty le) = N ile)e |+ (i(e) ~ e

o(e'}=01(e)

e F#E
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Entsprechend verallgemeinern wir die Gradfunktion deg zu

deg (v) = deg (v (v) := Z i(e).
Go(e)=v

Jedem Knoten v wird dadurch der Grad eines Kn v i i
J J oten v 4
Uberlagerung X — Y iiber v liegt. suBewiesen, der in der

Definition 3.3.1. Ein gewichteter Graph (Y, 1) heifit k- 51
k ist fiir alle v € VY. ph (¥,2) heifit k-regular, falls deg (v;;)(v)

Ist (Y,7) durch die Uberlagerung X Sy gegeben, X ein Baum, so ist (Y, 1)
genau dann k-reguldr, wenn auch X k-regulir ist. ’
Wir setzen noch

Qv) = Qv (v) = (( Y ile)) - v
Bole)=v

Die Operatoren auf gewichteten Graphen lassen sich nun mit den Operatoren
Ay, T etc. vergleichen. Es ist

(@1£)(v) = (Q:)(¥) = (deg (¥)~1) (D) = (deg (v)—1) f (v) = (deg (v, (v)—1) f(v).

Weiterhin gilt

(AH) = (ANE) = Y f(&(@)
80(2)=7

D> f49)

dole)=v gepy'(e)

D ile)f(Dile)).

Bo(e)=v

Bezeichnet f,, v € VY die Standardbasis von Cy(Y), so folgt

Afo= Y i@ o

Bo(e)=v

. Analog berechnen wir nun 7) auf C1(Y). Es sei ¥ = 9,(€) in X und d;(e) = v
in Y. Dann gilt

(Tik)(e) = (Tih)@E) = > h(&)
(€,€1) red.

> e

dp(ey)=v
ey#e
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BO:;’;” aiepzt(er) Eleff:m
e#e

> ile)h(er) | + (i®) — DhE).
dpley)=v

€1 £
Bezeichnet h., e € EY die Standardbasis der charakteristischen Funktionen von
C(Y), so folgt

Tvhe= Y. ier)he, + (i(€) — Dhe
81 (e1)=0u(e)
Eite

Bemerkung 3.3.2. Fafit man die Operatoren als Matrizen auf, so ergibt sich
A(yﬂ) = Atl und T(yy,’) — Tlt,

analog zu dem Fall ungewichteter Graphen, vgl. Bemerkung 1.2.6. Anders als im
ungewichteten Fall ist A5 im allgemeinen nicht mehr symmetrisch.

3.4 Die L-Funktion L(X,G,p;u)

Sei X ein Baum, auf dem die Gruppe G inversionsfrei und diskret operiere mit
dem Quotienten Y = G\X mit EY = {e;,j € J} und VY = {v,1 € I}. Mit
&,j € J bezeichnen wir die Kanten eines wie im letzten Abschnitt definierten
Teilgraphen Xg von X (Xg ist ein Schnitt der Kanten von Y in X) und mit
G; := Gy, ihre Stabilisatoren. Weiter schreiben wir 7;,¢ € I fiir die Knoten eines
entsprechenden Teilgraphen Xy von X. Nach dem letzten Abschnitt kénnen wir
nun X auffassen als die universelle Uberlagerung Y des Graphen von Gruppen
Y := G\\.X, der von der Wahl der Schnitte Xp und Xy, der Wahl der Einbet-
tungen der Stabilisatoren Ge, und von der Festlegung eines Ursprungs v € VY
abhiingt. Um die Operation der Gruppe G kombinatorisch zu beschreiben, stellen
wir jetzt den Zusammenhang zwischen G und Creqn(Y) her.

Mit ”R’] (X, G) sei die Menge der reduzierten Wege der Linge [ in X bezeichnet,
deren Aufkante €; ist und deren letzte Kante in G - €, liegt. Weiterhin sei

RYX,G) = | JR}(X, G).
jeJ

Elemente aus G, die €; auf eine Kante e werfen, die die Schlufikante eines Weges
We Rg(X,G) ist, bezeichnen wir mit gy . Eindeutig wird dadurch natiirlich nur
die Nebenklasse gy G, charakterisiert. Mit j(W) bezeichnen wir den Index j der
Aufkante von W,
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Es seien in X durch [¢, pf, und [¢, ¢} zwel beliebige benachbarte Knoten
gegeben, wobei ohne Einschrinkung

les lo = [0y -+ - pm—2Ym—1]o

und
¢, 1w = By tm—2Ym—1lm—1Ym}w

die gekiirzte und S-normalisierte Darstellung sei. Die Kante é; bezeichne im wei-
teren die Kante ([c, o, [¢', #']w) oder die invertierte Kaute ([, t']w, [, plo). Im
ersten Fall ist pg(€;) = ym, im zweiten Fall ist pp(€;) = T Der Weg (c, i)
bezeichnet das Wort poy; -« * Um—2Um—1Hm—1-

Wir setzen

Cloin(G\\X, &;) := {(d,T) € Clogn(G\\X) | Aufkante von d ist e;}.
Weiterhin definieren wir
Cloins(G\X, ;) = Crognu (G\\X) N Crogn(G\\X, €5).
Sei (d, 7) € Crean(G\\X, €;) gegeben. Dann wird durch

r - (Cv rul) . (dv T) : (Cv ul)‘l falls p (E) = Ym
(d7) = {d,7) = { ¢,y (d,7) (c, )" falls pi(gj) = %,;

eine Abbildung

() Clean(G\\X, ) — U gw Gg,

Wengﬂ(x,c)
definiert.

Proposition 3.4.1. Die Abbildung

() Cn@NX ) = U owGa,

WERTY(X,G)

ist eine Bijektion. Des weiteren wird dadurch eine Bijektion

Clam (G\X, ) «— | {ow G}

WeRM (X,G)

induziert.
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Beweis. Wir greifen auf die Bezeichungen zuriick, die wir vor der Proposition
eingefiihrt haben. Der Stabilisator von ([c, plv, [¢/, w']w) bzw. von ([¢', i]ws {e, tlv)
ist {(c, )a¥ (c, ') |a € Gy, }-

Sei (d,7) € C',4n (G\\X) gegeben, wobei die Anfangskante von d gerade ¢; :=
ym Sei. Es ist dann €; = ({c, plo, [¢, #']w), und es gilt

(da T> . [07 H]v = [(Cv ul) (d, T)ur_nl—l]v
(da T) : [clv ﬂ’]w = [(Cv Aul)(d» T)ym]w'

Also ist

[67 ﬂ]_l((da’r> : [Cla /“I]) = /‘Im(d! T)ym
ein reduzierter Weg der Lange [ +1, da (d, 7) stark reduziert und normiert und
die Anfangskante von d ist. Nach Lemma 3.2.3 ist dann [c, u], mit (d,7) - [¢', 4]
durch einen Weg W der Linge [ + 1 verbunden, was gerade (d,7) € gwGg
bedeutet.

Die Operation der Bilder von zwei Elementen von C!,, (G\\X) der Form
(d,7), (d, ') fiihrt genau dann zu derselben Kante, wenn auch die S*-Norma-
lisierung der beiden Elemente iibereinstimmt. Die Elemente von Cloun (GN\X),
die dieselbe S*-Normalisierung besitzen, entsprechen genau den Elementen von
ngg].:

(d,7) - (e, 1)a" (e, 1) " = (e, W) (dy )™ (e, 1) = (d, ),

mit Tp_1a¥™ =7, _yund 7, = 7] fir i <m — 2.
Andererseits sei eine Kante & = gwe; gegeben mit W € C*'(&;). Es ist dann

€= ({(e, A, o (e, ) (d 7) (Ym) )

fir ein (d,7) € Crean(G\\X) mit Aufkante e;, wie man wieder mit Hilfe des
Lemmas 3.2.3 sieht.
Sei nun (d, 7) € CL,.(G\\X) mit der Anfangskante e; := Ty, gegeben. Es ist

dann €; = ([, &]w, [c, p]v) und es gilt
(@) lemly = (W) 7)Y o
AR CTI P (G A

Dabei ist y;' = ¥,, gerade in G - €;. Man argumentiert nun analog zum ersten
Fall. Die Verkniipfung mit einem Element des Stabilisators hat hier die Gestalt:

d,7) (e, )™ (e, ) = (C',l/)(dyT)y;laf(C»u')_l
(', )y Ty & Y (5 1) !
(', ') (d, Tya¥ (', i)™t

Il

I}
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Bemerkung 3.4.2. In dem Beweis erkennt man, wieso man nur normierte Ele-
mente (d, 7) betrachtet. Ist etwa €; = ([c, pl, [¢, #']w) und (d, 7) nicht normiert,
so ist (d,7) - [e,i)e = [(¢, )(d, )7 ]v, und die S-normalisierte Form wire
[(e, WY (d, 7" - 1]w, wobei i von 4 nur in der letzten Stelle abweicht und (d, ')
normiert ist. Dieser Knoten ist nicht mehr von der Form gw/[c, u],, W € RYX, G).

Der Quotient ¥ = G\X sei endlich. Dann bezeichnen wir mit u eine Va-
riablenbelegung u : EX — {u; | j = 1,...,2m} mit der Eigenschaft u(e;) =
u(g - ;) = u; fiir alle g € G. Wir fassen u mittels u(e;) = u; auch als Funktion
auf EY auf und setzen die Funktion durch u(y,...,y) = [[,o, ,uly;) auf
Wege (y1,...,y) in X bzw. Y fort.

Im weiteren sei p immer eine endlich-dimensionale, unitidre Darstellung von
G mit Darstellungsraum V,. Wir definieren tr;{p(g)) := tr(p(g) o &), wobei ¢; :
V, — V, die Projektion auf den Unterraum

,Ge

V, " ={zeV,{gz=xVgeq,}

bezeichnet.

Definition 3.4.3. Der Quotient Y = G\X sei ein endlicher Graph. Dann defi-
nieren wir L(X, G, p; u) als die formale Potenzreihe

L(X,G,p;u) := exp Z ——l——trj(d) p((d, 7))u(d)

l
(d,7)€Crean+ (G\\X) @

und nennen sie L-Funktion (der Operation von G auf X zur Darstellung p).
Faktorisiert p iiber eine normale Untergruppe G' C G von endlichem Index, so

nennen wir L(X,G, p;u) auch L-Funktion der Uberlagerung G'\X g G\X.

Ist ¢ = g-a fiir ein a € Gy, so ist tr;(g') = tr(p(g)p(a) o £5) = tr(p(g) o €;).
Man erhilt

1 1
LX, G, piu) = exp > T Aty p((d, 7))u(d)
(d,7)€Credn (G\\X) i(d) #Gezw

Die Definition der L-Funktion ist also unabhingig von der Festlegung der Vertre-
ter von G,/G¢. Dafl die Definition auch unabhingig von der Wah!l der Schnitte
Xg und Xy ist, also nur von der Operation von G auf X abhéngt, wird aus
Satz 3.5.2 folgen.

Im Fall p =1 gilt

L(X,G,1;u) = exp Z Lu(d)

(d,7)€Crcan+ (G\\X)
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Diese Funktion hiingt nur noch von dem gewichteten Graphen (Y,:) ab. Wir
setzen

Zyy(u) == L(X,G,1;u)
und nennen Zy;)(u) Zetafunktion des (gewichieten) Graphen (Y,i).

Es sei der Quotient Y wieder ein endlicher Graph und die Operation von G
auf X sogar frei. Dann ist der Graph von Gruppen Y = G\\X ein Graph und
F(Y) eine freie Gruppe, erzeugt von den Kanten einer Orientierung von Y. Die
Menge der geschlossenen, stark reduzierten Wege von Y ist dann gleich der Menge
Crean(G\\X). Der Baum X ist die universelle Uberlagerung von Y und (Y, vp)
die gewshnliche Fundamentalgruppe 7 (Y, vg) im Punkt v,. Weil die Stabilisatoren
alle trivial sind, ist tr; = tr und wir erhalten

L(X,G, piu) = exp ( ) ﬁtw((()))U(C)) ,

C stark red.

was der Definition der L-Funktionen von Graphen in [H1] entspricht.

Wie bei der Definition 2.2.1 der Zetafunktion ist die L-Funktion in einer Varia-
blen die eigentlich interessante Funktion. In diesem Fall 1a8t sie sich auch etwas
allgemeiner formulieren.

Definition 3.4.4. Die Gruppe G operiere diskret und inversionsfrei auf dem
Baum X mit dem Quotienten Y = G\X. Die Menge C!,,,,(G\\X) sei endlich fir
jedes [ > 1. Dann definieren wir die L-Funktion L(X,G, p;u) in einer Variablen
u als die formale Potenzreihe

L(X,G, p;u) :=exp Z

(d,7)€Credns (G\\X)

'l—(]t%lstr](d) p( <d7 T))ul(d)

Wie bei Zetafunktionen nennen wir beide Potenzreihen L-Funktionen, wenn
eine Verwechslung nicht zu befiirchten ist. Ist ¥ ein endlicher Graph, so erhilt
man L(X,G,p;u) aus L(X,G,p,u), indem man fiir jede Unbestimmte u; die
gleiche Unbestimmte u einsetzt.

Im Fall p = 1 erhilt man insbesondere

Zivy(u) == L(X,G, 1;u) = exp (Z wul) .

l
>0

Dies ist die erzeugende Funktion {iber die geschlossenen, stark reduzierten, Sr-
normalisierten und normierten Wege in G\\.X.
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3.5 Rationalitiat der L-Funktion

In allen folgenden Abschnitten dieses Kapitels setzten wir voraus, daB Y = G\X
ein endlicher Graph ist.

Mit €,..., € bezeichnen wir wieder die Kanten des wie oben definierten
Teilgraphen X von X (Xg ist ein Schnitt der Kanten von Y in X) und mit
G; := Gy, ihre Stabilisatoren. Weiter schreiben wir vy, . . ., Uy, fiir die Knoten eines
entsprechenden Teilgraphen Xy von X. Wir fassen X w1eder als die universelle
Uberlagerung des entsprechenden Graphen von Gruppen G\\X auf.

Nun setzen wir

HY = HO(EX) = {f : G-& =V, | f(1e) = p(7) - f(€) ¥7 € G} C H,(EX).

Dann ist

2m

EX @ H(]) Y @ 1% GJ f b—) (Nj))jzl,...ﬂm

ein Isomorphismus von C-Vektorrdumen mit der Umkehrabbildung

(vj)j=1,2m = Dj=1,..2mMo

und hy, = {g- & — p(g) - v;}.
Der Operator T, € End(H,(EX)) induziert mittels

(Touh)(e) =Y hie)u(e)

(e,e’)red.
ein Element T, € Endgu (H,(EX) ® Clu]). Es gilt damit
(Thah)e) = D h(eulel,... )

(e,€],.-€7) Ted.

Lemma 3.5.1. Zu W € R"“YX,G) bezeichne wieder j(W) den Inder der An-
fangskante von W und gw ein Element von G, so dof die Endkante von W von
der Form gw - €; ist. Dann gilt

ull, = 3. trywnelew)) - (aW)/u@ow)))

WeRIHI(X,G)

(P r)uld).

(6,7)ECrean (GNX)
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Beweis. Fiir diesen Beweis setzen wir T := T, ,,. Wegen

Endey (H,(EX) ® Clu]) = P (Hom(VE, V&) © Clu])
.7
konnen wir T als eine direkte Summe (P, ; T;; schreiben. Es ist dann tr{T") =

Ef;"l tr(T}) mit T} := (T");;, und wir konnen uns im weiteren auf die Bestim-
mung von tr(T}) = tr(® o T} o ') beschrinken.

Sei nun v € Vp gegeben. Dann ist
(@oTjod )(v) = @(Tjh) = (Tjh)(E)
(T"h) ()
= > plaw)®) - (w(W)/u(Eum) € V> @ Clu).

WeR*H(X,G))

Mit (@oT}o®")(v) liegt dabei der letzte Term der Gleichungskette in V7 @Clu].
Jedes Element f € VpGJ ® Clu] bestizt aber eine eindeutige Darstellung f =
Yefa®u®, fo € L’,,Gj, wobei o durch die Multiindizes 1duft. Insbesondere sind
die Teilsummen Y p(gw)(v), die zu einem Monom (u(W)/u(e;w,)) gehéren,
in VpG” enthalten. Der entsprechende Operator 3 p(gw) 1a8t sich also auf v
beschrinken. Daraus folgt die erste Gleichung.

Die zweite Gleichung ist ein Korollar zu Proposition 3.4.1. ]

Satz 3.5.2. Es ist
L(X,G,p;u)"t =det(I - T,,).

Beweis. Die Aussage folgt aus der Gleichungskette
log(L(X, G, pyu)™")
1

=T Z —————tr;a)(p((d, 7)))u(d) (Definition)
(d, T)GCW" (G\X) l(d)#GeJ(d)

=~ Z ltrTl (Lemma 3.5.1)
i1

= trlog(l = Tpu)

= log (det(f = T,u)) .

Die letzte Gleichung folgt aus der verallgemeinerten Newton-Formel 1.4.3. ]

Da der Operator T,, nur von dem Baum X, der Operation von G auf X
und der Darstellung p abhingt, impliziert dieser Satz, da die Definition der L-
Funktion von allen getroffenen Wahlen unabhéngig ist. Zudem folgt hieraus, daf
unsere Definition der L-Funktion von diskreten Gruppenoperationen auf Biumen
zu den Definitionen in [Bal, H3] dquivalent ist. Insbesondere kénnen wir einen
wichtigen Satz iiber das Verhalten der L-Funktionen in Uberlagerungen zitieren:
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Satz 3.5.3. [Bal, II, Th. 4.6] Sei G’ C G eine Untergruppe von endlichem Indez
und o' eine endliche, unitire Darstellung von G'. Dann ist

L(X,G, piu) = L(X,G,ind% ' u).
Als wichtige Folgerung ergibt sich

Korollar 3.5.4. Ist G' C G eine normale Untergruppe von endlichem Index und
(Y, 1) der kantenindizierte Quotient der Operation von G’ auf X, so gilt

Zyo(w) = LX, G ) = [ LX, G pu)™.
peG/GC
Operiert G' insbesondere frei auf X mit Y = G"\X, so st
Zy(w) = L(X,G" Liw) =[] L(X,G,pu)™.
peG/G
3.6 Der Zusammenhang mit dem Laplace-Operator

Wir verallgemeinern nun Satz 2.2.7 auf L-Funktionen von Graphen. Dieses Er-
gebnis werden wir einerseits zum expliziten Berechnen von L-Funktionen benut-
zen. Andererseits werden wir den Satz fiir Strukturaussagen von L-Funktionen
unendlicher Graphen ben&tigen.

Satz 3.6.1. Sei Y = G\X ein endlicher Graph. Dann st
L(X,G, pyu)~t = (1 — u?) 7% det(A,(u))
mit —x, = dim Hy(EX)/2 — dim Hy(VX).

Beweis. Wir folgen dem Beweis von [Bal, II, Th. 1.5]. Bass rechnet direkt mit
Operatoren auf Graphen, wozu er den Begriff einer nichtkommutativen Deter-
minante einfiihrt. Wir rechnen auf den endlichdimensionalen C - Vektorrdumen
H,;(X). Wegen der Vertauschungsregel (3.1)

(aoB)y,=Bpoay

haben wir einige Umstellungen vorgenommen.
Es sei

o(u) == Gu—0 (3.5)
a(u) = opu. (3.6)

Sei weiter H := H,(VX) ® H,(EX), dann ist

B End(H,(VX)) Hom(H,(VX), H)(EX))
End(H) = (Hom(H,,(E,Y),Hp(»/X)) End(H,(EX)) )
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die direkte Summe der entsprechenden Operatorrdume. Wir definieren die beiden
Operatoren

2
L o= ((1 ap(u))zp,o Ii) € End(H) ® Clu]
i Ipp op(u) ,

M = (~Bp(u) (1- uz)l,,,l) € End(H) ® Clu}.

Wegen
o0, =T+ J, 000 =TI+ 1
ist
Huwyo(u) = A(u) — (1 —u?)I

und

0o0(u) = (T + J)(Ju —1I).

Einerseits folgt daraus

ML = (A”éu) §! ipz(g))fp,x)

impliziert, andererseits

_ (A=), op(u)(1 = u?) _
LM = ( 16 0 (s 2 )L - Tpu)>,

der letzte Eintrag resultiert aus

oW)d(uw)+ (1 - = T+ NJu~Nu+(1- u?)I
= (TJu?—Tu— Ju+Iv®)+ (1 —u?)I
= I=Tu—-Ju+TJ =(I-Tu){I - Ju)

Der Operator L ist offensichtlich invertierbar iiber C(u), woraus
ML =L"YLM)L
folgt. LM und ML haben insbesondere dieselbe Determinante:

(1 — ) EmUE) det A (u) = det (ML) = det(LM)
# .
(1 — u?)EmHV XD det (I — uT,) (1 — Jpu)).

Nach Satz 3.5.2 reicht es zu zeigen, daf§

det(I — Jyu) = (1 — u?)#mH(EX)/2
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gilt. Dazu zerlegen wir H,(EX) noch weiter: Wir zeichnen eine G-invariante
Orientierung E*X von X aus. Es sei

HyE*X) = {fE*X =V, | f(ve) = p(7) - f(e) Ve € E*X,v € G}.
Fafit man in kanonischer Weise H,(E™X) als Unterraum von H,(EX) auf, so ist
H,(EX)=H,(E*X)® JH,(ETX).

Entsprechend erhilt man End(H,(EX)) = Mat,(EndH,(E*X)). Es ergibt sich

dann die Zerlegung
I, ~I,u
L, —Ju= ohs ot )
P ( —lpru Lo

Nun benutzt man

Il

- Lo Lptu Low sy
det(I,1 = Jou) det( 0 I, det —Iu Iy

2
— det ((1 u )l 0 )
—lp4U Lot

= (1- u2)dimH,,(EX)/2'

Die erste Gleichung folgt dabei wegen

det ([‘8+ I ,+u) =1.

ot

4 Arithmetische Graphen

In diesem Kapitel filhren wir arithmetische Graphen als Quotienten I'\7 des
Bruhat-Tits-Baumes 7 ein und studieren erste Eigenschaften. Eine besondere
Familie bilden dabei die Hauptkongruenzgraphen 7 (n). Im letzten Abschnitt
stellen wir die Darstellungstheorie der Gruppe G(n} dar, die in natiirlicher Weise
auf 7T'(n) operiert.

4.1 Gruppenoperationen auf dem Bruhat-Tits-Baum 7

F, bezeichne den endlichen Kérper mit g Elementen, A = I, [T] sei der Polynom-
ring iiber F, und K = F,(T) sein Quotientenkorper. Die Gradbewertung auf K
ist durch veo(f/g) := deg(g) — deg(f) definiert. Die Vervolistindigung von K
beziiglich vo ist der formale Laurentreihenkérper Koo = F,(()), wobei 7 := T~
eine Uniformisierende an co ist. K ist ein lokaler Kérper mit Ganzheitsring
O = Fy[]].

Wir beschreiben kurz den Bruhat-Tits-Baum 7 des lokalen Kérpers K. Wir
definieren dazu

K := GLy(Ox),

die Twahori-Untergruppe
T:={(%%) |c=0modn}

von K und das Zentrum Z := Z(GLy(Kx)).
Die Knoten und Kanten von 7 sind gegeben durch
VT
ET

GLy(Kx)/ K- 2
GLy(Kx)/I-Z

]

Der Anfangsknoten einer Kante ist durch das Bild
(9IZ) = gk Z

unter der natiirlichen Projektion gegeben, die Inversion durch
9IZ = g(3,)12

Satz 4.1.1. ([Se]) T ist ein q + 1-reguldrer Baum.

[
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Die ¢ + 1 Nachbarknoten eines Knotens gKZ,9 € GLy(Kx) sind gegeben
durch

9(7'8)KZ und g(;7)KZ, B € F,. (4.1)

Bemerkung 4.1.2. In [Se] wird der Baum 7 auf eine andere Art eingefiihrt:
Ist W ein zweidimensionaler K.-Vektorraum, so definiere man die Knotenmenge
VT als die Klassen [L] der On-Gitter L in W, wobei zwei Gitter L, L' genau
dann dieselbe Klasse definieren, wenn L = ¢- L' ist fiir ein ¢ € K. Zwei Knoten
[L] und [L'] sind benachbart, wenn es Vertreter L und L' gibt, so dal L' C L und
dimg, L/L =1 gilt.

Fixiere nun eine Basis fi, f» von V und setze v; := 7 O f1 ® O fo. Es
operiert GLy(K ) transitiv auf der Menge der Gitter (via den Koordinaten bzgl.
f1, f2) und der Stabilisator von vy ist gerade X Z. Daher erhalten wir die Bijektion

GLy(K)/KZ = VT

g = gl

Bezeichnet weiterhin e, die Kante mit 8y(eg) = vo, 01(e0) = v1, so erhalten wir

GL:(K»)/IZ — ET
g = geo.
Die beiden Definitionen sind also dquivalent.

Die Gruppe
= GLy(A) C GLy(K)

operiert auf natiirliche Weise inversionsfrei von links auf 7.

Definition 4.1.3. Sei IV C T eine Untergruppe von endlichem Index in T'. Dann
heifit der Quotientengraph I\ 7T arithmetischer Graph.

Den Begriff ,,arithmetischer Graph” verwenden wir auch fir ausgezeichnete
Untergraphen arithmetischer Graphen. Die Operation von I' besitzt einen Fun-
damentalbereich von einfacher Gestalt.

Proposition 4.1.4. ([Se, p.87)) Fir i > 0 seien wiederum v; bzw. €; die Ne-

benklassen von ("a'?) modulo KZ bzw. TZ. Dann kann man T\T unter der
Projektion T — I'\T mit dem Untergraphen

. €& . &l €2

Vo vy U2 V3

[
4
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von T identifizieren. Die Gruppe T operiert diskret auf Knoten und Kanten mat
den Stabilisatoren

Lo

[y, = GLo(Fy),
r;, = Pv,:{<g Z):a,delﬁ‘;,deg(b)gi} fiiri > 1.

Der Siabilisator der {orientierten) Kante e; ist U, = ['i 0 Fia="I; firi > 1
und Tgy 1= Ty =ToNT fiiri=0.

Mit dieser Proposition konnen wir (4.1) umschreiben.

Lemma 4.1.5. Die Nachbarn eines Knoten yv; mit i > 1 und v € T’ sind von
der Form fy((l) ﬁr{“)vi_l, 8 € Fy und yviy1- Die Nachbarn von vy sind yv, und

v({5)vr, B €T, o

Die Knoten in der Bahn T'v; bzw. die Kanten in Te, nennen wir Knoten bzw.
Kanten vom Typ 1.

Bemerkung 4.1.6. Der Fundamentalbereich der Operation von I ist eine Halb-
gerade. Dieser ist gleichzeitig eine Liftung der Knoten und Kanten des Quotien-
tengraphen. Wir kénnen den Graphen von Gruppen T\\7 also leicht realisieren,
indem wir den Fundamentalbereich als zugrundeliegenden Graphen und die Sta-
bilisatoren der Knoten und Kanten als assoziierte Gruppen auffassen. Die Kan-
tengruppen sind durch die Inklusion in die Knotengruppen eingebettet.

Sei nun [' € I' wieder eine Untergruppe mit endlichem Index in . Wir
erhalten die natiirlichen Uberlagerungen

T 5 \T — I\T,

wobei die letztere genau dann galoissch ist, wenn I’ normal ist in . In dem Fall
ist ['/T” eine Uberlagerunsgruppe. Die Fasern von v; bzw. e; in IY\7T sind nach
Voraussetzung endlich. Wir nennen auch die Elemente dieser Fasern Knoten bzw.
Kanten vom Typ 1.

Der Schliissel im Studium der Graphen I"\7 ist die Bijektion

Knoten vom Typ i von ['\7 «— ["\I'/T'; ¢— LAL/T (4.2}

Die letztere Bijektion wird definiert durch v ~~! fiir v € T’ und ist manchmal
sehr zweckdienlich. Entsprechend gilt die Bijektion (4.2) auch fiir Kanten vom
Typ i > 1. Die Kanten vom Typ 0 entsprechen den Doppelnebenklassen Poa\I'/T".

Die Stabilisatoren I',, sind eingebettet in die Stabilisatoren der Knoten v;, vi41,
die Doppelnebenklasse [z, ist somit Teilmenge von I'zT; und Izl Da-
durch werden die Randabbildungen charakterisiert.
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Proposition 4.1.7. Sei I'" C [ eine Untergruppe von endlichem Index. Dann
gilt:

(i) T'\T 1st bipartit, zusammenhingend und (als gewichteter Graph) q + 1-
reguliir. Jeder Knoten vom Typ i 2 1 besitzt Nachbarn vom Typ i — 1 und
i + 1 und nur solche. Jeder Knoten vom Typ 0 besitzt nur Nachbarn vom
Typ 1.

(ii) Jeder Knoten vom Typ i > 1 ist benachbart zu genau einem Knoten vomn
Typ i + 1. Insbesondere treten Mehrfachkanten héchstens zwischen Knoten
vom Typ 0 und Typ 1 auf.

(iii) Es gibt einr € N (in Abhdngigkeit von I'), so daf der von allen Knoten
vom Typ > r induzierte Untergraph von I'\T aus ewmer endlichen Menge
von disjunkten Halbgeraden besteht.

Beweis. (i) Als Quotient einer Gruppenoperation auf einem zusammenhéingenden
Graphen ist "\ 7 wieder zusammenhingend. Die Regularitét folgt aus der Regu-
laritit von 7, vgl. Abschnitt 3.3. Die Nachbarschaftsbedingungen folgen daraus,
daB I"\T eine Uberlagerung von I'\7 ist. Die Partition der Knoten ist dann die
Zerlegung in Mengen von Knoten ungeraden und geraden Typs.

(ii) Folgt aus ', =T, firi > 1.

(i41) Es gibt nur endlich viele Nebenklassen I"\T'. Wegen I; € Tiyi,2 2 1,
ist die Folge #(I"\I'/T}),1 > 1 monoton fallend und positiv, also stationér. Die
Aussage folgt jetzt aus (i). O

Bemerkung 4.1.8. Als gewichtete Graphen (vgl. Abschnitt 3.3) sind die Gra-
phen ["\7 q + l-regulér, da T q + l-reguldr ist.

4.2 Kongruenzgraphen

Besonders wichtig sind die Kongruenzuntergruppen von [: Essein € A ein
nichtkonstantes Polynom, das wir grundsitzlich als normiert voraussetzen. Dann
definieren wir die Hauptkongruenzuntergruppe

T(n) = Ker(GLy(A) ™ GLy(A/(n))
als Kern der Reduktionsabbildung. Die Untergruppen [ mit T(n) C TV CT fiir

ein nichtkonstantes n € A heifien Kongruenzuntergruppen. Da I'(n) normal ist in
T, erhélt man fiir passendes n die galoissche Uberlagerung

PN\T "8 PA\T.

Definition 4.2.1. Sein € A ein nichtkonstantes Polynom. Dann heifit der Graph
T(n) :=T(n\T Hauptkongruenzgraph zur Stufe n.
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Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir die Hauptkongruenzgraphen be-
schreiben und die Zetafunktionen endlicher Teilgraphen von 7 (n) mit L-Funktio-
nen des Graphen I'\7 in Beziehung setzen. Ist n = ], fi* die Primfaktorzer-

legung, so setze g; := ¢“9U") = #(A/f;). Folgende zahlentheoretische Funktionen
werden in unseren Untersuchungen auftreten:

o) = [ @ a1 =#A/n)

1<i<s

em) = [[ & '(@+1)=#P'(A/n),
1<i<s

win) =[] €77V - Da = #5La(A/n).
1<i<s

Wir setzen G(n) := /T'(n). Die Bijektion (4.2) hat dann die Gestalt
Knoten vom Typ i von I'(n)\7T «— TC(n)\I'/T"; «— TA\G(n). (4.3)

Dieselbe Bijektion gilt natiirlich auch fiir die (geometrischen) Kanten vom Typ
i > 1, wihrend die Kanten vom Typ 0 den Nebenklassen [g;\G(n) entsprechen.
Die Struktur von 7 (n) wird bestimmt durch die Strukur von G(n).

Proposition 4.2.2. Sein € A, deg(n) > 1. Dann ist
G(n) = T/T(n) 2 F, < SLz(A/n),
a0

wobei T, mttels a — (§ %) in GLy(A/n) eingebetiet ist.

Beweis. Esist F;NI(n)=1und I = GLy(A) = F; >< SLy(A). Daher reicht es
zu zeigen, daf die Sequenz

1 [(n) = SLy(A) =5 SLy(A/n) = 1

exakt ist. Dieser Beweis wird genau so gefiihrt wie im klassischen Fall A = Z,
siehe [Sh, Lemma 1.38]. O
Fiir die Hauptkongruenzgraphen konnen wir Proposition 4.1.7 genauer fassen.

Proposition 4.2.3. Sein € A mit d = deg (n) > 1. Dann ist T(n) ein kombi-
natorischer Graph, fiir den weiterhin gilt:

(1) Es gibt (—q%% Knoten vom Typ 0. Jeder dieser Knoten hat genau g + 1

Nachbarknoten (vom Typ 1).

(1) Es gibt Gfﬁ),—ﬁ Knoten vom Typ 1 fir 1 <i<d—1. Jeder dieser Knoten
hat genau g Nachbarn vom Typ i — 1 und einen Nachbarn vom Typ ¢+ 1.
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Knoten vom Typ 3

Knoten vom Typ 2

Knoten vom Typ 1

Abbildung 3: Der Graph T (n)

(11) Firi>d—1 gibt es (q——;b)(:d%ﬂ-ﬂ = m;—)_el(—”) Knoten vom Typ 1. Jeder dieser
Knoten hat genau einen Nachbarn vom Typ i — 1 und einen Nachbarn vom
Typ1+ 1.

Beweis. Nach Proposition 4.2.2 ist

#6m) = (-1 [] &7 - Dala - 1),
1<i<s

weiterhin ist #I; = (g — 1)%¢"*}, #Dg1 = (¢ — 1)%q und #Iy = (¢ — 1)%¢(g + 1).
Unter der Reduktion betten sich die Gruppen I fiir 1 < d — 1 injektiv in G(n)
ein, zudem gilt T; C Ty, fiir i > 1. Die Punkte (z) und (47) folgen daher aus den
Indexgleichungen [Ty : T3} = ¢, > 1, [I'1: Toy] = g und [To:To]=¢g+ 1

Punkt (i) folgt aus der Tatsache, da$ das Bild von I'; und I';1; in G(n) unter
der Reduktion modulo n fiir i > d—1 gleich ist. Weiter entspricht die Anzahl der
Knoten vom Typ d — 1 der Zahl

(g-Vyn) _ ¥(») _ H1glgs ¢" (g2 = Vs _ ¢(n)5(n).

(@-1)%* (g-1)¢* (¢-1) g-1
T (n) ist kombinatorisch fiir Knoten vom Typ ¢ > 1, da dort I'; C Ty gilt.
Fiir den Untergraphen, der von den Knoten vom Typ 0 und 1 erzeugt wird, folgt
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das im Fall deg(n) > 2 daraus, da8 sich Ty und I'; in G(n) einbetten lassen. Im
Fall deg (n) = 1 ist die Aussage klar, da es dann nur einen Knoten vom Typ 0
und ¢ + 1 Knoten vom Typ 1 gibt. O

Die Graphen T (n) bestehen also aus einem endlichen Teilgraphen X (n), der von
den Knoten vom Typ ¢ < d — 1 induziert wird, und einer endlichen Zahl von
Halbgeraden, die an den Knoten vom Typ d — 1 aufsetzen. Diese Halbgeraden
nennen wir auch Spitzen. Sie bilden ein natiirliches Vertretersystem fiir die Menge
der Enden von 7 (n). Die Graphen X (n) nennen wir endliche Hauptkongruenz-
graphen.

Bemerkung 4.2.4. Der Terminus Spitzen rithrt von der Tatsache, daf die En-
den den Spitzen der Modulkurven I"\H entsprechen, wobei H die Drinfeldsche
obere Halbebene bezeichnet. Fiir den Zusammenhang zwischen Drinfeldschen Mo-
dulkurven und den arithmetischen Graphen verweisen wir auf [GR].

Proposition 4.2.5. Sein € A,d = deg(n) > 1. Dann gilt fir das Geschlecht

. o(n
g(X(n)) =1+ %(qd -g-1)

und fiir die Anzahl der Spitzen

#{Spitzen von T (n)} = ?(qi).s(l_n)_
Beweis. Die Anzahl der Spitzen entspricht gerade der Anzahl der Knoten vom
Typ d — 1, die Aussage folgt daher aus Proposition 4.2.3. Das Geschlecht von
T (n) entspricht dem Geschlecht von X (n), was sich durch Abzéhlen der Kanten
und Knoten nach derselben Proposition ergibt. 0
Es bezeichne T*, k > 0 den Untergraph von 7T, der von allen Knoten vom
Typ ¢ < k induziert wird; dies ist der Untergraph von T, der aus allen Knoten
vom Typ i < k und allen Kanten vom Typ < k -1 besteht. Dann ist zwar

X(n) =T\T*,

aber T* ist fiir kein k ein Baum. Fiir den Mechanismus der L-Funktionen bendti-
gen wir aber gerade eine Darstellung von X(n) als Quotientengraph einer auf
einem Baum operierenden Gruppe. Allgemeiner untersuchen wir

Xk(n) = D)\ T*.

Dabei setzen wir I'(1) := . Sei X* die Zusammenhangskomponente von vy in
T*. Die maximalen Untergruppen ©, ©%(n) := © NT(n) von I bzw. ['(n), die
auf X*, bzw. die maximalen Untergruppen ©,0(n) = © NT(n), die auf Xd-1
operieren, sind gut zu beschreiben.

61




Lemma 4.2.6. Sei k > 0. Die mazimale Untergruppe © C T, die auf der Zu-
sammenhangskomponente X* operiert, ist

G)k = <GL2(]Fq), Fk> = GLg(]Fq) *rm Fk.
Insbesondere ist
© = (GLy(F,), Fa-1) = GLao(Fy) #ry, T

Beweis. Die zweite Gleichung der Aussagen ist klar.

Der Untergraph von X*_ der durch v, ...,v; induziert wird, ist ein Funda-
mentalbereich der Operation von ©% auf X*. Insbesondere liegen natiirlich die
Stabilisatoren Iy, . . ., [ in ©. Nach [Se, I, Lemma 4] ist dann ©% = (Tg, ..., ['s).
Wegen I'; C Ty fiilr e > 1 entspricht dies (o, ['x)- ]

Bemerkung 4.2.7. Struktureller kann man im Beweis von Lemma 4.2.6 iber
Graphen von Gruppen argumentieren. Der Baum X* ist die universelle Uber-
lagerung des Graphen von Gruppen, der durch die Knoten v, ..., vk, versehen
mit den entsprechenden Stabilisatoren der Knoten und Kanten, induziert wird.
Die Fundamentalgruppe ist isomorph zu dem induktiven Limes, der durch die-
sen Baum von Gruppen definiert wird (siehe [Se, 1,5.1]). Die fiir den Limes zu
beriicksichtigenden Abbildungen sind gerade die Einbettungen der Kanten- in
die jeweiligen Knotenstabilisatoren. Der induktive Limes iiber den Teilbaum, der
durch vy, .., vk induziert wird, ist nur die Vereinigung der Knotengruppen, also
T;. Demzufolge ist die Fundamentalgruppe isomorph zu dem Amalgam Toxpy, T.

Lemma 4.2.8. Sei n € A gegeben mit deg (n) > 1. Dann sind dquivalent:
(i) @F(n)\X* = X*(n).

(i) X*(n) ist zusammenhdngend.

(iii) G(n) = OF/0%(n).

(iv) T = (To, Tk, T'(n))-

(v) SLy(A/n) = (SLy(F,), Ux), wobei Uy das Buld der strikten oberen Dreiecks-
matrizen in T unter der Reduktion bezeichnet, deren Eintrdge hichstens
Grad k haben.

Beweis. (i) < (ii): Ist (I'(n)\X), zusmmenhéngend, so wird dieser Graph von
X* iiberlagert. Da ©%(n) die maximale Untergruppe von I'(n) ist, die auf X*
operiert, folgt daraus ©¥(n)\X* = (T'(n)\X),. Die Riickrichtung ist trivial, da
X* ein Baum ist.
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(i3) < (ii4): Es bezeichne Y¥(n) die Zusammenhangskomponente von Xk (n),
die durch die Operation von ©* auf X* von X* iberlagert wird. Dann wird
(I\T)x von Y*(n) iiberlagert mit Gruppe ©F/6*(n):

XE 5y () LM xR (1),
Da die Uberlagerung
Xk M xk(1)
durch die Operation von G(n) gegeben ist, folgt die Behauptung: G(n) operiert

genau dann auf Y*(n), wenn Y*(n) schon der ganze Graph X*(n) ist.
(#44) & (iv): Da ['(n) normal ist in T, gilt

©*/6F(n) = ©*/(6* NI (n)) = (6% - T(n)/T(n).

Ist nun G(n) = ©%/0%(n), so muB deswegen I' = ([, [y, I'(n)) sein. Die Riick-
richtung ist trivial.
(iv) & (v): Die Aussage folgt sofort aus G(n) = Fj o< SLy(A/n). a

Proposition 4.2.9. Sei g > 4 und n € A beliebig oder ¢ = 3 und n € A
irreduzibel. Dann ist der Graph X*(n) zusammenhdngend fir jedes k > 1 und

©F/0%(n) = T/I(n) = G(n).

Beweis. Der Fall g > 4 ist in [Mol] bewiesen.

Sei nun ¢ = 3 und n irreduzibel. Ist deg (n) = 2, s0 ist X1(n) = X(n) zusam-
menhéngend, fir deg (n) = 1 ist das trivial. Sei nun d > 3. Nach Lemma 4.2.8
sind die beiden Aussagen dquivalent dazu, daf die SLy(A/n) erzeugt wird von
T und T fiir alle k > 1. Es reicht also zu zeigen, daB

SLy(A/n) = (To, ')

gilt. Nach [Go, Th. 2.8.4] ist aber

sram=((3 O).(5 T)

und damit die Aussage bewiesen. a

Bemerkung 4.2.10. Die Proposition ist nicht mehr richtig fiir zusammenge-
setztes n im Fall ¢ = 2. Der Graph X!(n) etwa zerfallt fiir n = T™ in 24 (n) viele
Zusammenhangskomponenten geméf der folgenden Tabelle:

n TV TE[ T3 [T |15 [ T°
2y | 1| 148 |32]|64]
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Ist X*(n) zusammenhingend, so erhalten wir nach Lemma 4.2.6 und Lemma 4.2.8
die Sequenz
13
XD xk () S k(1)
von Uberlagerungen. Fiir k < d — 1 ist die erste Uberlagerung unverzweigt, da

nach Proposition 4.2.3 jeder Knoten in X* denselben Grad hat wie der iiberlagerte
Knoten in X*(n). Wegen

ctan r-oran (s 2) wverren) (3 )

1<i<k

operiert ©%(n) treu, nach Proposition 1.5.6 also frei, auf dem Baum Xk 1<k<
d — 1. Wir erhalten insbesondere

Proposition 4.2.11. Sein € A mit deg(n) > 1 und1 <k <d-1. Ist X*(n)
2usammenhingend, so ist ©(n) die Fundamentalgruppe von X*(n). Insbesondere
ist ©(n) eine freie Gruppe vom Rang 1 + %’%f(#(qd —g-1).

Beweis. Jede Gruppe, die frei auf einem Baum operiert, ist frei. X* ist insbeson-
dere die universelle Uberlagerung von X*(n). Der Rang der Fundamentalgruppe
eines Graphen entspricht dem Geschlecht des Graphen. n}

Diese Aussage ist falsch fiir & > deg(n), da die Uberlagerung in den Knoten
der Spitzen verzweigt.

Neben den Hauptkongruenzuntergruppen werden in dieser Arbeit noch die spe-
ziellen Gruppen [y(n) := {(% 3) €T {c=0mod n} auftreten. [o(n) heifit n-te
Hecke- Kongruenzuntergruppe. Wegen
Po(m\F = P'(4/n)
mit (24) > (c: d) ergibt dies die Bijektion
Knoten von g(n)\7 vom Typ i «— P'(A/n)/T;. (4.4)
Auch fiir den Hecke-Graphen To(n) := [o(n)\T kann man schirfere Aussagen
als fiir allgemeine Kongruenzgraphen machen (siehe [GN]). So zerfallt To(n) wie-
der in einen endlichen Teil X;(n), der von den Knoten vom Typ < deg (n) erzeugt
wird, und einer endlichen Anzahl von Spitzen. Setzt man ©(n) := ©N To(n), so

erhilt man gerade
Xo(n) = Gp(n)\X.

Analog zur Hauptkongruenzgruppe setzen wir noch allgemeiner
XE(n) := To(n\T*
und

eo(n) = Fo(n) n @k‘
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4.3 Die Darstellungen der Gruppe G(n) fiir irreduzibles n

In diesemn Abschnitt wollen wir kurz die (komplexe) Darstellungstheorie der Grup-
pe G(n) zusammenfassen. Wir setzen dabei im weiteren immer voraus, daf n ein
irreduzibles Polynom ist vom Grad d > 1 und zusitzlich ¢¢ # 2 ist!. Dann
ist A/n ein endlicher Korper mit ¢ Elementen. Die Darstellungen von G(n),
SLy(A/n) € G(n) € GLy(A/n), lassen sich als Restriktionen der Darstellungen
von GLo(A/n) gewinnen. Wir geben eine kurze Beschreibung der Darstellungs-
theorie der GLy(A/n) (siehe etwa [PS]), da wir eine explizite Beschreibung der
Darstellungsraume bendtigen. Wir zitieren das Verhalten bei der Beschrankung
auf G(n) aus [Ru), wo eine ausfiihrliche Beschreibung zu finden ist.

Wir benutzen im weiteren Abkiirzungen fiir Untergruppen von GL,(K) fiir
einen beliebigen Korper K:

B(K) = {(a Z) la,d€ K*, b€ K} , die Gruppe der Dreiecksmatrizen,

Unter einem Charakter p einer Gruppe G verstehen wir eine eindimensionale
Darstellung

=
=
I

I;) |be K} , die Gruppe der strikten Dreiecksmatrizen,
2) la,de K*} , die Diagonalgruppe und

0
1
0
a
0
z(K) = 3o

{
s =
{

2) |a€ K‘} , die Gruppe der zentralen Matrizen.

u:G—-C.

Die irreduziblen Darstellungen der GLa(A/n) lassen sich im wesentlichen in die
Hauptserie und die supercuspidalen Darstellungen unterteilen.

Die Darstellungen p, der Hauptserie werden induziert von Charakteren p von
B(A/n). Den Darstellungsraum V), := V), kann man realisieren durch

V.=A{f: GLy(A/n) = C| f(rz) = u(r) f(z) VT € B(A/n), z € GLy(A/n)}.

Dies ist ein linker GLa(A/n)-Modul via g - f(y) = f(yg), wobei yg das Produkt
der beiden Matrizen y, g bezeichne.

Die Charaktere i von B(A/n) sind schon bestimmt durch ihre Werte auf
D(A/n)%. Wir setzen

H(g 2) = (#171112)(8 3) = (ad)pa(d), (4.5)

1Die Darstellungen der Gruppe G(T') fiir ¢ = 2 werden wir fiir unsere Untersuchungen nicht
bendtigen.

2Hier geht die Voraussetzung ¢* # 2 ein. Die Gruppe B(F,) hat zwei Elemente und besitzt
daher 2 verschiedene Charaktere. Die Gruppe D(Fz) ist hingegen trivial.
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wobel g und po Charaktere von (A/n)* sind. (Diese Wahl weicht von der Nota-
tion in [PS] ab.)
Die Darstellungen

Ly(A/n)

.G
Plur i) = ind 8™ (s, o)

sind irreduzibel (der Dimension ¢%+1), falls y # 1. In dem Ausnahmefall zerfallt
die induzierte Darstellung in zwei irreduzible Darstellungen

P,y = (i1 o det) @ py, ),

wobei 1 o det die Dimension 1 und py,,) die Dimension q¢ besitzt®. Die irredu-
ziblen Darstellungen py,, .,y bzw. p(,,) heien Darstellungen der Hauptserie.

Die supercuspidalen Darstellungen werden durch eine quadratische Kérperer-
weiterung L von A/n beschrieben.

Definition 4.3.1. Es bezeichne L die quadratische Korpererweiterung von A/n.
Ein Charakter v von L* heifit unzerlegbar, falls v nicht iiber die Norm N = N In
L* — (A/n)* faktorisiert.

Die Darstellungsrdume der supercuspidalen Darstellungen p, werden realisiert
durch

V., =V, ={f:(A4/n)" = C},
wobei v ein unzerlegbarer Charakter von L* sei. Dazu fixieren wir einen additiven,
nichttrivialen Charakter ¢ von A/n. Der Vektorraum V, wird dann vermoge

( (8 Z) f) (z) == V(d)w(%x)f(gx)
und

(wfz) = > v(=yilzy)f(-y)

yE(A/n)*

zu einem linken GL,(A/n)-Modul, wobei wir w := ({!) setzen. Die Tatsache, da
durch diese Definition ein G Ly(A/n)-Modul gegeben wird, folgt aus aufwendigen
Rechnungen mit Gaufischen Summen, siehe [PS]. Die Funktion j : (A/n)* — C
ist gegeben durch

) 1 _

i(z) =g > wla+a(a),

agl*
Na=z

wobei o — @ die Konjugation von L iiber A/n bezeichnet. Die Funktion j hingt
zwar von der Wahl des fixierten Charakters 1 # 1 ab, nicht aber die folgen-
de Aussage: Die Darstellungen p, sind irreduzibel (der Dimension ¢* — 1) fiir

3Diese Bezeichnung weicht ab von der Definition in [Ru]. Dort bezeichnet p,, 1) die irredu-
zible Darstellung der Dimension ¢%.
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jeden unzerlegbaren Charakter v von L*, und jede irreduzible Darstellung von
GLy(A/n), die nicht zur Hauptserie gehort oder eindimensional ist, ist eine su-
percuspidale Darstellung.

Die Konjugationsklassen der GLo(A/n) lassen sich in 4 Typen einteilen. Sei
v € GLy(A/n) gegeben. Sind die Eigenwerte von v in A/n enthalten, so ist die
Jordan-Normalform von v entweder (22), (21), a € (4/n)* oder (29}, a #
be (A/n)*, und v ist konjugiert zu genau einer Matrix solcher Form. Liegen die
Eigenwerte von v nicht in A/n, so sind sie in der quadratischen Erweiterung L
enthalten und v ist konjugiert zu (? ',\T,;“), wobei Tr und N die Spur und die
Norm bezeichnen und a # @ € L die Eigenwerte von 7 sind.

Wir fassen nun die Darstellungen p, bzw. p, durch Beschrinkung als Darstel-
lungen von G(n) auf und notieren sie auch wieder mit p, bzw. p,. Dabei fallen
viele der Darstellungen zusammen. Sind (p, p2) und (pi, p5) zwei Charaktere
von B(A/n), s0 ist p(,, u,) dquivalent zu p(, ) genau dann, wenn

mly = mly und  pe = py (4.6)

oder
piley = (ups)le; und  pp =y~

ist. Die eindimensionalen Darstellungen sind von der Form

p((28)) = p(det (42)).

Auch hier hingt die Aquivalenz der Darstellung nur von der Einschrankung von
1 auf F; ab. Wir nehmen im weiteren deswegen an, dafl p; ein Charakter von
I, ist.

Fiir die Untersuchung der supercuspidalen Darstellungen setzen wir

(4.7)

LYW :={z € L|Nj,z€F},

und
LY = Kern(N,ﬁ/n).

Die Charaktertafeln zeigen, dafl zwei unzerlegbare Charaktere »,1/ genau dann
zwei dquivalente Darstellungen von G(n) definieren, wenn

Vipw = Vige oder  v|pw =V|Lw (4.8)

gilt, wobei ¥ den zu v konjugierten Charakter bezeichnet.
Bei der Beschriankung der Darstellungen auf G(n) sind zwei Félle zu unter-
scheiden.

Ist die Charakteristik gerade, so gilt

GLy(A/n) = SLy(A/n) x (4/n)* und G(n) = SLy(A/n) x I,
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69 |G (55 N
t o det pi(a)® mi(a)? 11 (ad) (Vo)
X(u1) 4% (a)’® 0 141 (ad) - (Na)
2 Mt ou(3d) | e | s(6D) +u(82) 0
Xy, Vi # 1 (¢ -1v(a) | —v(a) 0 —(¥(a) +v(a))

Abbildung 4: Die Charaktertafel von G(n) fiir ¢ gerade oder deg (n) ungerade.

da dann SLy(A/n) N Z(A/n) =1 gilt. Also ist
(SLa(A/n), Z(A/n)y = SLy(A/n) x Z(A/n) = GLy(A/n)

und entsprechend
(SLo(A/n), Z(Fy)) = SLa(A/n) x Z(F,) = G(n).

In diesem Fall gleichen sich die Darstellungstheorien der Gruppen G(n) und
GLy(A/n). Insbesondere bleiben alle irreduziblen Darstellungen der GL,(A/n)
bei Beschrankung auf G(n) irreduzibel.

Ist die Charakteristik ungerade und deg (n) = d ungerade, so bleiben auch hier
alle irreduziblen Darstellungen der GLy(A/n) bei der Beschrinkung irreduzibel.

Proposition 4.3.2. ([Ru]) Sei g gerade oder g und d = deg (n) ungerade. Dann
sind die irreduziblen Darstellungen von G(n) gegeben durch:

(i) (¢ — 1) Darstellungen p, o det der Dimension 1, u, ein Charakter von F},

(i) (g — 1) Darstellungen p(,,) der Dimension ¢%, y, ein Charakter von F;,
(iii) (i_—l—)gid'—z) Darstellungen py,, .,y der Dimension g% + 1, p; ein Charakter
von Fy; und 1 # po ein Charakter von (A/n)*, und

(iv) % Darstellungen p, der Dimension ¢* — 1, v ein Charakter von L9,
der auf LY nichttrivial ist.

Aus der Proposition folgt, daf in diesem Fall die Charaktertafeln der GL,(A/n)
direkt ibernommen werden konnen. Die Charaktere zu p, bzw. p, werden mit
xu bzw. X, bezeichnet. Die Konjugationsklassen bleiben mit den Darstellungen
irreduzibel und sind deswegen von der selben Form wie in GLy(A/n).

Sei nun ¢ ungerade und d = deg(n) gerade. In diesem Fall enthdlt A/n die
quadratische Erweiterung I, von ;. Ein Element von G(n) 148t sich also schrei-

ben als Produkt (32)(‘23) mit z € F;, C (4/n)* und (ig) € SLy(A/n). Die
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Darstellungen von G(n) dhneln deswegen in diesem Fall den Darstellungen von

SLy(A/n). Insbesondere zerfallen die Konjugationsklassen (&) wie in SLy(A/n)

auch in G{n) in die beiden Klassen von (¢!) und (%), wobei ¢ einen Erzeuger

von (A/n)* bezeichnet. Die restlichen Konjugationsklassen bleiben bei der Be-
schriankung irreduzibel.
Mit 7 bezeichnen wir die Gaufische Summe

=Y y(a)Ma),

a€(A/n)*

wobei A der quadratische Charakter von (A/n)* sei und 9 den schon oben fixierten
(nichttrivialen) additiven Charakter von A/n bezeichnet. Im Unterschied zum
ersten Fall zerfallen bei der Beschrinkung auf G(n) die Darstellungen ind(u;, A)
und die supercuspidalen Darstellungen p, mit v{ ) # 1,v% ) = 1 in jeweils 2
Komponenten

Plur,») :p(tun\)@p@m)’ Pu=p:€Bp;A

(Dies sind genau die Darstellungen von GLy(A/n), die bei der Beschrankung auf
SLy(A/n) zerfallen.)

Proposition 4.3.3. ([Ru]) Sei ¢ ungerade und d = deg(n) gerade. Dann sind
die irreduziblen Darstellungen von G(n) gegeben durch:

(i) (g —1) Darstellungen u o det der Dimension 1, py ein Charakter von IF;,
(i) (g — 1) Darstellungen p(,, 1) der Dimension g%, py ein Charakter von Fy

g’

(iii) “’;%ﬂ Darstellungen p,, ;) der Dimension ¢% + 1, py ein Charakter
von Iy und o ein Charakter von (A/n)* mit u# 1,

(i) (¢ — 1) Darstellungen p, ) und py,, , jeweils der Dimension g-d—zﬂ

(v) (ii)@ Darstellungen p, der Dimension g% — 1, v ein Charakter von L@
mit V¥ o) # 1.

(vi) (g — 1) Darstellungen der Form jeweils p} und p; mit Dimension 9%,
wobei v Charaktere von L9 sind mit v?| o) = 1,v| 0 # 1.

Es 1488t sich dann die angegebene Charaktertafel berechnen.
Zur Berechnung von L-Funktionen wird es ndtig sein, die Fixrdume
V= {z eV, | plg)r =2Vg € T}
zu bestimmen. Insbesondere sind Darstellungen p von G(n) mit
plawy # 1
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al aTl ae
(Oa (O ( a) I f : 3 ara 1 a0
/1) o det 11 (a%) M(ZQ) #10(02) Im Fall einer supercuspidalen Darstellung p = p, operiert (0 a) € Z(F,) durch
 p—on)
X(uy,1) 9% (a?) 0 0 s f=via)f
X221 [ (@ +Du(5y) [ nG,) (5, -
Xiazltz =A CHRu(E0) | p(a0)teler | (20) Fula)r auf V,, woraus (ii7) folgt. O
Xv, Voo # 1 (g% = Nv(a) ~v(a) —v(a)
vlpo # 1 -1 1 T + T
2 vy =1 gdz_y(a) —v(a) xu;(a) ~v(a)- “g(a)
i (64) ({ 724)
t o det 1 (ad) m{Na)
Xw) 6“1(‘111) . —m(Na)
Xus 15 # 1 £(ga) +1(5,) 0
Xf,‘#z =2 w(2Y 0
X Vo # 1 0 —(v(e) + v(@))
+ Vpw#1 _
vV =1 0 v(@)

Abbildung 5: Die Charaktertafel von G(n) fiir ¢ ungerade und deg (n) gerade.

uninteressant, da dann
dimV,* =< 1,x, >p,=0

ist fiir alle 4.
Proposition 4.3.4. Die Bedingung plzw,) =1 ist im Fall
(i) p=detou, oder p= p,, dquivalent mit 13 = 1,
() p = Py ) Gquivalent mit (uy, po)|z(z,) = 1, und
(iti) p = p, dquivalent mit v|g, = 1.
Wir setzen hierbei nicht voraus, daf pu, u,) bzw. p, irreduzibel ist.

Beweis. Fiir p = p, operiert (32) € Z(F,) durch

(80 = w((22)f = m(a)uala) f

auf V,. Das Bild von (§ g) unter der eindimensionalen Darstellung det oy, operiert
durch Multiplikation mit y,(a)? auf C. Zerfillt p, in die zwei Komponenten
iy o det und p,,), so ist p#|Z(1pq) = 1 genau dann, wenn schon g, o det |Z([[rq) =1

ist. Daraus folgen (7) und (7).
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5 Zetafunktionen der endlichen Hauptkongru-
enzgraphen

Nach Proposition 4.2.9 sind die Graphen X*(n) fiir fast alle ¢ und n zusam-
menhéngend - Ausnahmen gibt es hochstens fir ¢ = 2,3 und & < deg(n) — 1=
d — 1. In diesem Kapitel werden wir eine moglichst genaue Beschreibung der
Zetafunktion der gewichteten Graphen (X*(n), ), n irreduzibel, angeben, die zu-
sammenhingend sind. Den Zusammenhang von (X¥(n), 1) benétigen wir, um die
Darstellungstheorie der Gruppe G(n) benutzen zu konnen, die in diesem Fall die
Uberlagerung
X*(n) €9 xk(1)

definiert, vgl. Proposition 4.2.8, und setzen ihn grundsétzlich voraus. Da die Dar-
stellungstheorie von G(T') fiir ¢ = 2 in Abschnitt 4.3 nicht mitbehandelt wurde,
nehmen wir zusitzlich ¢% > 2 an.

Gewichtet sind die Kanten von 7(n) erst auf den Spitzen. Insbesondere sind
die Untergraphen X*(n) fiir k¥ < d — 1 ungewichtet. Besonderes Augenmerk
werden wir auf den Fall k¥ = d — 1 richten, X(n) = X% !(n) ist der maximale
Untergraph von 7 (n), der ungewichtet ist, d. h. fiir den alle Kanten vom Gewicht
1 sind.

Wir studieren Zx«(n){u) als ein Produkt von L-Funktionen, die zu der ga-

loisschen Uberlagerung X*(n) ) X*(1) gehéren. Nach Korollar 3.5.3 ist ja

Zixsma(u) = X5, 05(n), u) = [ L(X*, 0%, pyu)teste.

peG(n)
Da (fiir k = d — 1) die Uberlagerung
x o x (n)
unverzweigt ist, erhalten wir insbesondere
Zxmy(w) = L(X,0(n), L;u).

Zuerst untersuchen wir, wie L(X*, ©%(n), p;u) bzw. der entsprechende Ope-
rator A,(u) als Laplace-Operator eines sogenannten Berechnungsgraphen auf-
gefafit werden kann. In den beiden folgenden Abschnitten bestimmen wir die
Berechnungsgraphen fiir die Hauptserie und die supercuspidalen Darstellungen
von G(n). Daraus folgen im letzten Abschnitt explizite Formeln fiir kleine n.
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5.1 Berechnungsgraphen
Nach Satz 3.6.1 gilt der Zusammenhang
L(X*, 6% pu)™ = (1 — u?) 7% det(A,(u))

mit dem allgemeinen Laplace-Operator A,(u) auf dem entsprechenden Raum der
iquivarianten Funktionen auf X'*. Das Problem der Berechnung von Zxx(n) ;) (u)
reduziert sich also auf die Berechnung der Determinanten der Laplace-Operatoren
A,(u), die Bestimmung von x, ist einfach. Die Darstellung iiber den Laplace-
Operator statt {iber den Nachbarschaftsoperator T auf Kanten ist vorzuziehen,
da der Laplace-Operator auf einem niedriger dimensionierten Raum definiert ist
und die Rechnungen daher einfacher sind. Zudem lassen sich so die Spitzen beim
Ubergang von X*(n) zu dem unendlichen Graphen 7(n) einfacher integrieren,
vgl. Satz 6.1.6.

Wir fassen den Laplace-Operator Ay(u) = I — Ayu + Q,u?, der definiert
ist als abstrakter linearer Operator auf H,(VX) ® Clu], als Laplace-Operator
eines Graphen auf. Dazu nehmen wir wieder an, daB die Gruppe G diskret (und
inversionsfrei) auf dem Baum X operiere mit endlichem Quotienten ¥ = G\ X.

Der Fall p = 1 verdient besondere Beachtung. Der Raum H;(V X) entspricht
dem Raum der G-invarianten Funktionen auf V X, der isomorph ist zu dem
Raum {f : VY — C} der Funktionen auf VY (vgl. Abschnitt 3.3). Der Laplace-
Operator ist in diesem Fall kombinatorisch zu bestimmen: Wahlt man als Basis
von H;(VX) die charakteristischen Funktionen und interpretiert man die Ope-
ratoren Ay, und Qv als Matrizen, so entspricht 4, dem transponierten ge-
wichteten Nachbarschaftsoperator A(y; und @, dem gewichteten Gradoperator
von (Y,4). Die Determinante det(A;(u)) = det(] — Aju+ Q,u?) und damit auch
L(X,G,1;u) laBt sich also rein kombinatorisch berechnen als Determinante des
gewichteten Laplace-Operators von (Y, 1).

Fiir allgemeine p gibt es zwar keine direkte Ubertragung zur Berechnung von
L(X,G,1,u). Es ist trotzdem noch méglich, Ay(u) als Laplace-Operator auf ei-
nem Graphen Y, aufzufassen, dessen Kanten allerdings nicht nur mit Gewichten
wie im Fall p = 1, sondern auch mit komplexen Zahlen, genauer mit polynomia-
len Ausdriicken in Charakterwerten indiziert sind. Auf dem Weg zur Berechnung
von L(X, G, 1;u) sind die Graphen Y, konzeptionell sehr hilfreich, wir nennen sie
deswegen auch Berechnungsgraphen.

Wir geben nun eine Moglichkeit an, die Berechnungsgraphen zu bestimmen
und werden das in den nichsten Abschnitten auf die arithmetische Situation von
Kongruenzgraphen anwenden.

Sei {v;,i € I} ein (endliches) Vertretersystem der Operation von G auf V.X.
Wir kénnen H,(V X) zerlegen in

H(VX) = HP(VX),

el
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wobei wir

HP(VX):={f:G v = V,]| fgz) = plg) - f(z)Vz € G- v;, g € G}

setzen.

Die Knoten von Y, sind gegeben durch eine Basis {f;,7 € J} von H,(VX),
die man erhalt durch Wahlen von Basen der HS’(VX), i € I. Der Fixraum des
Darstellungsraums 1/, unter der Untergruppe H C G ist definiert durch

VPH ={zxeV,:p(g)-c==zfirallege H}.

Bezeichnet G; den Stabilisator von v;, so wird durch
Ve S HOVX), v hy,

mit h,(gv;) = p(g) - v ein Isomorphismus von Vektorriumen definiert. Eine
Basis von HS”(VX) 148t sich also iiber eine Basis von VG bestimmen. Fir
fi € H(VX) < Hy(VX) ist Q,f; = (deg (v) — 1) ;. Gilt A f; = S, a5 fi
so ziehe eine (orientierte) Kante mit Anfangspunkt f; und Endpunkt fi € VY,
falls a;x # 0, die dann mit a; indiziert wird. Auf diese Weise wird A, als Nachbar-
schaftsoperator, bzw. A,(u) als allgemeiner Laplace-Operator von Y, realisiert.

Wie schon in Abschnitt 4.3 erwéhnt, interessieren uns nur Darstellungen der G(n),
die trivial auf Z(F,) C G(n) sind, da sonst die Fixrdume VI und damit die L-
Funktionen trivial sind. Die Darstellungen sind in Proposition 4.3.4 beschrieben.

5.2 Berechnungsgraphen der Hauptserie

Zuerst bestimmen wir die Berechnungsgraphen, die zu Darstellungen p, der
Hauptserie gehdren. Dabei gehen wir zunéchst von den Darstellungen py,, )
aus, die nicht notwendig irreduzibel sind (siehe Proposition 4.3.2, 4.3.3).

Zuerst betrachten wir die Darstellung p(;1). In diesem Fall ist der Darstel-
lungsraum von der Gestalt

Vioy = {f : GLx(A/n) = C| f(1z) = f(z) V1 € B(A/n), z € GLy(A/n)},

der Raum der Funktionen auf GLy(A/n), die linksinvariant sind unter B(A/n).
Mittels (‘;Z) ~ (c: d) ist aber

B(A/n)\GLy(A/n) == P (A/n).

Somit erhalten wir
V(l,l) = {f : Pl(A/TL) - (C} .
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Fiir die Einschrankung auf den Typ ¢ gilt dann
‘/(1;:1) = {f:P'(A/n)/T; — C}.

Vergleicht man das mit der Darstellung (4.4) der Knoten des Heckegraphen 7o(n),
so erhilt man die Bijektion

Basis von V(’;:U +— Knoten von Ty(n) vom Typ i.

Wir werden in Proposition 5.2.3 zeigen, daB bei richtiger Basiswahl der (gewich-
tete) Nachbarschaftsoperator von X§(n) dem Operator A,y auf H,(V X*) ent-
spricht, also Y1) = X&(n) ein Berechnungsgraph fiir p(; 1y ist.

Wir gehen nun zu allgemeinem p(,, ,,) liber, wobei wir uns an dem Fall p,)
orientieren. Wir bestimmen zuerst eine Basis von V).
Die Bruhat-Zerlegung

GLy(A/n) = B(A/n)UB(A/n) ( _01 é)U(A/n)

impliziert, dafl die Menge

{((1) -01)}U{<—01 l),xeA/n} (5.1)

ein Vertretersystem fiir B(A4/n)\GL2(A/n) darstellt. Eine Basis von V} 18t sich
also durch P!(A/n) parametrisieren. Wir setzen dazu

1 0 0 1\ _
foo(o _1) = 17foo(~1 a:)_o
fy(é _Ol) = 0, fy(_f)l ;) =6,y fiir z, y € A/n.

Die Gruppe I" operiert von links auf V,,, indem sie von rechts auf den Argumenten
operiert. Wir setzen w := (1) und erhalten

a b a 0

(0 d).foc “(0 d)foo
a b d 0

(0 d)f:r .u<0 a)f“‘d'*b:

u"fOO fﬁv wfl]:foo
wfe = /ig(iﬂ)f% if z#0

il

mit

1s(z) ::u(%] 2) fiir 7 # 0.
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Die Vorzeichen in der Definition (5.1) sind so gewahlt worden, dal o f, und f,.;
sich nur um eine Konstante unterscheiden, die von y, z und ¢ abhingt.

Als néchstes bestimmen wir Basen von V[h Die naheliegende Vorgehensweise
wire es, die natiirliche Projektion

1
far 2 ofz (52)
#ri o€l

auf den Fixraum zu benutzen. Es stellt sich aber als vorteilhaft heraus, stattdessen
Elemente der Form
[2)f = ofs z € P (A/n)
g€l
zu untersuchen, vgl. Bemerkung 5.2.4.

Haufig fassen wir z € A/n auch als Element (z : 1) € P!'(A/n) auf und schrei-
ben einfach o - = oz fiir die natiirliche (Links-)Operation von 0 € GL2(A/n)
auf (z : 1) € P!(A4/n). Weiterhin identifizieren wir A/n mit den Vertretern in A
vom Grad <d-—1.

Da of; und f,. sich nur um eine Konstante unterscheiden, die von y, z und
o abhingt, unterscheiden sich auch {z]¥ und [y}’ nur um eine Konstante, falls
z = o -y ist. Eine Basis von V['* kann also sogar aus der Menge {[z]\' : = € R;}
gewihlt werden, wobei R; ein Vertretersystem der Links-Operation von I'; auf
P'(A/n) ist. Die nichtverschwindenden Elemente dieser Menge sind aber linear
unabhiingig. Zur Konstruktion einer Basis reicht es also aus, diejenigen Elemente
von {[z}¥ : € R;} zu bestimmen, die ungleich null sind.

Definition 5.2.1. Es sei f = 3 a,7* € R{T) ein Polynom iiber einem Ring R
und f # 0. Wir sagen, f hat die Héhe k, falls k der kleinste Index ist, fiir den ay
nicht verschwindet. Wir wenden diesen Begriff in naheliegender Weise auch auf
das Element (f : 1) € P(A/n) an.

Wenn d = deg (n) gerade ist, gilt F, € F,z € A/n, da n als prim vorausgesetzt
ist. Wir definieren 0
a
C(F,) = {(0 a") la€ F,;z}

= {lyl6} falls d gerade und pjce,) =1
10 sonst,

und setzen

wobei y ein normiertes Element in P!(F,2) — P'(F,) sei mit Hohe 1. Die Matrix
w = (9}) operiert auf P!(A/n) durch Inversion, wobei wir formal 0 und oo
als zueinander invers betrachten. Wir fixieren fiir den Rest dicses Kapitels ein

Vertretersystem Ry,

R}, := Vertretersystem der Operation von I'y auf P'(A4/n) — P'(F,),
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wobei jedes Element von Ry normiert ist und Hohe > 1 besitze. Ein solches
Vertretersystem ist einfach zu berechnen.

Fiir einen Charakter x einer Gruppe G und eine Untergruppe H C G fiihren
wir die Abkiirzung

1 falls x trivial ist auf H

0(x, H) = -
(. H) {O sonst

ein. Wir setzen noch

Hb = { {[0F, [ooli}  falls plpge,) =1

] sonst

und halten fest:
04 = ol und [0 # [oo]t fir i> 1.

Proposition 5.2.2. Sei y ein Charakter von B(A/n), der trivial ist auf Z(F,),
n irreduzibel vom Grad d > 1 und ¢ # 2. Dann wird durch

(i) {[zl5:z€ Ry UHLUHY firi=0,
(1) {{z}} : z € (A/n)*, z normiert, Héhe vonz > i+ 1} U HY fir 1 <i<
d—1,
(i) HY firi>d—1,
eine Basis von V[t gegeben.
Beweis. Wir beobachten zunéchst: Sei stab;(z) der Stabilisator von z € P!(A/n)
unter der Operation von I';. Ist stab;(z) C B(A/n), so gilt [z} = 0 genau dann,

wenn g nichttrivial auf stab,(z) ist.

(17) Die Menge
R; := {z € (4/n)", z normiert, Héhe von z > i+ 1} U {0, 00}

ist ein Vertretersystem der Operation von I; auf P'(4/n). Die Stabilisatoren
stab;(0) bzw. stab;(oc) sind D(F,) bzw. I'; selbst. Also sind [0]f bzw. [oo]! null
genau dann, wenn g nichttrivial ist auf D(F,). Der Stabilisator auf den anderen
Vertretern ist hingegen Z(F,), auf dem alle Charaktere nach der Voraussetzung

trivial sind. Die Elemente der Menge
{[z)! | = € (A/n)", = normiert, Hohe von z > i + 1}
sind also alle ungleich null.
(i) Fiir i > d — 1 ist
R, := {0, 0}
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ein Vertretersystem. Man argumentiert wie im Fall (i7).
() Ist d ungerade, so ist
Ry := Ry U {0}

ein Vertretersystem. Im Fall d gerade wihlt man
Ro = Ry u{0} U {y},

wobel y das festgewidhlte Element in Fp — F, ist.
Sei z € Ry gegeben. Dann ist r ein Fixpunkt von (ig) € Ty genau dann,
wenn
cx?+(d—a)x-b=0

erfiillt ist. Die Wahl 2 ¢ F. erzwingt nun, dafl die Koeffizienten ¢, d—a und b Null
sind, also ist staby(z) = Z(F,) fiir ¢ € Rj. Wie im Fall (i7) gilt staby(0) = D(F,),
und wie oben verschwindet keines der Elemente von {[z}y : = € Ry} U H}. Es
bleibt [y]§ im Fall d gerade zu untersuchen.
Mit Hilfe der Charaktertafeln von G(n) berechnet man
G = { %Til +6(u, D(F,)) + 6(u, C(F,)) falls d gerade ist
i d(u, D(Fy)) sonst.

Da fiir d gerade aber #(Rg) = q2 -4 gilt, ist [y]§ # O genau dann, wenn plc,) =
1 ist. =
Fiir z € P'(A/n) sei n;(z) das Element der Bahn I'; - z, das in dem Vertreter-

system R; liegt, wie im Beweis der letzten Proposition definiert. Wir definieren
¢i(z) durch die Gleichung

[z} = cilz) - ()]}

Die in der Proposition beschriebenen Basen werden durch den Ubergang [z]! —
hi mit
RBL = hi, = {guvi — g [z}}
zu Basen von Hp, (VX) transformiert.
Als néchsten Schritt bestimmen wir jetzt die Nachbarschaftsrelationen zwi-
schen den A, die ja die Knoten des Berechnungsgraphen Y,, darstellen. Formal
setzen wir dabei 200 + b = oo fiir a,d € Fy,b € A/n.

Proposition 5.2.3. Sei y ein Charakter von B(A/n), n irreduzibel vom Grad
d > 1 und ¢ # 2. Dann gilt:

; i 1 i+l - :
(1) Ap,hy = th+1[3’1‘+hr:+;(x) fir2<i<d-1,
Ber;
g-hy !+ gt

il

(i) Aphg und A, ht, =q Wb+ R firi>d,

Pu'"00
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(@) Aphy = Y colz+ BTVRbwrsry + By
BEF,

Phaiey + O #3(@ + Ber((x + 8) 7kl
BeF,
(v) Aphy = gq-hy+h.

(iv)  Ap,h

i

(@+8)-1) fiir x # 00,0,

Beweis. Der Operator 4, := A,, geniigt der Gleichung

D> Ry,

(y1,¥2)€EX

Aghz () =

Somit lebt die Funktion Ayhl nur auf Knoten vom Typ ¢ — 1 und i + 1. Wir be-
nutzen im Beweis die Beschreibung der Nachbarschaftsbeziehung in 7" aus Lem-
ma 4.1.5.

(6) Es ist Aphi(yoi) = Hi(vin) = ofalt = Xyl + BT, was die Zer-
= {UsTa 1(0 1 ) widerspiegelt. Analog erhilt man A hi(yviyy) =
ylz]f,,. Ist z in (4/n)* und ist z normiert, so hat = eventuell eine kleinere Hohe
als ¢ + 2, und ware damit kein Vertreter in R;;;. In diesem Fall wird die Anpas-
sung auf den Vertreter n;;;(z) durch eine Matrix der Formx (“F ) bewirkt,

0
was ¢;41(z) = 1 bedeutet. Dies ergibt die behauptete Formel.

(#7) Fiir © > d — 1 ist nach Proposition 5.2.2 das Vertretersystem R; von der
Form

legung I';

R; = {0,00}.
Wir kdnnen p|pw,) = 1 annehmen, da sonst dim H,(f) = ( ist. Die Formel folgt
dann analog zu (7).

(#42) Der zweite Summand ergibt sich genauso wie in (i). Betrachte nun die
Gleichung

aptiow) =alalt + Yo § )lalt = e+ o7k

e€F, BEF,

die die Bruhat-Zerlegung und ') = Uﬁ Fm((l,ﬂlT

) widerspiegelt. Die Elemente
[z + ST} sind dann noch mittels

Ino(z + BT)]§ = colz + BT)[x + BT

an das Vertretersystem Ry anzupassen.
(iv) Fir z € (A/n)* erhalten wir die Gleichung

2 = [alty + Y pslz + B)(x +8) Y+ D [oolhn-

BEFq BEFq
-z B=-1
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Wegen der Voraussetzung = ¢ F, tritt der letzte Summand nicht auf und wir
erhalten die behauptete Formel, indem wir noch die Anpassung an das Vertre-
tersystem R, vornehmen.

(v) Im Fall x = 0 kénnen wir |p,) = 1 annehmen, da sonst A3 = 0 ist. Die
Formel ergibt sich dann wie in (iv) durch

(005 = [Oley + Y [0+ 8) 76 + D [oolty = - {0Jf, + oty

]

Bemerkung 5.2.4. Hitten wir in (5.2) [z]! auf den Wert von z unter der
natiirlichen Projektion V,, — V[t gesetzt, so ergibe sich im Fall (i) dieser Pro-
position die Relation

| . )
i . -1 L pitl
Aol =4 PRRONE T R AR
BEF,
Dies entspricht aber sicher nicht dem Nachbarschaftsoperator eines Graphen.

Zur Berechnung von L(X*, ©*, p,;u) baw. der Determinante des entsprechen-
den Operators A,(u) muf man noch @, kennen. Es ist aber einfach

i J@-1DhL fallsi=k,
@ohz = { qhi sonst.

Satz 5.2.5. Sei p ein Charakter von B(A/n), der trivial ist auf Z(F,), n ir-
reduzibel vom Grad d > 1 und ¢® # 2. Sei weiter p = pu die entsprechende
Darstellung von G(n) und k > 1. Ist der Graph X*(n) zusammenhingend, so
ist der gewichtete Graph (XE(n),4) ein Berechnungsgraph fiir L(X*, &, puiu) 7Y,
wobei die Kanten vom Typ 0 mit Ausdricken in p versehen sind; in Abhdngig-
keit von der Wahl von p1 werden dabei einge Knoten des Graphen enifernt (siche
Proposition 5.2.2). Insbesondere ist

L(X,0,pa1)u) = L(X, ©9(n), 1; u) = Zixy(n)i (u)-
Beweis. Sieht man in Proposition 5.2.3 von den Normierungen ab, so erhilt man
Akl = R+ R

wobei ¢ durch ein Vertretersystem von T';_j\I';, bzw. von Ty \['; lduft, der Fall
(72) ist nur ein extra formulierter Spezialfall. Ebenso ergibt sich

Ag =)k,
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mit o € /Ty und dem Spezialfall (v). Dabei ist oz die Operation von T
auf P!(A/n). Dies entspricht den (gewichteten) Nachbarschaftsbeziehungen von
To(n). Der Index i(e) einer Kante in T5(n) deren Anfangspunkt dy(e) den Typ ¢
hat, ist ja gerade #{c € I"'\I'; | oz € I"z}.

Im Fall u4 # (1,1) kommen nur auf Niveau 01 Charakterwerte hinzu, die an
die Kante geheftet werden. Da [z]% null werden kann fiir p # (1,1), werden die
entsprechenden Knoten geloscht. 0O

Mit Hilfe von Proposition 5.2.3 kénnen wir nun einfach L(X, 0, p,;u) be-
stimmen. Als ein Faktor von Zxs)(u) taucht diese L-Funktion mit Vielfachheit
deg (p) auf, falls p irreduzibel ist. Wenn p,, zerlegbar ist, muf man also noch die
genaue Zerlegung betrachten und die Faktoren der irreduziblen Komponenten
getrennt berechnen. Nach Proposition 4.3.2 und 4.3.3 tritt Zerlegbarkeit nur auf
in den Fallen:

® pu, ) zerfillt in die eindimensionale Darstellung p; o det und in die mit
w verschrinkte spezielle Darstellung p,,). (Wegen plzr,) = 1 ist dabei
2
Hi=1)

o Ist p, der quadratische Charakter, ¢ ungerade und d gerade, so zerfillt
Plu ) in zwei Komponenten gleichen Grades.

Im zweiten Fall braucht man die Einzelfaktoren also nicht zu berechnen, wenn
man nur an Zy(,y(u) interessiert ist, da die Grade der Komponenten dieselben
sind.

Die L-Funktionen, die zu den eindimensionalen Darstellungen gehdren, lassen
sich einfach berechnen. Ist u?=1 und p # 1, so folgt aus den Charaktertafeln von
G(n), da dim V(EZ,I) = 0 und die L-Funktion deswegen trivial ist. Fiir den Fall

Proposition 5.2.6. Sei k > 1. Dann ist

—(g - 1)q¢*u* + ¢*u® ~ 1

k ok -1 _
L(X* 0% 1L,u ' = =1

(Der Zéhler ist durch qu® — 1 teilbar.)

Beweis. Es bezeichne A*(u) den (gewichteten) Laplace-Operator von X*(1). Nach
Lemma 6.1.7 ist fir k£ > 1

241 —(g+1)u
det(A¥(u)) = Fi - det (qtqu (i@i_ ) )
k=1

mit Fy = 1 und ’
gEr D gFuR D 2 — 1

Fy =
k qu? —1
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fir k > 1. Da det(A*(u)) durch (1 — u?) teilbar ist folgt daraus

det(A*(w))
(1-u?)

(¢ = D)g*u®* +¢*u® — 1
qu? —1 ’

Beim Ubergang von der Determinante des Laplace-Operators zur L-Funktion ist
aber eben durch (1 — u?) zu teilen, da das Geschlecht von O\ X* null ist. ]

Beispiel 5.2.7. Seig=2und n = T? + T + 1. Der Graph To(n) hat die Gestalt

wobei die Pfeile fiir die Spitzen stehen und die Knoten von links nach rechts nach
Typen geordnet sind. Nach (4.4) entsprechen die Knoten vom Typ ¢ den Bahnen
der Operation von T; auf P!(A/n), analog gilt das fiir Kanten. Wir weisen nun
den Knoten und Kanten Vertreter dieser Bahnen zu.

Entsprechend der Proposition 5.2.2 wihlen wir als Vertretersysteme der Ope-
ration der T'; auf P!(A/n)

Ry {0, T} «— {3, 26}
R, {0c,0,T?} +— {22, 24,27}
Ry = {00,0} ¢ {z1, 25}

Die Kanten vom Typ 1 entsprechen den Bahnen von I'y, als Vertreter wihlen
wir dieselben Vertreter wie bei den Knoten vom Typ 1. Die Kanten vom Typ 0
entsprechen von oben nach unten dem Vertretersystem Ry, der Operation von
Tot,
RO[ = {OO, 0, T, ,TQ,T‘2 + T}

Dabei ist in (4/n)* eben 77! = T? + 1. Die beiden Kanten zwischen zg und z7
werden durch 7% udn T? + T parametrisiert.

Da d = 3 ungerade ist und D(F;) = {1} ist, miissen wir bei der Berechnung
von det(A(,, ) jeweils alle Knoten des Graphen Xo(n) beriicksichtigen.

Nach Proposition 5.2.3 gelten fiir 4, := A,, die Regeln

Ayhl, = RS+ R, AL =2-h,
ALhl B+ hl,, Auhy = R34+ Y, and Auhg =2 hg+ hy,

1l
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unabhingig von u. Es bleiben also die Ausdriicke

AR
Auhbs

I

hy + (u3(T) + us(T + 1)) - hgas
(co(T?) + co(T* 4+ T)) - Y + h?

I

zu bestimmen.
Wir setzen a = (ua(T) + pa(T + 1)) und b := (co(T?) + co(T? + T)). Damit
erhélt man
det(Ap, un(u)) = 320 + (40 — 8ab)u'? + (—4a — 4b — 8ab + 28)ut?
+ (—4ab — 2a + 14 — 2b)u® + (6 — 2ab — b — a)u®

+(4—a—-b—abu'+(—ab+ 3y’ +1. (5.3)
In unserem Fall ist
p3(z) = pi(=1)pa(x) = p2(2) (5.4)
und
co(T?) = pz (1), co(T* +T) = p3 (T +1). (5.5)

Neben der Darstellung p(1y gibt es noch drei weitere paarweise indquivalente
Darstellungen p(,, ,,)- Dabei sind zwei Darstellungen p(, ) und pg ) genau
dann dquivalent, wenn
(1, p2) = (i, i) oder  (ph, py) = (plpaziey), 137)

erfiillt ist. Die zweite Bedingung reduziert sich in diesem Fall zu p; = s

Mit Hilfe einer primitiven 7-ten Einheitswurzel o kénnen wir alle Charakter-
werte bestimmen, die wir fiir a und b einzusetzen haben. Wir setzen p(T) =
a, pp(T) = o, und py(T) = o®; diese drei Charaktere sind paarweise nicht in-
vers zueinander und jeder andere neue Charakter [y von Fy ist zu einem dieser

Charaktere invers. Wir ermitteln via Gleichung (5.4) und (5.5) die Werte fiir a
und b und erhalten

l f2 1 W |
)l ata® |2+ o® | at+ad
blab+a?|a®+at|ab+at

Setzen wir diese Werte in (5.3) ein und multiplizieren die resultierenden Deter-
minanten miteinander, so ergibt sich das Polynom

3976842 + 81920u*° + 116736u® + 1254400 + 110080u™ + 881921
1673280 + 49344u® + 34144u + 21792u® + 130120 + 7388u™ + 4041u'®
+9135u'® + 1067u™ + 492u’ + 211u'® + 84u® + 33u® + 120 + 4’ +1,

das in der Zetafunktion mit der Vielfachheit deg (p(u, u)) = 2° + 1 =9 auftritt.
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Weiterhin ergibt sich

det(Aq,;y) = 32u’ + 32u'? + 12u'® + 6u® + 2u® + ' + 2u® + 1.

det(Broger) = (u¥ = 1) ((¢* ~ ¢*)u' + (¢° — g)u* — 1)
= (uw-1)-(4ut+2u2-1)

der trivialen Darstellung entspricht, erhalten wir als Faktor der Zetafunktion
8
(u? = 1)(dut +2u® - 1) - (8u8 + 6u® + dut + 2u% + 1) .

Das Beispiel wird im nichsten Abschnitt fortgesetzt.

5.3 Berechnungsgraphen zu supercuspidalen Darstellun-
gen

Im letzten Abschnitt haben wir die L-Funktionen L(X,®, p;u) studiert, die zu
Darstellungen p der Hauptserie gehéren. Wir fithren dasselbe Programm jetzt fiir
die supercuspidalen Darstellungen p, durch. Dazu greifen wir auf die Notationen
von Abschnitt 4.3 zuriick. Dabei war L die quadratische Korpererweiterung von
A/n, v ein unzerlegbarer Charakter von L*.

Wir erinnern daran, da wir p, g, = | oder dquivalent v, = 1 annehmen
kénnen, da die L-Funktionen ansonsten trivial sind (vgl. Proposition 4.3.4).

Zuerst bestimmen wir die Basen der Fixriume VI, die die Knoten der Be-
rechnungsgraphen Y, := Y, darstellen.

Die Darstellungsrdume V, wurden realisiert durch

V,: =V, ={f:(4/n)" = C}.
Die Operation von GLy(A/n) auf V, ist definiert durch

((8 Z)f> (z) = V(d)w(gz)f(gx)
und

(whz)= Y vy )ilzy)f(-y).

ye(A/n)*

b
(g g)fx = w(xa)fzg

wh =y vy il-wy)fy

ye(A/n)"

Dies fiihrt zu
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Wie in Abschnitt 4.3 bemerkt, 16t sich der additive Charakter 1 # 1 von 4/n
frei wihlen. Wir schrinken die Wahl weiter ein, indem wir annehmen, da8 ¥
trivial sei auf Elementen von A/n vom Grad kleiner als d — 1.

Wie im letzten Abschnitt definieren wir fiir z € (A/n)*

[z]y := Z 0 fs.

o€l
Proposition 5.3.1. Firl <i<d-—21st
{[z}! : = normiert,deg(z) <d— (i +1)}
eine Busis von V' Insbesondere ist fir i > d ~ 1 stets dim V[ = 0.
Beweis. Fiir 1 > 1 gilt
et = Y v e
adb

Nach der Wahl von ¥ ist also [z]¢ # 0 genau dann, wenn deg () < d — (i+1).
In diesem Fall ist v auf den entsprechenden Elementen trivial und es gilt

(2! = ¢ g - 1) D fea

deF,

Insbesondere ist [z)Y = [az]! fir @ € F}. Die angegebenen Elemente sind linear
unabhingig und erzeugen V).

Fiir 1 > d — 1 ist dim Vpr* = 0, da man iiber Elemente summiert, auf denen %
nichttrivial ist. a

Wir kénnen keine Basis von Vpr" in geschlossener Form angeben. Nichtsdesto-

trotz kann man die Relationen zwischen den Elementen hy € Hpi)(VX } ausrech-
nen, wobel wir wieder

By =R, = {yoi v [2))
definieren.

Proposition 5.3.2. Sei p:= p, eine supercuspidale Darstellung von G(n). Wir
erhalten als Relationen der bt € HYY (VX) < Hy(VX):

(1) AR g-RET RS fir1<i<d—l,
@) AR = hitg Y. vy ilyza)hy,

deg (y)<d-3 a€ly

y mormiert

85




Beweis. Wir gehen genauso vor wie im Beweis von Proposition 5.2.3. (1) Es ist
AR (yicy) = Re(v) = lall = (0= D Loer, Vfor = ¢ by (y0in). Falls
i > 1, wird die behauptete Relation durch die Gleichung

i 1 ﬁTi+1 v v
Aphy(Yoin) = Z (O 1 2]} = [z]in
BeF,
bewiesen. Im Fall ¢ = 1 benutzen wir die Gleichung

et + (5 o )lel

ecF,

i

Aphz(7yvo)

il

o (ol +- (5§ )ials ) =a-lel

eely

die die Bruhat-Zerlegung und I'; = Uﬁ Loy (éﬁlT) widerspiegelt.
(71) Einerseits ist

Ah2(7v1)=27(é ﬁf)[f]SﬂleZvTW(é i)fx=[xl¥+q-vl“1wfx.

BeF, e€F,y

Andererseits gilt

Twf = Y, vy )i(-y2)w(by)fu

ye(A/n)" ,a,db ¢

= ¢-1) > D vy i(-v2)

deg (y)<d-3 d

= > Y vy ilyza)lyli.
deg(y)<d-3 a
v normiert

Hier haben wir von der Voraussetzung v, = 1 Gebrauch gemacht. o

Das Element h9 in (1) muB nicht in der gewéhlten Basis von H, © vorkommen.

nU
In dem Fall sind bei der Berechnung der Determinanten des Laplace-Operators
die Koordinaten von h? in eben dieser Basis zu bestimmen.

Beispiel 5.3.3. Wir nehmen das Beispiel n =T+ T + 1, ¢ = 2 aus dem letz-
ten Abschnitt auf. Es sind die supercuspidalen Darstellungen der vier paarweise
indquivalenten Charaktere von

L¥.={re Ll :N(z) e F}}
zu betrachten. In diesem Fall gilt einfach
L@ ={zeL*:N(z) =1},
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was ja gerade die Menge der 9-ten Einheitswurzeln iiber F, ist. Mit Hilfe der
Charaktertafeln von G(n) (siehe Kapitel 4) berechnen wir
dmHO(VX)=1-6(r1") und dimHJ)(VX)=1,
wobei | := F, die quadratische Erweiterung von F; in L sei. Da I* C L gilt,
erfiillt genau einer der vier Charaktere die Bedingung &(v,1*) = 1. Dieser Cha-
rakter fiihrt zu dem Faktor
1+ 2u?,

da der Berechnungsgraph nur aus einem Punkt besteht und somit nur I + Qu?
zum Ergebnis beitrigt.

Fiir die anderen Charaktere bilden die Funktionen h? und h} eine Basis des
Vektorraumes H,(V X). Der Berechnungsgraph hat also die Form

Ky hi

Die Kanten des Graphen werden gemif8 der Vorgaben aus Proposition 5.3.2 in-
diziert. Fiir die Kante (h?, h}) resultiert die Indizierung mit 1 +2- j(1), da 1 das
einzige normierte Polynom vom Grad 0 und Fy = {1} ist. Die Kante (hj, RY) wird
einfach mit ¢ = 2 indiziert. Daraus folgt

det(A,, () = (1 +2u?)? —2(25(1) + D,
Die Werte der j-Funktion an der Stelle 1 sind
4-j(1)=-a* -’ +a, —a'+a’—q, und o +a
fiir die drei Charaktere. Dabei ist « eine 9-te primitive Einheitswurzel in C. Das
Produkt dieser drei Faktoren ergibt das Polynom
64u'? + 96u'® + 84u® + 49u° + 21u’ + 6u® + 1.

Die Vielfachheiten aller Faktoren der supercuspidalen Darstellungen in Zx(n)(u)
istgd—1="17.

5.4 Explizite Formeln und Anwendungen

Als eine Anwendung der strukturellen Beschreibung der Berechungsgraphen be-
rechnen wir in diesem Abschnitt die Zetafunktion von X (n) fiir kleine n. Im Fall
deg (n) = 1 besteht der Graph X (n) nur aus einem Punkt und ist deswegen nicht
interessant. In diesem Abschnitt sei n € A immer ein irreduzibles Polynom vom
Grad 2.

Wir gewinnen aus den expliziten Formeln das Spektrum verschiedener Famili-
en von Graphen, die mit X (n) zusammenhingen und beweisen dadurch extremale
Eigenschaften dieser Graphen.
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Satz 5.4.1. Sein € A irreduzibel vom Grad 2. Dann ist
Zxm(w)™ = (1 - w29 XM - g(g - Du?)(g(g ~ Du' + qu? + 1)

A, P By
x(qu® + 1% ((glg — Du* = + 1)((g = D + 1))
mit Ay = U B W@ yng dem Geschiecht g(X(n)=(F+1)(? -
q- 2 0 Bt 2
g—1)+1.

Beweis. Zuerst berechnen wir die Faktoren von Zx ,(u), die von den Darstellun-

gen der Hauptserie herriihren.
Der Graph ['g(n)\T hat die Gestalt

I
T2

I3
Z4

Die Vertretersysteme fiir die Operation von I'; auf P!(A/n) (vgl. Beispiel 5.2.7
und 5.3.3) sind

Ry = {0,T} ¢— {z2,z4}
R = {00,0} +— {z1,23}

Die Kanten (z1,22) und (zs,z3) sind indiziert mit q, (z3,z4) mit ¢ — 1, (x4, z3)
mit ¢ + 1 und alle anderen mit 1, wie man aus Proposition 5.2.3 abliest. Die
Spitzen werden abgeschnitten. Fiir det(A,) = det(A,,) ergibt sich

H det(A,(u))

(1,1) (u® = 1)(q(g - 1)u* = 1)(q(q ~ N)u + qu* +1)
po # Ly =1 | qu?+1

2 # 1, pipry =1 | (glg = Nt —v® +1)((g — Du’ +1)

Ist p # (1,1), so kann p nicht gleichzeitig auf C(Fy) und D(F,) trivial sein, da
C(F,) und D(F,) die Untergruppe D(F,2) N G(n) erzeugen. Ist also p # (1,1)
trivial auf C(F,), so besteht der Berechnungsgraph nur aus dem Knoten x4. Ist
hingegen p # (1,1) trivial auf D(F,), so wird nur der Knoten x4 und die entspre-
chende Kante aus dem Graphen Xy(n) geléscht, um den Berechnungsgraphen zu
erhalten.

Die triviale Darstellung liefert den Faktor (u? — 1)(g(q — 1)u? — 1). Dies und
der Ausgleichsfaktor (1 —u?)9~! zwischen det(A(w)) und der Zetafunktion (siehe
Satz 2.2.7) ergibt den Faktor

(1 =1 - q(g — D)u?).
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Das Geschlecht haben wir in Proposition 1.5.7 ausgerechnet. Es bleiben also die
Vielfachheiten A, und B, zu berechnen. Die Gleichung Mo,y = 1 impliziert

@=— -
Ho(B) = —— =

mla@)  p(N(a))
und py ist bestimmt schon durch p;. Wegen up # 1 und der Surjektivitit der
Norm erhalten wir ¢ — 2 Darstellungen dieser Art. Ist ¢ ungerade, so ist der
quadratische Charakter getrennt zu be?andeln‘ Dem quadratischen Charakter
entspricht eine Darstellung vom Grad -‘ITﬂ, vgl. Proposition 4.3.3. Jede der an-
deren Darstellungen ist wegen (4.7) fquivalent zu genau einer der iibrigen. Dies
ergibt

- gi?ﬁ + (g2 1) = E—%"—Zﬂ, falls ¢ ungerade
’ (g - 2)H, falls ¢ gerade.

Die Gleichung HiD(@F,) = 1 ist dquivalent zu y; = 1 und oy, = 1. Fir pg #1

gibt es 92—__1—1 — 1 = g Darstellungen dieses Typs. Mit demselben Argument wie im
letzten lgall erhalten wir

(g*+1)

B = 92_2+_1 + el 1) = ﬂi;iz, falls ¢ ungerade
! ==, falls ¢ gerade.

Man rechnet leicht nach, dal das Produkt aller bisher bestimmten Faktoren
(mit ihren Vielfachheiten) bereits die Zetafunktion ergibt. Die Anzahl der Kanten
von X (n) ist hier nimlich gerade

1
(2q+1)(q2+1)=5-(4+4q2+2~Aq+6~Bq),

vgl. Proposition 4.2.3. Die Faktoren, die von den supercuspidalen Darstellungen
herriihren, sind insbesondere alle trivial. O

Wenden wir Korollar 2.2.9 an, so erhalten wir

Korollar 5.4.2. Sein € A irreduzibel vom Grad 2. Die Anzahl der spannenden
Biume von X (n) ist dann

(g + 1)1 g +1)%(g%(g — 1))%.
]

Der Graph X(n) ist nicht regulir, so daB wir nicht einfach (2.9) anwenden
kénnen, um das Spektrum von X (n) zu bestimmen. Wir verwenden Techniken
von Hashimoto (siche [H1, pp. 228]), das Spektrum von X (n) und assoziierter
Graphen zu bestimmen.
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Sei Y ein kombinatorischer, bipartiter und endlicher Graph mit der Partition
VY = Vy(Y) U Vi(Y). Es bezeichnen n; := #V(Y) die Kardinalitéiten der Kno-
tenmengen, ohne Einschrankung mit n; > ny. Wir nehmen weiterhin an, da Y
(go+1, g1 +1)-semiregular ist, nach Definition also alle Knoten in Vi(Y) den Grad
g +1,1=0,1 haben.

Wir definieren die Graphen Y i =0,1 durch

vYE = Vi(Y),
EY® := {reduzierte Wege der Lange 2 in Y mit Anfangspunkt in Vi(Y)}.

Eine Kante ist also von der Form (e, e;) mit 8;(e1) = Op(e2) und €] # e;. Die
Inversion der Kanten und die Randabbildungen seien durch {e;, e2) := (&2,€:),
B(ey, ea) := Ooler) und 8i(e, e2) := 01 (ea) gegeben.

Die Graphen Y% bzw. Y1 sind regulsr vom Grad ¢(go + 1) bzw. go(q1 + 1).
Das Spektrum von Y hat die Form

Spec(Y) = {£A1,..., £, 0,...,0},
ni—ng
mit A > Ao > ... > Ay, > 0, wobei die Vielfachheiten mitgezahlt werden. Eine
kurze Rechnung zeigt dann
Spec(Y) = (X = (go+1),..., 2% — (@+1)} (5.6)
Spec(Y') M= (@ +1),.. A — @+ ), =+ 1), —(@ + DIET)

~
n1—ng

Den Zusammenhang von Zy (u) und den Spektren liefert mit den eingefiihrten
Bezeichnungen

Satz 5.4.3. [H1, Th. III] Sei Y ein endlicher, bipartiter (g0, q1)-semireguldrer
Graph, der kombinatorisch und zusammenhdngend ist. Dann gilt

no
Zy(u)—l - (1 _ u?)g()')-l(l +q1u2)m—no % H{l _ (/\? —qo— (h)uz + QOQIU4}~
Jj=1
Der Graph X (n) ist nach Proposition 4.2.3 kombinatorisch und bipartit mit
der Knotenpartition V(X (n)) = Vo(X(n)) U V1(X(n)), wobei die Elemente von
Vi(X (n)) gerade die Knoten vom Typ i sind. X (n) ist zudem (g+1, ¢)-semireguldr.
Es sei A der Nachbarschaftsoperator von X (n) und A® der von X (n). Mit Hilfe
von Satz 5.4.3 und der Formel fiir Zx(n)(u) konnen wir das Spektrum von A?
bestimmen:

Vielfachheit | Faktor von Zyn)(u) | Eigenwert A? von A?

1 1T =u)(1—qlg- Du?) ¢ +q

¢ glg — Dt +qu? +1 g—1

B, glg —Du —uv? + 1 2q

Aq ((g — Du?+1)(qu2+1) 0
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Damit ergeben sich als Spektren von X (n)% und X (n)M:

Vielfachheit | Eigenwert von A% | Eigenwert von Al

1 ¢ —1 ¢
q° -2 -1
B, g—1 q
Aq —(g+1) —q
n —nyg -q

Hierbei ist A; = 0 fiir ¢ = 2 zu beachten. Aus den Tabellen erhalten wir nun

Korollar 5.4.4. Sein € A irreduzibel vom Grad 2. Dann sind (fir jedes q) die
Graphen X (n)% und X (n) Ramanujan-Graphen. ]

Die Situation deg (n) = 2 ist in gewisser Hinsicht extremal. Das letzte Resul-
tat 1a8t sich zum Beispiel nicht einfach auf hohere Grade verallgemeinern, vgl.
Proposition 5.4.7.

Als letzte Anwendung der expliziten Formeln fiir Zx(,)(u) studieren wir die Ex-
pansionseigenschaften (vgl. Abschnitt 1.3) von X (n). Sei Y wieder ein beliebi-
ger endlicher, kombinatorischer und bipartiter Graph mit der Partition VY =
Vo(Y) U Vi (Y), nicht notwendigerweise semireguldr. Wir setzen 6 := ng/n; < 1.
Definition 5.4.5. Ein solcher Graph Y heifit (ny, 8,7, o)-beschrinkter Konzen-
trator, falls % - #EY < r-n; ist und fir jede Untermenge S C Vi(Y) mit
#S < a#Vi(Y) fiir die Menge der Nachbarn #N(S) > #5 gilt.

In [Mol] wird bewiesen, daBl X'(n) ein (n,, &0 g:—;)-beschrénkter Konzen-
trator ist fiir n beliebig, ¢ > 5,deg(n) > 2 mit der Inputmenge V;(X(n)) und
der Outputmenge V5(X(n)). In der Situation deg (n) = 2 ist X(n) = X'(n) und
die genaue Kenntnis des Spektrums fithrt zu schirferen Konstanten.

Korollar 5.4.6. Sein € A irreduzibel vom Grad 2 und ¢ > 3, dann ist X (n) ein
(1, ;’;—U q, %:—f)-beschrdnkter Konzentrator.

Beweis. Sei M = (myj)icv, jev, die Matrix mit den Eintrégen

_ [ 1 falls der Knoten i € V1(X(n)) benachbart ist mit j € Vo(X (n))

myy
! 0 sonst.

Die Matrix M M?! ist symmetrisch und positiv semidefinit mit den Eigenwerten
A1 > ... > An, > 0. Nach Definition gilt gerade
MM' = AW 4 (g +1)T = AV + gl

Sei nun S C Vi(X(n)) mit #S < a- #Vi(X(n)). Die Expansionsformel von
Tanner [Ta, Thm. 2.1] (vgl. auch [Ch}) fihrt zu
#N(S) ¢ _ 7
#S5 Talglg+tl)-X)+h  aglo—1)+2¢
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da der zweite Eigenwert A, von Al 4 ¢J nach den Tafeln oben gerade 2g ist.
Demnach ist X (n) ein Konzentrator, der durch die behaupteten Konstanten be-
schrankt wird, falls ,
-7
aq(g—1)+2q¢ ~
gilt. Dies ist aber zu "
o< L -2 _g9-2
Talg-1) g¢-1
dquivalent. )
Fir Anwendungen in der Kombinatorik sind Familien von Konzentratoren
derselben Regularitdt von Interesse. Es stellt sich also die Frage, inwieweit sich die
Ergebnisse fiir X (n) = X!(n), deg (n) = 2 auf X'(n) fiir allgemeines n iibertragen
lassen. Die Graphen X!(n) sind nach Proposition 4.2.9 zumindest fiir ¢ > 4
oder ¢ = 3 und n irreduzibel zusammenhangend. Wir folgen dem Beweis von
Korollar 5.4.6: Es sei M M! die Matrix, die analog zu X*(n) gebildet werde mit
den Eigenwerten A\j(n) > ... > A, (n) > 0 und n; = #Vi(X*(n)). Da wieder die
Gleichung
MMt =AY 4 (g + 1) = AW + gf

gilt mit Al = AL st

{/\l—q’”-a)‘n]_Q}

das Spektrum von (X!(n))!4. Wegen (5.6) und (5.7) ist das Spektrum von (X*(n))9
dann durch
{/\1 _(Q+1)7"'1)\n0 "(q+1)}

gegeben. Ist Y ein endlicher Graph, so bezeichnet A(Y") den betragsmiflig zweit-
grofiten Eigenwert von Y. Es folgt also

Ji

M) = A (X )") = max{xa(n) - ¢,q)

fofn) = A (X)) = max{a(r) - g, 1Ans — (g + L)}

I

Nach Satz 1.3.7 liegen die kleinsten moglichen Haufungspunkte fiir A;(n) bei
2y/q% = 1 bzw. 2/¢? — 2. Ist Ay, — (g + 1) > 0, so gilt auf jeden Fall Ag(n) =

Ao(n) = (g+1). Ist Ay, — (g + 1) < 0, 80 ist Ay, — (g + 1)| < g+ 1 kleiner als
21/q%* — 1. Ebenso ist g kleiner als 21/¢% — 2. Somit ist
Ai(n) = Xo(n) — (@ + 1)

fiir fast alle n € A, wobei g = ¢,q; =g — 1 ist.
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Insbesondere impliziert das

v

limex;qnfx\g(n) -(g+1) 2v/q* -2

imi —q > 2 _
llg}:_;nf/\g(n) q 2v/¢® - 1.

Wegen
27 —2+9+1>2\/¢° -1+¢

ist die erste der beiden Ungleichungen schérfer als die zweite. Damit ist auf jeden

Fall
limegnf/\g(n) —q>2/¢ -1 (5.8)
n
und wir haben bewiesen:

Proposition 5.4.7. Die Graphen X'(n)Y kénnen fir jedes ¢ nur fir endlich
viele n Ramanujan- Graphen sein. O

Beispiel 5.4.8. Sei wieder ¢ = 2 und n = T® + T + 1. Der Graph X'(n) ist

zusammenhidngend. Nach Lemma 4.2.8 ist dann X! c X1(n) eine Uberlage-
rung und wir kénnen die Zetafunktion Zy:(n)(u) auf dieselbe Art berechnen wie
Zx(ny(u), nur daf in den Berechnungsgraphen der entsprechenden L-Funktionen
die Knoten vom Typ 2 geléscht werden. Analog zu Beispiel 5.2.7 und 5.3.3 ergibt
sich so

Zximy(w)™ = (1-uH)BQ+u)2(1 - 2u?)
x (64u* — 64u® + 64u® — 40u'® + 4006 — 2201 +
+17u' — 110! + 100® - 5uf + 4u? — 20> +1)°
x(2ut 4+ 1)3(8u™ + 120! + 120 + 9u® + 6u* + 3u® +1)7.
Mit Hilfe von Satz 5.4.3 kb6nnen wir dann wieder das Spektrum von X!(n) und
entsprechend von (X(n))l% und (X!(n))!!! zumindest approximativ bestimmen.

Es stellt sich heraus, da$§ (X*(n)) wieder ein Ramanujan-Graph ist, (X ()1
hingegen nicht.

Aus (5.8) folgt, daB wir als bestmdgliche obere Schranke fiir A\y(n) nur

Aan) €2V/¢2—2+¢+1

fiir deg {(n) — oo erhalten kénnen. Dies setzte aber schon den besten Fall voraus,
daBl (X‘(n))[ol ein Ramanujan-Graph wire fiir alle n € A. Nehmen wir dies einmal
an. Wie im Beweis von Korollar 5.4.6 liefert die Schranke fiir \5(n) die Expansion

#N(S) | ¢ _ (5.9)
#S T ol -2/ -2-1) 42/ —2+q+1
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Weiter ist X'(n) dann ein (n, e %@)—b%chrénkter Konzen-
trator. Beschrinkte Konzentratoren mit Expansionskonstante a > % sind ein
wichtiger Baustein fiir andere extremale Graphen wie Super-Konzentratoren (fiir
eine Definition und Konstruktion verweisen wir auf [Lu]). Die fiir Anwendungen
interessanstesten Fille ¢ = 3 oder 4 ergeben aber in der Abschitzung (5.9) Ex-
pansionskonstanten < % Die Expansionsformel von Tanner ist also zu schwach,
um eine gute Expansion der Graphen X!(n) im allgemeinen nachzuweisen, selbst
wenn man eine scharfe Abschatzung fiir A\;(n) hat.
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6 Zetafunktionen der vollen Hauptkongruenz-
graphen

Im letzten Kapitel wollen wir auf die Zetafunktion der vollen (gewichteten) arith-
metischen Graphen (I'\7,%) eingehen, die in Abschnitt 4.1 beschrieben wurden.
Zuerst verallgemeinern wir grundlegende Aussagen iiber die Zetafunktion auf
diese unendlichen Graphen. Im zweiten Abschnitt untersuchen wir dann Haupt-
kongruenzgraphen niher. Das Kapitel endet mit einer Beobachtung iiber Zeta-
funktionen der (gewichteten) Hecke-Graphen 75(7™) und iiber die Riemannsche
Vermutung, der alle unsere Beispiele geniigen.

6.1 Grundlegende Eigenschaften

Seil' CT' = GLy(A) eine Untergruppe vom endlichen Index und T der Bruhat-
Tits-Baum. Des weiteren bezeichne p wieder eine endlichdimensionale, unitire
Darstellung von . Die L-Funktion L(T,IN“,p; u) ist definiert, falls die Menge
Ciedn(f\\T) der geschlossenen, stark reduzierten, S-normalisierten und normier-
ten Wege der Lange [ des Graphen von Gruppen F\\T endlich ist fiir alle [ > 1.

Proposition 6.1.1.~Sei ICcr= GL,(A) eine Untergruppe vom endlichen In-
dez. Dann ist Cl,,,(T\\T) fiir jedes | > 1 eine endliche Menge.

Beweis. Sei [ > 1 gegeben. Es reicht zu zeigen, dafl es in f\\’T nur endlich viele
geschlossene, stark reduzierte Wege W der Linge [ gibt. Wege dieser Art mit
dem Anfangspunkt in dem endlichen Teil des Graphen I'\7, der dem Graphen
von Gruppe f\\T zugrundeliegt, gibt es nur endlich viele, da die Operation von
T auf 7" diskret ist.

Es reicht nun zu zeigen, dafl jeder geschlossene, stark reduzierte Weg (c, 1)
in f\\’f Knoten enthilt, die im endlichen Teil des Graphen I'\7 liegen. Ange-
nommen {c, 1) = ((e, ..., e), (Ko, - .., m)) sei ein geschlossener, stark reduzierter
Weg der Lange [, der nur auf den Spitzen von f‘\T lebt. Dann ist nach Defini-
tion (c, 1) o (c, u) ein reduzierter Weg der Linge 2/ und es gibt eine Kante ¢;,
1 < i < 21, so daB8 &;(e;) minimalen Typ hat. Demnach ist e;4; = &. Da die
Kanten aber auf den Spitzen liegen, ist die Knotengruppe, die zu 0, (e;) gehort,
gleich der Kantengruppe zu e;;. Insbesondere ist der Weg (c, ) o (¢, p) nicht
reduziert. Widerspruch. |
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In Kapitel 3 hatten wir

~ 1
L(T, T, p; ’LL) = exp Z @trj(d) p((d, T))ul(d‘
(d,7)ECredn. (T\T)

definiert. Der Zusammenhang mit den L-Funktionen der endlichen Teilgraphen
von T'\T, wie sie im Kapitel 5 fiir den Fall der endlichen Hauptkongruenzgra-
phen niher untersucht worden sind, ist einfach: Es bezeichne T* wieder den
Untergraphen von 7T, der von allen Knoten vom Typ < k erzeugt wird, X* die
Zusammenhangskomponente des Knoten vy in 7% und ©* die Untergruppe von
I, die von I'; und T, erzeugt wird. Wir setzen noch

6t :=0+nT.
Aus Lemma 4.2.6 folgt dann, daf§ ©* die maximale Untergruppe von r ist, die
auf X* operiert. Zudem hat man die natiirlichen Einbettungen
O y B+
und _ B
credn(ek\\Xk) — Credn(@k—i-l\\)(k-'-‘)-

Es gilt damit _ N
U Credn (ek\\Xk) = Credn (F\\'T)

k>1

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

Satz 6.1.2. Es st
L(T,T, p;u) = lim L(X*,&* p;u)
k—o0
im Sinne der formalen Konvergenz formaler Potenzreihen.

Beweis. Es sei 7 € N eine Zah!l wie in Proposition 4.1.7, so daf der von den
Knoten vom Typ > r induzierte Untergraph von I'\T nur noch aus disjunk-
ten Halbgeraden, also gerade den Spitzen besteht. Fiir & > r haben alle Wege
(¢, 1) € Crean(OF\\X*), die neu zu der Menge {J; . Crean(67\\X?) hinzukom-
men, die Linge > k —r. Fir k > r + n stimmen die ersten n Koeffizienten
von L(X*, 6k, p:u) und L(T,T, p;u) iiberein. Insbesondere konvergiert die Folge
(L(X*, 8k, p; u)), formal gegen L(T, T, p;u). )
Aus Satz 3.5.3 folgt dann direkt

Korollar 6.1.3. Sei I C T' eine Untergruppe von endlichem Indez und g eine
endlichdimensionale, unitire Darstellung von T'. Dann ist

L(T,T,pl;u) = L(T,T, indlE.p'; ).
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Ist T dazuhin normal in T, so gilt

Zgvaw) = LT T 5w = [T LT T pw™®.

per/T

Die L-Funktionen der allgemeinen arithmetischen Graphen lassen sich theore-
tisch als Grenzwerte iiber die Determinanten der Laplace-Operatoren bzw. der
Nachbarschaftsoperatoren T, berechnen. Fiir Zetafunktionen werden wir genaue-
re Aussagen machen. Die Resultate lassen sich zumindest auf die L-Funktionen
L(T,T, p;u) mit Darstellungen p iibertragen, die iiber ['(n), n irreduzibel, fakto-
risieren. _

Fiir die gewichteten Graphen (I'\T,¢) ist der Begriff der Spitze genauer zu
fassen.

Definition 6.1.4. Ein Untergraph von (f‘\T, i) der Form

(Z,1) -

heiBt Spitze des (gewichteten) Graphen (f‘\’l',i), wenn die Kanten (w;, wit1), ¢ =
0 mit 1 und die Kanten (w41, w;), w; > 0 mit ¢ gewichtet sind.

Aus der Defintion folgt insbesondere, daf§ die Knoten wy,ws, w3, ... genau
zwei Nachbarn in (T\7, ) besitzen.

Die Spitzen der gewichteten Graphen sind, wenn man die Gewichte der Kanten
vergift, spezielle Vertreter der Enden der ungewichteten Graphen T'\T.

Der gewichtete Graph (IN“\T, i) ist die Vereinigung eines gewichteten endli-
chen Graphen (Y, 1) und endlich vieler Spitzen (2y,1),...,(Z., 1), vgl. Propositi-
on 4.1.7. Die Anfangspunkte der Spitzen seien vy,..., v € VY, mit v; # v; fiir
i # j. Diese Darstellung ist nicht eindeutig. Im Fall von ' = ['(n),deg(n) > 2
kann man als Anfangspunkte genau die Knoten vom Typ deg (n)—1 wihlen, aber
natiirlich auch Knoten groferen Typs; vgl. auch Beispiel 6.1.10.

Beispiel 6.1.5. Fiir [ = I’ = GLy(F,[T]) erhlt man nach Proposition 4.1.4 den

Quotienten
€y €1 €2

° Py P

vg N Up V3

(Zur Erinnnerung: Es ist d{e;) = v;.) Die Kante € ist mit ¢ +1, die Kanten e; fiir
i > 1 mit 1 und die Kanten & fiir ¢ > 0 mit ¢ gewichtet. Der ganze (gewichtete)
Graph ist keine Spitze, da die Gewichte der geometrischen Kante {eo, €5} nicht
mit der Gewichtsbedingung in der Definition iibereinstimmen. Als Aufsatzpunkte
der Spitze sind aber alle Knoten v;, 7 > 1 wiahlbar.
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Wir definieren den Operator Q* := Q(‘Y’l) auf (Y, ¢) durch

Qv (@) = { OQW,:)(U) falls v # v, i=1,....c

sonst
und
AMu) = Ay (u) =T = Aypu + ny,,)ug.

Dieser Operator wird in [Ti] in einer symmetrisierten Form wesentlich benutzt.

Satz 6.1.6. Der Graph (f‘\T, i) sei die bis auf die Aufsatzpunkte der Spitzen dis-
junkte Vereinigung eines endlichen Graphen (Y, 1) mit Spitzen (Z,,1),...,(Z.,1).
Die Aufsatzpunkte vy,..., v, der Spitzen seien paarweise verschieden. Dann gilt

(1 _ u2)g—l+c

(1 —qu?)* P

Z(I:\T,i)(u)-l =

wobei g = g(f\T) das Geschlecht und ¢ = c(f\T) die Anzahl der Spitzen von
I\T bezeichnet und weiterhin

P = det Ay, (u)

e Polynom vom Grad < 2-#VY —c ist. Insbesondere hingt P = det(Afy;(u))
nicht von der Wahl der Aufsatzpunkte vy, ..., v, bzw. von der Wahl von (Y,1) ab.

Beweis. Nach Satz 6.1.2 ist
Zyry(u) = klggo Z e x5y ()
Da ©%\ X* ein endlicher Graph ist, folgt aus Satz 3.6.1

Z(ék\xkﬂ)(u)_l — (1 _ u?)g(ek\x")—l det A(ék\xk’i)(u):

da die Operatoren Ay, und A; zueinander transponiert sind, vgl. auch Bemer-
kung 3.3.2. Beziiglich der Standardbasis der charakteristischen Funktionen von
VY hat dieser Operator auf den Knoten der Spitzen von (I'\7, 1), dieden Typ < k
haben, eine ganz bestimmte Form: Nichttriviale Eintrage gibt es nur auf der Dia-
gonalen und den beiden Nebendiagonalen. Die Determinante det(A(ék\Xkyi)(u))
158t sich daher durch Entwicklung nach Zeilen und Spalten direkt in Verbindung
mit det(Afy;,(u)) bringen. Genauer beschreiben wir die Entwicklung in
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Lemma 6.1.7. Es sei A eine (nx n)-Matriz dber Cl[u]] mit Ay, =1+ qu?. Des
weiteren sei B\ die (n+71) x (n+ r)-Matriz der Form

A
—qu
—u| 1+ qu? —qu
B — —u 1+ qu2 —qu
—U :
—qu
—u 1+ qu? —qu

—u 1+ (g—1u?

Alle Eintrige auferhalb von A und der Diagonalen und den beiden Nebendiago-
nalen seien null. Dann ist

det B = F; - det(A™),

wobei die (n x n)-Matriz A") bis auf den den Eintrag (A, =
iberemnstimme und

Friy ;
7 it A

Fro=1+(g— Vel +(g—Dgu' +---+ (g - )¢ '™

sei. Weiterhin ist )
lim det(B") = ——
im det(B'”) = 1 3

T—00 —qu

det A7,

wobei die Eintrage der n x n-Matriz A* mit A bis auf den Eintrag (A" )an =1
dbereinstimmen.

Beweis. Man 15scht durch Zeilenoperationen sukkzessive die Eintrdge szll =
—qu in der oberen Nebendiagonalen von B{). Als Diagonaleintrige der dadurch
entstehenden Matrix B(") erhélt man

B<r)n+r,n+r = 1+ (q - l)u2 =F
T+(g- Dl +(g-Ngu* B

1+ (g — 1)u? TR

B(r)n+r—l,n+r—1

B(T)n,n =

Der untere rechte (r x r)-Block von B() ist dann eine Dreiecksmatrix, der obere
rechte Block ist null und wir erhalten

— F . ,
det(BM) = det(B") = Fy - —= -+ . -det AT = F, - det AT




Die zweite Aussage folgt aus

F, = 1+ +- +qu”) —d*(1+qu’ + -+ ¢ )
qr+lu2(1‘+1) -1 qruz,- -1
= — 2 )
qu® — 1 qu -1
und . \
lim F, = —2%_.
r—o0 1-— qu2

[m]

Wir fassen nun Af(u) := A ey xx) (1) als Matrix beziiglich der Standardba-
sis der charakteristischen Funktionen auf den Knoten auf. Dabei wéhlen wir eine
solche Aufzihlung der Basis, da8 alle Knoten einer fixierten Spitze die letzten Ba-
siselemente sind, im Typ aufsteigend geordnet. Die Matrix von Af(u) hat dann
die Form, wie sie im Lemma gefordert wird. Wir kénnen nun die Berechnung der
Determinanten auf den Fall zuriickfiihren, in dem alle Knoten der gewdhlten Spit-
ze geldscht sind und der Matrixeintrag des Aufpunktes der Spitze wie im Lemma
beschrieben auf 1 gesetzt wird. Besitzt der Graph eine zweite Spitze, so fiihren
wir Spalten- und Zeilenvertauschungen durch, so daf jetzt die Basiselemente, die
den Knoten der zweiten Spitze entsprechen, am Ende stehen, wieder aufsteigend
im Typ geordnet, und fiilhren dasselbe Programm wie fiir die erste Spitze durch.
Mehrfaches Anwenden des Lemmas ergibt den Satz.

Die Diagonaleintrage der Matrix zu Ay, (u) sind vom Grad 2 oder konstant in
den Aufsatzpunkten der Spitzen, die restlichen Eintrige sind 0 oder vom Grad 1.
Der Leitterm der Determinante ist daher hdchstens vom Grad 2- (#VY —¢)+c¢ =
2-#VY —c m]

Bemerkung 6.1.8. Aus diesem Satz folgt insbesondere, daf es fiir die Zetafunk-
tionen Z(f\"r,z)(u) keine Funktionalgleichung wie im endlichen Fall gibt, was durch
die Einsen in der Hauptdiagonale der Operatoren AZY,i)(u) verhindert wird.

Beispiel 6.1.9. Sei F=T-= GL,y(A), vgl. Beispiel 6.1.5. ¥ sei der von vy und
v; induzierte Untergraph und v; der Aufsatzpunkt der Spitze. Dann ist

2 —
det Afy;y(u) = det ( L+qu qu) =1-q¢%*°

—(¢g+Du 1

und a )
_ —q*u

Z i = )
o\ (W) T

da das Geschlecht null ist und der Graph eine Spitze besitzt.

Die Voraussetzung, dafl die Anfangspunkte der Spitzen verschieden sind, ist
keine Einschrinkung. Man wéhlt einfach die Nachbarknoten auf den jeweiligen
Spitzen als Anfangspunkte. Dies illustriert das nichste
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Beispiel 6.1.10. Sei [= I'(T) der Hauptkongruenzgraph zum Polynom T. Der
Graph T(T) hat g+ 1 Spitzen, die eigentlich alle am Knoten vy beginnen. Um der
Voraussetung zu geniigen, setzen wir die Anfangsknoten der Spitzen jeweils einen
Knoten weiter fest. Der Berechnungsgraph hat dadurch die Gestalt stern(vo) (im
Bild fiir ¢ = 2)

Vo,

die Matrix von A*(u) hat demnach die Form

14+qu? —u -u - -—u
—qu 1 0 -+ 0
—qu 0O 1 --- 0
—qu 0 --- 0 1

Durch Zeilenumformungen folgt daraus
det A*(u) =1~ ¢*ul.
Da das Geschlecht von I'(T)\7 null ist und der Graph g + 1 Spitzen besitzt, ist

(1 - u?)i(1 ~ ¢*?)

Zeayr ()™t = 1= qui)et

6.2 Hauptkongruenzgraphen

Wir wollen nun an Abschnitt 5.4 anschliefien und die Zetafunktionen Zr(n).(u)
fiir n irreduzibel vom Grad d = 2 berechnen. Zuerst verallgemeinern wir Satz 6.1.6.
Die supercuspidalen Darstellungen brauchen wir nicht zu behandeln, da die Kno-
ten vom Typ > d — 1 keinen Beitrag leisten.

Proposition 6.2.1. Sei n irreduzibel vom Grad d und p, eine supercuspidale
Darstellung von G(n). Dann ist

L(T»F: 12 u) = L(‘x’dulw ®d~17 Ps u)

Beweis. Es ist einfach zu sehen, daff dim V]¥ = dim HO(VX) = 0 ist fir ¢ >
d — 1 und eine supercuspidale Darstellung p, von G(n). Die Berechnungsgraphen
fiir A%(u) sind also gleich fiir alle k& > d — 1. Die Aussage folgt dann aus dem
Satz 6.1.2. 0
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Analog zum Operator Q" auf (Y',7) definieren wir ()} als Operator auf H,(V'X)
durch @37 () := (Q*(1))f () mit

«y_ Jq fallsdeg(v)=gq+1
Q@) = { 0 falls deg (v) = g.

Daraus ergibt sich fiir die Basiselemente hi € HY (VX)

i _J0 falls 2 = deg (n) — 1
@ = {qhiz sonst ’

da nur die Knoten von X vom Typ deg (n) — 1 die Wertigkeit g, alle anderen die
Wertigkeit q + 1 besitzen, vgl. die Bemerkung vor Satz 5.2.5. Weiter setzen wir

As(u) := I, — Ayu + Qu* € Endgy(H,o(X) ® Clu]).

Satz 6.2.2. Sei n ein irreduzibles Polynom vom Grad d, ¢* > 2 und p, eine
Darstellung von G(n), die von dem Charakter i von B(A/n) induziert sei. Dann
18t (1 3 u2)—xp+c,z

(1= qu?)*
Dabei sei x, = #H,o(X) — #H,1(X) und c, die Anzahl der Spitzen eines Be-
rechnungsgraphen von Ap(u).

L(T.T,puiu)™t = - det A% (u).

Beweis. Ist p = p(, uz) €ine Darstellung induziert von y = (p11, y2), so ist der Be-
rechnungsgraph 7o(n) mit einigen indizierten Kanten vom Typ 01, wobei even-
tuell endlich viele Knoten und die Spitzen, die durch 0 und oo parametrisiert
werden, geldscht sind. Wir konnen also auch in dieser Situation das Lemma 6.1.7
anwenden. O

Satz 6.2.3. Sein € A irreduzibel vom Grad 2. Dann ist
(1 — w?)o(T ) =L4e(T(m)
(1 - qu2)c(7’(n))

Zirmaw ™ = ~ ) (WP + 1)7 (qui + 1)% (1 — qu)Pe

mit Ay = u)—%@), B, = "—("22—“—), der Anzahl ¢(T (n)) = ﬂ%‘)_%"-) der Spitzen
von T(n) und dem Geschlecht g(T(n)) = (¢* +1)(¢* —¢—1) + 1.

Beweis. Wir benutzen dazu wieder die Zerlegung der Zetafunktion in die Fak-
toren L(T,T, p;1u)%9(%) wobei p eine irreduzible Darstellung der Gruppe G(n) =
T'/T(n) ist, die auf ' geliftet wird.

Nach Satz 5.4.1 und Proposition 6.2.1 ist

L{(T,T,p;u) = L(X',0", psu) =1
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fiir eine supercuspidale Darstellung p, von G(n). Wir kénnen uns also auf die
Berechnung der L-Funktionen, die zu Darstellungen der Hauptserie gehéren, be-
schrinken.

Sei p ein Charakter der Diagonalgruppe D(F,). Die Berechnungsgraphen der
Operatoren der entsprechenden L-Funktionen waren nach Satz 5.2.5 endliche
Teilgraphen des Hecke-Graphen 7g(n):

Iy
T2

X3
Iy

Nach Proposition 5.2.3 sind die Matrizen von A, (u), wenn der Typ gegen
unendlich geht, genau von der Form wie in Lemma 6.1.7 benétigt. Die Deter-
minante berechnet sich also im Grenzwert iiber die Determinante von A7 (u)
und die Ausgleichsfaktoren der Spitzen. Die Matrix des Operators A, (u) unter-
scheidet sich von der Matrix von A} (u) nur in den Diagonaleintrégen. Genauer
werden die Eintrige 1 + (¢ — 1)u? an den Knoten z; und z3 durch die Eintrége
1 ersetzt. Dadurch ergibt sich folgende Tabelle:

@ det(A(w))
(1,1) (W +1)(1 - ¢*u?)
p2 # 1o,y =1 g +1

pr# Lppey =1]1-qu?

Die triviale Darstellung liefert den Faktor 1—q?u? (siche Beispiel 6.1.9). Wegen
pay = 1® pg) ergibt dies den Faktor u? + 1 mit der Vielfacheit ¢* = deg py)-

Die restlichen Faktoren kann man direkt aus der Tabelle ablesen, die Viel-
fachheiten A, und B, werden berechnet wie in Satz 5.4.1.

Der Spitzenfaktor (5114;;‘% tritt mit der Vielfachheit

1+q2+2Bq:1+q2+q(q2+1)=(<1+1)((12+1):%n)_6(1i):c(7_(”))

auf, vgl. Abschnitt 4.1. Der Ausgleichsfaktor (1 — u?)9™! vererbt sich von der
Zetafunktion der endlichen Teilgraphen. O

Beispiel 6.2.4. Wir greifen das Beispiel n = T3+ T +1,q = 2 aus Kapitel 5
auf. Statt det(A,(u)) haben wir det(A%(u)) zu berechnen. Zuerst berechnen wir
wieder die Faktoren der Hauptserie.

Fiir die drei indquivalenten Darstellungen p, mit g = (g1, o) und py # 1
ergibt sich der Faktor

—64u’® — 32u'® + 8u'? + 16w’ + 4ud 4 u® — 3ut - 2uP + 1,
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der mit der Vielfachheit deg (o, ,)) = 9 auftritt. Weiterhin gilt
det A7 y(u) = —qu® — 3ut — 3u? + 1= (1 — 4u?)(u' +u® + 1).

Da
det Aj(u) = 1 — ¢*u® = 1 — 402

ist, erhalten wir als Faktoren der Zetafunktion damit
(1 — 4u®)(ut +u? +1)5

Der supercuspidale Beitrag ist nach Proposition 6.2.1 derselbe wie fiir X (n).
Insgesamt ergibt sich damit

(1 _ u2)168
X (—64u’® — 32u’® + 8u'? + 16u!® + 4u® + u — 3ut — 20 +1)°
x(1 + 2u®)7(64u’® + 96u'® + 84u® + 49u® + 210t + 6u? + 1)7,

Zempryw)™ = (1— 4t +u?+1)°

da das Geschlecht g(7(n)) = 106 und die Anzahl der Spitzen ¢(7(n)) = 63 ist.

6.3 Beschluf

Die Zetafunktion der vollen Graphen (7(n), 1) scheint nach dem Beispiel im letz-
ten Abschnitt von einfacherer Gestalt zu sein als die Zetafunktion (der ungewich-
teten Graphen) X (n). Die Beitrége der supercuspidalen Darstellungen sind zwar
dieselben, aber die Beitrige der Hauptserie vereinfachen sich stark. Da diese Fak-
toren in sehr engem Zusammenhang mit den Hecke-Graphen Tg(n) = [o(n)\T
stehen, wollen wir dazu noch die Zetafunktion von 7o(T™) fiir kleine m bestim-
men.

Beispiel 6.3.1. Die projektive Gerade P'(.4/n) ist fiir primire Polynome n = p’
von der Form P'(A/n) = Upcpe, P (A/n)(h) mit

P'(A/n)(h) = {(u:p") |umod p"™*, (u,p) =1falls1 <h<r—1}
(wir verlangen u = 1 fiir h = r). Analog zum primen Fall lassen sich die Vertreter

der Operation der T'; auf P!(A4/n) bestimmen, siehe [GN].
Die Gestalt von To(T') ist

Zy
I3
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Die Kanten (z1, 22), (2, 23) und (z3, ;) sind mit ¢ gewichtet, die Kante (z2,21)
mit 1.

To(T?) ist von der Gestalt

Ty
I2

I3
I4

Ts

Hier sind die Kanten (zy,z2), (22, 23) und (zs,z4) mit ¢, die Kante (z3,74) mit
¢ — 1 und die restlichen Kanten mit 1 gewichtet.
To(T?) ist von der Gestalt

T
g-1 4
Is
Zg
Tg \_¥7
Z9

Die Kanten (z1,1;), (22, %3), (27,7s5) ,(2s,%s) und (zg,7s) mit g, die Kanten
(74, 26) (z3,25) mit g — 1 und die restlichen mit 1 gewichtet. Zwischen z5 und z
verlaufen ¢ — 1 Kanten. Zur Berechnung der Zetafunktion kann man die Knoten
T, T2, T7, Tg und 19 weglassen, da sie schon auf den Spitzen liegen. Sie sind hier
nur der Ubersicht halber aufgefiihrt.

Daraus ergeben sich die Zetafunktionen

_ (1 - u2)yv]+c
Zigyrmyiy(w) = Ao gue 4T gu?),
wobei das Geschlecht g = ¢(75(T™)) und die Anzahl der Spitzen ¢ = ¢(To(T™))
in der folgenden Tabelle aufgefiihrt wird:

TIT2 T3
c=c(To(T™) |2 |3 |4
g=g(To(T™) [0 ]0 Jg—1

Der einzige nichttriviale Faktor 1 — ¢*u? kommt in allen Funktionen mit der
Vielfachheit 1 vor.
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Fiir m > 4 ist die Gestalt von T4(7™) nicht mehr uniform. Fiir ¢ = 2 haben
wir 75(T*} mit den Kantengewichten berechnet. Das Geschlecht ist g = g2—1 = 3,
die Anzahl der Spitzen ist ¢ = ¢ + 4 = 6. Insgesamt erhilt man analog zu den
Hecke-Graphen mit kleinerem Fiihrer:

1 (1 _ u2)g—l+c

Zimyroa ()™ = =207 (1 - 4u?).

Wir vermuten aus diesen Beispielen, dafl allgemein
(1 . u?)g~l+c
(= qu)e
gilt. Weiterhin ware zu untersuchen, ob dieses Phinomen von der besonderen

Form des Polynoms n = T™ abhingt oder auch fiir andere primire Polynome
gilt.

Ziryrmyiy (@)t = (1-¢*u?)

In Abschnitt 3.3 hatten wir gewichtete Graphen eingefiihrt, indem jeder Kante e
des Quotienten G\ X der Index

i(e) = [Gaypzriey | Grzito

zugeordnet wurde. Hierbei operiert G diskret und pg ist eine Einschrinkung der
Projektion p : X — G\X auf einen zusammenhingenden Untergraphen von X,
die auf Kanten bijektiv ist. Dieser Index ist ein relatives Gewicht.

Sei v € V(G\X), v € VX ein Knoten, der iiber v liegt und v € G gegeben
mit yv = v. Dann wird v durch

w(v) = (#5)!

ein absolutes Gewicht zugeordnet, das nicht von der Wahl von ¥ abhingt, da
entsprechende Stabilisatoren konjugiert sind. Analog ist das absolute Gewicht

w(e) = (#T-,) ™!

einer Kante e definiert. Der Index ¢(e) ergibt sich aus den absoluten Gewichten
durch

i(e) = w(e)/w(bo(e))-
Die Operatoren A, T, @,deg (und damit die Regularitit des Graphen) hingen
nur von den Indizes i(e) ab, weswegen wir in Abschnitt 3.3 nicht auf die abso-
luten Gewichte eingegangen sind. Hier bendtigen wir sie fiir die Definition eines
Skalarprodukts.

Der Begriff des Ramanujan-Graphen 14t sich auf gewichtete unendliche Graphen
iibertragen, die zumindest noch ein endliches Maf} besitzen, wie von Morgenstern
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in [Mo2| untersucht. Wir beschreiben kurz die Ubertragung auf den Spezialfall
der Graphen I'\T.
Wir setzen

(fre):=" > flw)glvyw(v)

veV(T\T)

fiir zwei komplexwertige Funktionen f, g auf I(f\’f) Durch (-,-) wird auf dem
Raum

LHINT) == {f : V(I\T) = C | {/, f) < o0}
ein Skalarprodukt definiert. Die konstante Funktion 1y ist ein Eigenvektor des

(gewohnlichen) gewichteten Laplace-Operators A auf L2(I\7). Da A hermitesch
ist, 1aBt sich A auf das orthogonale Komplement

LYT\T) :={f € Lo(T\T) | (f,1) = 0}
beschranken. Wir setzen
Aa(T\T) := inf Spec(A|g).
Allgemein gilt fir g + 1-regulire, gewichtete unendliche Graphen
Ap <g+1-2/q,
anders als im endlichen Fall kann Ap > ¢ +} ~ 2,/4 fiir einzelne Graphen nicht
vorkommen* (loc. cit., Th. 2.8). Der Graph I'\T heiit Ramanujansch, falls
MIO\T) =q+1-2y4

ist. Morgenstern ([Mol, Th. 2.1]) beweist, daf§ die (gewichteten) Graphen 7 (n)
Ramanujansch sind fiir alle nichtkonstanten Polynome n € A. _

Wegen der Rationalitdt der Zetafunktionen der Graphen (I'\7,7) kann man
wie im endlichen Fall durch

Civra(8) = Zpg @)
eine meromorphe Funktion (= - ,(s) in s € C definieren.
(C\T %)

Definition 6.3.2. Der (gewichtete) Graph (f\’T, 1) erfiillt die Riemannsche Ver-
mutung, wenn alle Polstellen von C(I:\T,i)(s) im kritischen Streifen auf der Geraden
Re(s) = 1 liegen.

Es 148t sich nun leicht nachrechnen, dafi alle Kongruenzgraphen T5(n), bzw.
T (n), deren Zetafunktion wir in diesem Kapitel berechnet haben, der Riemann-
schen Vermutung geniigen. Es liegt nahe, wie im Fall endlicher reguldrer Graphen
zu vermuten, daB die beiden Definitionen dquivalent sind.

“Man beachte, daf8 wir anders als im endlichen Fali das Spektrum des Laplace-Operators
anstatt des Nachbarschaftsoperators betrachten. Dadurch kehren sich die Ungleichungen um.
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