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MODELLIERUNG

Inkompressibilitat: Die Flussigkeit zeigt keine
Volumenanderung unter Druckwirkung auf

#® Betrachte ein festes Volumen V im
StroOmungsgebiet:

J unds =0
S

# Aus dem GauBschen Integralsatz folgt

[ divudV =0
S

# Dies gilt fur alle V im Stromungsgebiet
= divu=0



MODELLIERUNG

® Die Stromung ist wirbelfrei

® Vortizitat (Wirbelstarke): w = rotu
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Eine wirbelfreie Eine Stromung
Strémung mit Vortizitat

® Aus divu =0, rotu = O folgt u = grad ¢ mit
Ap=0



MODELLIERUNG

Wasser dringt nicht durch die freie Oberflache
und den Meeresboden
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# Bedingung am Meeresboden {y = —d}:

¢y =0
(u hat keine vertikale Komponente)

# Bedingung an der freien Oberflache
5= {y=n(xt)}:
by = Nt + NxPx

(Die Komponente von u in Richtung n ist
die Geschwindigkeit von S in Richtung n)



MODELLIERUNG

® Homogene, nichtviskose Flussigkeit

nichtviskose sehr viskose

® Ausgeglichene Krafte auf einem Gebiet, das
sich mit der Stromung bewegt:

N -

ug + grad(glulz) = —gradp — geo

# u=gradg setzen und aufintegrieren:
1+ Flarad ¢I° + gy = —p

® Interner Wasserdruck im Gleichgewicht mit
Luftdruck an der freien Oberflache:

bt + Hlgrad ¢|* +gn =0



DAS WASSERWELLENPROBLEM

Formulierung von Stokes (1847):

w y= n(x,t)

Ap =0

Neumannsche Randbedingung:
¢y =0, y=-d
Kinematische Randbedingung:
ﬂt=¢y—ﬂx¢x, y=n
Dynamische Randbedingung:
¢t+%(cl>f+¢§)+gn =0, y=n
Schwierigkeiten:

® Problem mit freiem Rand:
#® Nichtlineare Randbedingungen

Permanente Wellen
n(xt) = n(x —ct), p(x y.t) = p(x —ct, y)
Stokes-Wellen:
n(z+P) =n(z), p(z+Py)=d(z+Py)



DISPERSION

Nt + Nxxx = O

® Permanente Wellen:

_ ] Asink(x — ct) 2
n(x’t)_{Bcoek(x—ct) , falls c = —k

# Allgemeine Losung:
n(x,t) = [R Ak sink(x — c(k)t) dk
+ [R Bk cos k(x — c(k)t) dk
# Eine koherente Welle I0st sich in einzelne

Wellenzlge auf, die sich mit verschiedenen
Geschwindigkeiten bewegen
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NICHTLINEARITAT

Mg + 3NNk = O
# Allgemeine Losung:
n(x, t) = f(x — 3n(x, t)t)

# Die Teile mit groBerer Amplitude bewegen
sich schneller

® Die Welle wird steiler und bricht
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SCHWACHE NICHTLINEARITAT

Nx + Nxxx + NNk = O
#® Eine Familie von Stokes-Wellen
_ 32 _ 1562y,
n(xt) = =262 + 6 cos((1 — 3262)(x — 1))
+ 462 cos((1 — 1262)2(x — t)) + 0(6),

® Fur Wasserwellen:

e Lange Wellen (nichtlineare Theorie):

A
= -1
a h<<

e Kleine Amplitude (dispersive Theorie):

p=z <1

e Dispersion und Nichtlinearitat in
Gleichgewicht: Stokes-Zahl

s=2_4

p



DIE STOKES-EXTREMWELLEN

# Die Wasserwellen-Gleichungen haben die
explizite Losung
n= § + rcos(—% % %),
¢ = —%Jérz/ 2 cos %6’ + ¢(x — ct),

wobei

X —ct=rcosb, §+r5in6’:

# Stokes-Vermutungen: Die Existenz einer
Extremwelle

e Staupunkt und 2x/3-Winkel am Berg
e Konvex zwischen Berg und Tal



STOKES-WELLEN
# J. Norbury und G. Keady (1978):
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# Die Stokes-Vermutungen Uber Extremwellen:

e Staupunkt und 2z /3-Winkel
(C. Amick, L. E. Fraenkel und
J. F. Toland 1982)

e Konvexitat der Welle zwischen Berg
und Tal
(P. I. Plotnikov und J. F. Toland, 2004)



SYMMETRIE

Sind Stokes-Wellen immer symmetrisch?

|
|
A A A
|
|
|
o P. Garabedian (1965), J. F. Toland (2000):

Ja, falls

e jede Stromlinie genau ein Minimum
und ein Maximum pro Periode hat.

# A. Constantin und J. Escher (2004):
Ja, falls

e die Oberflache streng monoton
zwischen Berg und Tal ist.

# M. Ehrnstrom (2008):
Ja, falls

e die Oberflache monoton zwischen
Berg und Tal ist.



EXOTISCHERE
STOKES-WELLEN
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subharmonische
Bifurkation
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# Die Wellen erflllen die Voraussetzungen
von Ehrnstroms Satz nicht

# Vermutung:
Alle Stokes-Wellen sind symmetrisch



TEILCHEN-BAHNEN

# Die Bahnen x = x(t) der Wasserteilchen sind
die Losungen der Differentialgleichungen

X = u(xt). (*)

# Lineare Theorie fur Wellen kleiner Amplitude
mit sinusformiger Oberflache:

NS

e Schreibe n = gsin(k(x — ¢t)), u = el und
vernachlassige Terme von O(g<)

e Dispersionsrelation:

o _ gtanh([k|d)
L

c

e Explizite Formel far

_ (gcoshk|(y + d)
Bl ¢ cosh |k|d
—gsinh [k|(y + d)

kl(x —
¢ cosh |k|d 0 [k](x Gt))

e () wird durch

sin |k|(x — ct),

IR

X = el(x,t)

approximiert.



TEILCHEN-BAHNEN

Klassische lineare Theorie:
® Schreibe x = x, + €X:
. _ gcosh [K|(yo + d)

o _ 0 ,

X > cosh [KI7 sin |k|(xo — ct) + O(¢e)
, _ _gsinh [k|(yo +d)

= — k — 0
Y ¢ cosh |k|d 05 [k|(x0 — ct) + O(e)

# \Vernachlassige Terme von O(¢):
X2 N y?
cosh? |k|(yo +d)  sinh? [k|(yo + d)
g

B c*|k|2 cosh? |k|d
Die Teilchen-Bahnen sind Ellipse.




STOKES-DRIFT

Genauer hinschauen:

# Alle Bahnen der einmal linearisierten

Gleichungen
X = €li(x,t)

weisen Stokes-Drift auf (A. Constantin
and G. Villari (2008))
# Die exakten Gleichungen
% = u(xt)

haben ebenfalls keine geschlossenen
Bahnen (A. Constantin (2006))
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