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Das Art Gallery Problem
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Das Themengebiet, dem diese Mustervorlesung zuzuordnen ist, ist die Diskrete Mathematik —
diese beschiiftigt sich, grob gesagt, mit Strukturen, deren Elemente voneinander separiert (diskre-
tisiert) werden kénnen. Darunter fallen beispielsweise:

Endliche Mengen und Korper
Graphentheorie

Codes

Kryptographie

Gitter (z. B. Z™)

Diskrete Geometrie (geometrische Strukturen, die durch endliche viele Punkte definiert wer-
den, z. B. Polyeder)

Kombinatorische Optimierung

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit Graphentheorie beschiftigen. Viele praktische Pro-
bleme kénnen durch Graphen modelliert werden. In der Graphentheorie werden solche Probleme
diskutiert und man versucht, allgemeine Eigenschaften von Graphen zu verstehen und zu beweisen.

Zur Motivation einige Probleme, die durch Graphen beschrieben werden kénnen:

Finden kiirzester Wege: Beispiele hierfiir sind das Kdnigsberger Briickenproblem (Eu-
ler bewies, dass es nicht méglich ist, die sieben (zu seiner Zeit) in Konigsberg vorhandenen
Briicken genau einmal zu iiberqueren und zum Ausgangsort zuriickzukehren) und das Chine-
sische Postbotenproblem (Ein Postbote muss alle Straflen seines Bezirks einmal durchlaufen.
Ist dies moglich, ohne eine Strafle mehrfach entlang laufen zu miissen? Falls nein: Was ist
ein kiirzester Weg fiir seine Tour?)

Einbettbarkeit: Ist es moglich einen bestimmten Graphen {iberschneidungsfrei in die Ebene
einzubetten? Vielzitiertes Beispiel: Gegeben seien drei Hauser, jedes davon soll durch eine
Leitung mit Elektrizitéits—, Wasser— und Gaswerk verbunden werden, ohne dass sich zwei
Leitungen iiberschneiden. Ist dies moglich? (Antwort: Nein!)

Farbbarkeitsprobleme: Klassisches Beispiel ist die Frage, wie viele Farben man benétigt,
um eine Landkarte so einzufirben, dass je zwei angrenzende Liander keine gemeinsame Farbe
besitzen.

Zuordnungsprobleme: Beispielsweise: Gegeben seien eine Menge von Personen und eine
Menge von zu erledigenden Aufgaben. Jede Person kann sich nur einer Aufgabe widmen
und ist nur zur Erledigung bestimmter Aufgaben in der Lage. Gibt es eine Zuordnung der
Personen auf die Aufgaben, so dass alle Aufgaben erledigt werden kénnen?
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Wir werden uns in dieser Vorlesung mit dem Art Gallery problem befassen: Wie viele Personen
(Wéchter) bendtigt man hochstens, um alle Punkte eines Gebéudes (eines Museums) gleichzeitig
im Blick zu haben? Wir nehmen an, jeder Wichter hat 360 Grad Blickradius und ist stationér
(etwa eine Kamera), es gibt keine Gegenstiinde, die die Sicht versperren und wir betrachten nur
einen einzelnen Raum. Der Raum sei darstellbar als Polygonzug (d.h. eine Menge von Ecken, die
durch Kanten verbunden sind, von jeder Ecke gehen zwei Kanten aus, die Kanten iiberschneiden
sich nicht und bilden einen Kreis).

Als zentrales Resultat dieser Vorlesung werden wir mit Hilfe von Graphentheorie beweisen, dass
man hochstens & (abgerundet) Wérter benotigt, falls der Raum n Ecken hat. Als ersten Schritt
miissen wir definieren, was ein Graph ist und einige weitere Terminologie einfiihren.

Definition 1:
Ein GRAPH G := (V, E) besteht aus einer endlichen ECKENMENGE (oder auch KNOTENMENGE)
V und einer KANTENMENGE FE, wobei E aus zweielementigen Teilmengen von Elementen aus V'
besteht, d.h.

E C {{v1,v2} | v1,v2 €V}

e Eine Folge W := (ey,...,e,) von Kanten aus E, die Ecken vg,v1,...,v, aus V verbindet,
heifit ein WEG in G. Wir bezeichnen mit a(W) die Anfangsecke (hier: vg) und mit w(W)
die Endecke (hier: v,) von W.

o Gilt a(W) = w(W), so heifit W GESCHLOSSEN, sind zudem alle Ecken von W verschieden,
so heift W ein KREIS.

o Existiert zu je zwei beliebigen Ecken vy, vy € V' ein Weg W mit (W) = v1 und w(W) = va,
so heifit G ZUSAMMENHANGEND. Enthélt G keine Kreise und ist zudem zusammenhéngend,
so heifit G ein BAUM.

e Die Anzahl der Kanten [(W), die in einem Weg W enthalten sind (hier: n Stiick), bezeichnen
wir als LANGE von W.

Beispiel 2:
Einige Beispiele fiir Graphen:

Abbildung 1: Von links nach rechts: Ein Graph, ein nicht zusammenhéingender Graph und ein
Baum.



Abbildung 2: Links: Ein Weg der Linge drei (rot). Rechts: Ein Kreis in einem Graphen (rot).

Definition 3:
Ein Graph G := (V, E) heiit PLANAR (oder PLATTBAR), falls er so in den R? (die Ebene) ein-
gebettet werden kann, dass sich keine seiner Kanten iiberschneiden. Liegen zudem alle Ecken an
duBleren Gebieten, so heifit G OUTERPLANAR.

Beispiel 4:
Beispiele fiir planare, outerplanare und nicht planare Graphen:
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Abbildung 3: Von links nach rechts: Ein planarer Graph, ein planarer aber nicht outerplanarer
Graph und ein nicht planarer Graph.

Definition 5:
Sei G := (V, E) ein Graph. Fiir jedes v € V heifit die Anzahl §(v) der Kanten, die v enthalten, der
GRAD von v. Ferner definieren wir den MAXIMALGRAD durch

AG) = max d(v),

d.h. als den maximalen Grad aller Ecken in V.

Lemma 6:
Jeder outerplanare Graph G mit 4 oder mehr Ecken besitzt mindestens zwei Ecken vom Grad 2,
die nicht benachbart (d.h. durch eine Kante verbunden) sind.

Beweis:
Ubung! (Vollstidndige Induktion)



Wir wollen uns nun mit der Farbbarkeit eines Graphen beschiiftigen. Die Idee ist, dass ein
Graph k—farbbar heilen soll, falls es moglich ist, jede Ecke des Graphen mit einer aus k verschie-
denen Farben einzufirben, derart dass keine zwei Ecken, die durch eine Kante verbunden sind,
dieselbe Farbe haben. Wir definieren dies formal:

Definition 7:
Sei G := (V, E) ein Graph. Dann heifit G k-FARBBAR, falls eine Abbildung

c:V—-AL,... k}
existiert mit
{vi,:2} € E = ¢(v1) # c(v2).

Die kleinste natiirliche Zahl k, fiir die G k—firbbar ist, heifit die CHROMATISCHE ZAHL x(G) von
G.

Beispiel 8:
Frage nach Férbbarkeit einer Landkarte entspricht der Frage nach einer oberen Schranke fiir x(G),
falls G planar.

Beispiel 9:
Sei G := (V, E) ein Graph mit V := {vy,..., v, }. Dann ist die GREEDY-FARBUNG definiert durch

c:V—-A{L..k}, vi—min({lL,...,k}\{c(v;) | j <iund e € E:e={v;,v;}}),

d. h. bei der Greedy Firbung werden die Ecken (gemé#$ einer festgelegten Ordnung) sukzessive
durchschritten und jede Ecke wird mit der Farbe belegt, die die niedrigste Nummer unter ¢ hat
und mit der noch kein Nachbar von der jeweiligen Ecke versehen wurde.

Bemerkung 10:
Die Anzahl der bei der Greedy—Farbung verwendeten Farben héngt im Allgemeinen von der An-
ordnung der Ecken ab.

Satz und Definition 11:
Sei G := (V, E) ein Graph. Dann gilt:

x(G) < A(G)+1.

Beweis:
Sei v; € V beliebig. Wir betrachten die Greedy-Farbung c auf G. Im ungiinstigsten Fall haben
bereits alle Nachbarn von v; verschiedene Farben und es gilt 6(v;) = A(G). Daraus folgt x(G) <
A(G) + 1.

|

Definition 12:
Sei G := (V, E) ein Graph. Dann heiit G k-DEGENERIERT, falls es eine Anordnung der Ecken
gibt, so dass jedes v € V hinter héchstens k seiner Nachbarn liegt.

Korollar 13:
Fiir einen k—degenerierten Graph G gilt



Beweis:
Wie Satz und Definition [Tl

O
Satz 14:
Jeder outerplanare Graph G := (V| F) ist 2-degeneriert und somit 3—fdrbbar
Beweis:
Definiere eine Ordnung (v1, ..., v,) auf V folgendermafien: Gemifl Lemma [ existieren zwei nicht

benachbarte Ecken mit Grad 2. Wéhle eine der beiden als v, und losche sie samt der beiden sie
enthaltenden Kanten aus G. Der resultierende Graph G’ hat n — 1 Ecken und ist wieder outerpla-
nar, somit kann Lemma [ erneut angewendet werden. Fahre sukzessive fort bis vg. Damit ist G
2—degeneriert und mit Korollar [3] 3—farbbar.

|

Damit haben wir alles, was wir benotigen, um die Anzahl der Wéchter im Museum nach oben
zu beschrianken.

Theorem 15:
Fiir jeden Raum eines Museums reichen | % | Wichter, falls der Raum n Ecken hat (| %] bezeichnet
die groite ganze Zahl < %).

Beweis:

Wir kénnen den Raum als Polygonzug auffassen, d.h. als outerplanaren Graphen G := (V, E), der
aus genau einem Kreis besteht. G habe n Ecken. Wir konstruieren G’ aus G durch iiberschneidungs-
freies Einfiigen von n — 2 Kanten im Inneren von G, so dass jedes Gebiet im Inneren ein Dreieck
ist (wir triangulieren — man iiberlege sich, warum dies immer moglich ist). Steht ein Wichter in
einem Dreieck, sieht er offenbar jeden Punkt im Dreieck. Idee: Wihle | 5| Ecken von G’, so dass
jedes Dreieck von G’ eine dieser Ecken hat.

G’ ist ebenfalls outerplanar (wir haben am #ufleren Gebiet und an den Ecken von G nichts
geindert). Damit ist G’ 2-degeneriert und insbesondere 3—fiirbbar. Wir wiihlen eine solche Férbung.
Dann miissen die Ecken jedes Dreiecks drei verschiedene Farben haben und eine Farbe ist an
hochstens | 5] Ecken gewihlt worden. Wihle diese als Position der Wéchter.

Abbildung 4: Von links nach rechts: Ein Beispiel fiir einen Museumsraum, der Raum als triangu-
lierter Graph mit 14 Ecken, der dreigefirbte Graph — die blauen Ecken sind eine Auswahl fiir
Standorte von | 4] = 4 Wiichtern.
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Alle Graphiken wurden mit dem open source 3D creator BLENDER erstellt. Siehe:

WWw.blender.org
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