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1. Sei a,, die n-te Fibonaccizahl.

(a) Zeigen Sie, daBl im Konvergenzradius R = H‘[

> T

E anavnzi2
l—ax—=x

n=0

um 0 gilt

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von Partialbruchzerlegung die Taylorreihe von —"—
um 0.
Losung:
(a) Seien ay =0, ay =1, a,, = a1 + a,_» die Fibonaccizahlen und
Yo
n=0
Es gilt
o f (z)+2* f (x Z Ap_1 + Gp_2) " —Zanx":f(x)—alx—ao:f(x)—x
n=2 n=2
also
(1—z—-2%) f(z)=2
d.h. .

im Konvergenzradius.

(b) Partialbruchzerlegung von f:

Die Nullstellen des Nenners sind 21 = =55 und @, = =5, Mit den Kehrw-
erten

o 1+VF _ 1 16 1
o= = und =52 =

xr1

1—96—:(:2:<1—%)-<1—§2>:(1—&6)'(1—04:1:)

ist



Damit:

x ! a b ~a(l=Bx)+b(1—ax) (a+b)—(af+ba)x

1—x—x2_(1—a:p)+(1—ﬁx) 1 —z— a2 1 —x—a?

alsob=—aund —1 = af+ba=a(f—a)=a (—\/5), dh.a= -+t undb= -1
also

wenn wir dies in geometrische Reihen entwickeln. Da |é| < ’%’ ist der Konver-
genzradius = = x5 = ’1%\/5

Da die beiden Potenzreihendarstellungen von f gleich sein miissen, bekommen
wir wieder die Formel

1 n mn
an:%(a - 3")

fiir die Fibonaccizahlen (vergl. Aufgabe 2, Blatt 5).
2. Zeigen Sie:

(a) Die Reihe

S o cos (n)

n=1

mit © € R konvergiert gleichméfiig gegen eine Funktion f : R — R und f ist
unendlich oft differenzierbar und

> 4k

f(2k+1) (0) — O
n

FE0) = (=1 5

n=1

(b) Die Taylorreihe von f in 2y = 0 hat Konvergenzradius 0.
Hinweis: Es reicht, f* (0) durch einen geeigneten Summanden abzuschétzen.



Losung:

(a)

Fiir alle x € R hat die Reihe wegen |2in oS (an)‘ < 2% die von x unabhangige kon-
vergente Majorante » >, 2% und konvergiert deshalb gleichméafig auf R. Damit
ist f stetig.

Die Reihen der 2k-ten bzw. (2k + 1)-ten Ableitungen

(—1)F 320, 28 cos (n2x)  baw. (=130 2P gin (n?)

haben die von z unabhangigen konvergenten Majoranten

o pik 0o pAkt2
Zn:12_n bzw. anl on

(n+1)4k ( il )4k

(Quotientenkriterium 24— = *~— < Konst < 1 fiir n geniigend grof}, denn
on

lim,, o0 (”TH)4k = 1) und konvergieren deshalb ebenfalls gleichméfiig. Damit ist

f unendlich oft differenzierbar mit

> 4k

FE) (2) = (-1)*- Z 7;—” cos (n’z)
n=1
bzw.
@k+1) () — (_1\EHL ik
f (x) = (—1) Z sin (n’z)
n=1

Im Nullpunkt:
FE0) = (=) -0, 5 baw. [N (0) =0
Wir haben

0 4k 4k 2)\2k
‘f(Qk)(O)‘: 7;_n>_:(m)

2m 2m

fir alle m € N>;. Fiir den 2k-ten Summanden in der Taylorreihe gilt also

FE0) o] _ (m? e
' 2 " '> 2 (2k)!

fir alle m € N>;. Speziell fiir m = 2k:

P2 (0) ol (@) [a)™ (@R J2)” )

Wegen limy_o (k - [2])*" = oo fiir alle # # 0 sind damit die Taylorsummanden

nicht beschréankt, also die Taylorreihe divergent fiir alle z # 0 .



3. Zeigen Sie: Die Folge der auf R differenzierbaren Funktionen

I

konvergiert gleichméfig gegen die Betragsfunktion |z|.
Losung:

Fir alle x € R ist

|fn<x>—|x||=‘\/%+x2—¢x7

1
=4/ =+ 2% = Va?
n

(w%+x2—\/x2>-<\/%+m2+va62> 1
w/%—i—:c?%—\/x? %+£L‘2—|—\/332
- N1
- T Vn

unabhéangig von x. Zu gegebenen ¢ > 0 wahlen wir also IV, sodaf3 \/% < g, und dann
gilt
|fu () — |z|| < € fiir alle z € R und alle n > N
4. Seien T bzw. D in die Einheitssphire im R?® (Radius 1) einbeschriebene Tetraeder
bzw. Dodekaeder. Bestimmen Sie die Lange der Kanten von 7" bzw. D.

Losung:

e [ir den Tetraeder:

Sei a die Kantenldnge. Wir betrachten zunachst eine Seitenflache von 7', d.h. ein
gleichseitiges Dreieck mit Seitenlange a:




Fiir die Hohe d im Dreieck gilt d” + (2)* = a® d.h. d = Ya. Fiir den senkrechten

Abstand z des Mittelpunkts des Dreiecks zu einer Seite gilt (d — z)* = 22 + (%)2 d.h.

2
e-t
2d 23"

Nun betrachten wir die Ebene durch 2 Ecken von T" und den Mittelpunkt von T

xr =

o

Wir haben £ = sin ¢ und "Z_T’” = cos (p, also

_ 3
also R = NG

Fir R =1 bekommen wir also a =

e [ir den Dodekaeder:

Sei a die Kantenlange. Wir betrachten wieder eine Seitenfliche von D, d.h. ein
regelmafliges Fiinfeck mit Seitenlange @ und bestimmen die Lange h der Sehne. Zunachst



bestimmen wir die Winkel im regelméafligen Fiinfeck:

45
Snl

v
L

A B
36°

O

Da % = T72°ist <BAM = w = 54°, also der Winkel zwischen den Fiinfeckseiten
2 -54° = 108°. Damit ist <BAF = 180° — 108° = 72° = <CEF, also <CED =
108° — 72° = 36°. Wegen der Rotationssymmetrie des regelméafligen Filinfecks kennen
wir damit alle Winkel in folgender Zeichnung:




Also ist das Dreieck SBC' gleichschenklig, d.h. SC = a:

D
a a
h
E C
a a
a S a
h-a h-a
A a B

Da die Dreiecke ABS und C'ES ahnlich sind, gilt:

h—a _a
a h
d.h. h? — ah = @?, also
h=T1-a
mit dem Goldenen Schnitt
14+5
T = 5

der die Gleichung 72 — 7 — 1 = 0 erfiillt.

Im Dodekaeder hat jede Sehne eines Seitenfiinfecks eine parallele Sehne auf dem gegeniiber-
liegenden Seitenfiinfeck. Damit konnen wir aus 12 Sehnen ein Parallelepiped mit
Seitenlange 7 - a konstruieren, das wegen der Dodekaedersymmetrie ein Wiirfel mit
Seitenlange 7 - a sein muB}. Die restlichen 20 — 8 = 12 Ecken des Dodekaeders bilden 3
zueinander paaweise senkrechte Rechtecke:




Wir betrachten nun die durch eines der Rechtecke definierte Schnittebene im Do-
dekaeder:

Ta

Da o+ 8 = 90° gilt

.
_ %
a(r—1) T
2
also 72 = aZ 1) — 272-1 _ 421 4iqg
=a3=5 = T = ay
1
r=—-a
2

Bemerkung: Wir haben gezeigt, dafi das Rechteck die selbe Fliche a? - 72 hat wie die
Seitenfache des Wiirfels.

Fiir den Radius gilt dann mit 72 —7 -1 =0

ORICE)

also

4
a =

_V3(VE-1)
V3(1+v5)




5. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes p von der Geraden L = ¢ + R - v, wobei

1 1 4
qg=1 0 v=| 0 und p= 1| 2
0 1 1

Losung:

Wir bestimmen zunéachst das eindeutige x = ¢+ A - v € L, sodaf3

0=(z—p,v)=(¢+A-v—p0)
1 1 4 1
:< Ol+Ax-1O0]—={21],10 >
0 1 1 1
-3 1 1 1
:< -2 1,10 >—|—)\-< 01,10 >
—1 1 1 1
=—44N-2
also A =2 d.h.
1 1 3
r=q+Ax-v=| 0 |+2-1 0 |]=10
0 1 2
Da der senkrechte Abstand der kiirzeste ist, ist
3 4 -1
dip,Ly=1{[ o |- 2 |Il=| -2 |||=vV1i+4+1=6
2 1 1



