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1. Begriinden Sie, warum die folgenden Teilmengen keine Untervektorriume des R? sind:

U:={(z,y) eR* |y >0}
S:={(z,y) e R* | 2* +y* < 1}
W = R?\ {0}

Losung:

e Sei (xz,y) € U mit y # 0, also y > 0. Wére U ein R-Vektorraum, dann miisste
auch das Inverse — (z,y) = (—z, —y) € U sein, jedoch ist —y < 0.

Zum Bsp. (0,1) € U jedoch — (0,1) = (0,—1) ¢ U.
e Sei (r,y) € V mit y # 0. Wére S ein R-Vektorraum, miisste auch der mit
% € R skalarmultiplizierte Vektor (%) (x,y) = <§x,2> € V sein, jedoch ist

2
<§x> +22>92> 1.

Zum Bsp. (0,3) € V jedoch 4- (0,3) =(0,2) ¢ V.
e TV enthilt nicht das neutrale Element (0,0) € R?.

2. Seifurd > 2
Va={p € Rlz] | degp < d}

der Vektorraum der Polynome in 1 Variable vom Grad < d.

Priifen Sie, ob die folgenden Teilmengen Untervektorraume von V; sind, und bestimmen
Sie bei den Untervektorraumen die Dimension:

U ={peVs|p(0)=0}
U ={peVa|p(0)=1}
Us={peValp(1) =0}
U4:{p€Vd| i p(x)dsz}

Us={peVy|p0)+p"(0)=0}
Us = {peValp (0) p"(0) =0}



Losung:

Wir haben
Va={p € R[z] | degp < d}
=R <1,$, ...,xd>
1,2, ...,2% sind linear unabhingig, also eine R-Vektorraumbasis und damit dimg V; =

d+1.
Fiir ein Polynom p = ag + a1z + ... + agz? € Vj gilt:

peli= 0=p(0)
pelUy &= 1=p(0)=ag
pelUs<=0=p(1)
p€U4(:)O:f01p(.r)d;1:: [a0$+“—;x2+...+ﬁmd+l}é:ao+%+...+ﬁ
pelUs; < 0=p(0)+p"(0)=a1+2-ay
peElUs=0=p(0)-p"(0)=a1-2-a0=a;-ay

Also:

U, =g <x, ...,ch>. Damit ist U; ein Untervektorraum. Da 1,z,...,2¢ sind linear
unabhingig waren, sind es auch z, ..., z% und bilden damit eine Basis von U, also

dimR U1 =d.

Fir alle p € U, gilt p # 0, d.h. U, enthalt nicht 0 € V; und ist deshalb kein
Untervektorraum.

Us =g <:vd —1,...,x— 1>. Die eine Inklusion ist klar. Ist andererseits p = ag +
arx + ... + agr® mit 0 = ag + ... + ag, dann ist

ad-(:L’d—l)+...—|—a1-(x—1):ada:d+...+a1x—(ad+...—|—a1):p

Insbesondere ist Us ein Untervektorraum. Die Erzeuger ¢ —1, ...,z — 1 sind linear
unabhangig und damit eine Basis von Us, denn sind ag, ..., ag € R mit

0=a4(z"—1)+..+a(z—1) =aw’ + ..+ @z — (ag+ ... + a1)

dann sind ag = ... =a; = aqg+ ... + a; = 0, da 29, ..., 1 eine Basis von V; bilden.
Damit ist dim Us = d.
Uy =p <a:d — ﬁ, e, T — %> Die eine Inklusion ist wieder klar.

Ist andererseits p = ag + a1 + ... + agz? mit 0 = ag + G+t ﬁ, dann ist

a $d—L +...+a :)3—1 = aqz’ + ..+ ajz — dd + +ﬂ =
d d—|—1 1 5 = Qq 1 d—|—1 5 =P

Insbesondere ist Uy ein Untervektorraum. Wie bei Us zeigt man, dafl die Erzeuger
linear unabhangig sind und damit eine Basis von Uy bilden. Damit ist dim Uy = d.
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o Us =p <xd, nad e =2, 1>. Die eine Inklusion ist wieder klar.

Ist andererseits p = ag + a1 + ... + agz® mit 0 = a; + 2 - a,, dann ist
ag- 28+ .. a2 +as- (332—2-95) +ap-1=0p

Insbesondere ist Us ein Untervektorraum. Wie bei Uj zeigt man, dafl die Erzeuger
linear unabhangig sind und damit eine Basis von Uy bilden. Damit ist dim U; = d.

o Us ist kein Untervektorraum, denn x,z? € Us jedoch z + 2% ¢ Us. Bem: Uy ist
die Vereinigung von zwei d-dimensionalen Untervektorraumen:

Us =r <1,x2,x3, ...,xd> U g <1,x,x3, ...,xd>

3. Sei

1 -2 3 -4
A—(_3 9 _1 0) und B =

W N = O
[aw]

Berechnen Sie AB und BA. Koénnen Sie AB # BA auch ohne Rechnung einsehen?

-8 —4
as=(

Losung:

6 —4 2 0
4 -4 4 —4
BA = 2 —4 6 -8

0 -4 8 —-12

Da A € M(2x4,R) und B € M(4x2,R) ist AB € M(2x2,R) und BA €
M (4 x 4,R) und koénnen damit nicht gleich sein.

4. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

11 1 1 T 1
12 3 4 xy | 5
14 9 16| | 2| | 25
1 8 27 64 T4 125

Losung:

Wir wenden den GauB-Algorithmus an auf die erweiterte Matrix

11 1 1 1
12 3 4 5
14 9 16 25
1 8 27 64 125



11 1 1 1
1711 01 2 3 4
117 —-1 0 3 8 15 24
IV —1 0 7 26 63 124
11 1 1 1
01 2 3 4
1117 —-3-11 00 2 6 12
v —7-11 0 0 12 42 96
11111
0123 4
%]I] 0013 6
IV —6-111 0006 24
alsory=4,23=6—-3-4=—-6,20=4—-2-(—6)—3-4=4, 2, =1—-4+6—-4=—1.
I —1
) . 4
T3 o —6
T4 4

5. (a) Sei V ein d-dimensionaler Vektorraum iiber dem endlichen Kérper F, = Z/p mit
p Elementen. Zeigen Sie V hat p? Elemente.

(b) Zeigen Sie, dafl R als Q-Vektorraum unendliche Dimension hat.
Losung:
(a) Da dimg, V' = d gibt es einen [F,-Vektorraumisomorphismus V' — (F,)". (F,)" ist
die Menge der d-Tupel aus [, hat also p¢ Elemente.

(b) Jeder endlichdimensionale Q-Vektorraum ist abzéhlbar, da Q™ abzé&hlbar ist, je-
doch R ist iiberabzahlbar.

Alternative Losung:

(b’) Wir zeigen, dafl die Elemente von S = {Inp | p € N prim} Q-linear unabhéngig
sind. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, hat dann R als Q-Vektorraum un-
endliche Dimension.

Seien also p1, ..., pr. paarweise verschiedene Primzahlen und x; € Q mit

Z rpInp, =0
k=1

Nach Multiplizieren mit den Nennern der z; konnen wir annehmen, daf} die
x € Z sind. Wir haben nun

In (ﬁ p‘,ﬁ’“) =0 dh. ﬁpik =1 also
k=1 k=1
[T r =11 »™
k=1 k=1

2,20 2x<0
und damit alle z;; = 0 mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.



