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1. Bestimmen Sie die t € R, sodafl folgendes lineares Gleichungssystem eine Losung

besitzt
112 1 1\ (* 2
2 13 -1 2| || [|-2+1
—1 12 1 3| |™ 2 —t+1
4 13 -10) (™ t
=:A L5
und bestimmen Sie die Losungsmengen.
Losung:
Zeilenoperationen mit der erweiterten Matrix
1 1 2 1 1 12
2 1 3 -1 2 t?—-2t+1
-1 12 1 3 #—-t+1
4 1 3 -1 0 t
1 1 2 1 1 12
10 -1 =1 =3 0 —*—2t+1
11 =21 111+ 1V —41I : 0 02 4 2 4 22 —_t+1
0 -3 =5 —5 4 42+t
1 1 2 1 1 t?
01 1 3 0 #+2-1
(=) 11,111 —21I,1I1+3II: 00 2 -4 4 543
00 -2 4 —4 —24+7t-3
11 2 1 1 12
1 011 3 0 ¢#+2t-1
]V—]I],EI]I. 00 1 -2 2 —%t—i—%
000 0 0 —t2+42t

Wir sehen dim image A = rank A = 3 und dimker A = 2.

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer nichttrivialen Losung des inhomoge-
nen Systems ist —t? + 2t = 0, d.h. t = 0 oder ¢ = 2. Wir fithren dennoch die weiteren



Zeilentransformationen fiir allgemeines ¢ durch:

5 —3 t?+4+5t—3
II—III,1—2III: 5 —2 t24+9%t-3
—t2 + 2t
0 -1 %t—%

5 =2 P+ 4t—3

2" T2
0 0 —t2 + 2t

O OO = OO O
O —R OO Ok OO
o]
]

SO, O OO =

Den 2-dim Losungsraum des homogenen Systems

100 0 -1 0
o010 5 —2| [ o
001 -2 2 S B )
000 0 0 e 0
Ts
konnen wir parametrisieren durch x4 und x5. Er ist also
0 1
-5 2
N = ker A = span 2 1, -2
1 0
0 1

Die gesuchten Losungsraume des inhomogenen Systems kénnen wir dann schreiben als

1
2
2

N OW [~
=

+N firt=0 und I1+N firt=2

2
0
0

O Onvlw

wobei wir bei der Bestimmung der partikularen Losungen x4 = x5 = 0 gewahlt haben.

2. Berechnen Sie tiber F; = Z/7 die Inverse von

€ M(4x4,2)7)

S W N -
T W N
S O W
_= Oy Ot O



Losung:

Wir fithren Zeilenoperationen mit der erweiterten Matrix durch:
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also ist die Inverse

0 <t 10 O
SO AN -0

O — A <



3. Sei K ein Korper und G die Gruppe
G:=Gl(n,K) x Gl (m, K)

(a) Zeigen Sie
GxMmnxmK) — M(nxmK)
((B,A),C) = (B7A)O:BOA71
ist eine Gruppenoperation auf M (n x m, K).

(b) Diese Operation hat genau min (n,m) 4+ 1 Bahnen.
Losung:

(a) Das neutrale Element in G ist e = (F,, E,,) und die Gruppenstruktur gegeben
durch komponentenweise Multiplikation

(32;142) o (317141) = (BQBlaAQAl)

Die gegebene Abbildung ist eine Gruppenoperation:

e Offenbar ist E,CE,!' = C.
e Sind (B, A1), (B, As) € G, dann gilt

(BQ,AQ) . ((Bl,A1> . C) == (Bg,AQ) . Bchfl - BQBchflAgl -
= (ByBy) C (A3A,) " = (ByBy, AyAy) - C
= ((B2, Az) o (B1, A1) - C

(b) Jede elementare Spaltentransformation ist Rechtsmultiplikation mit einer invertier-
baren Matrix, jeder elementare Zeilentransformation ist Linksmultiplikation mit
einer invertierbaren Matrix. Durch elementare Zeilen und Spaltentransformatio-
nen laft sich jede Matrix A auf die Normalform

bringen. Da sich durch elementare Zeilen- und Spaltentransformationen der Rang
nicht andert, ist die Normalform durch £ = rank A eindeutig bestimmt, und jede
Bahn enthélt eine eindeutig bestimmte Normalform. Wir haben somit eine bijek-
tive Abildung zwischen der min (n,m) + 1 elementigen Menge der Normalformen
und der Menge der Bahnen.



4. Seien ay, ...,aq411 € R. Die Matrix

1 a a - a
1 a az - al
At (a1, s agyr) = :
2 d
b oagn agyy -0 agy

heifit Vandermondsche Matrix. Zeigen Sie
det Az (aq, ..., aqy1) = H (a; — a;)

1<i<j<d+1

Was hat diese Determinante mit Interpolation zu tun?

Losung:

Beweis mit Induktion nach der Dimension der Matrix:

Induktionsanfang 2 x 2: det Ay (ay, as) = as — ay.

Induktionsschritt d x d — (d+ 1) x (d 4+ 1):

Wir ziehen in Agyq (ay, ..., ag+1) von der j-ten Spalte das ai-fache der (5 — 1)-ten Spalte
ab, beginnend mit der letzten Spalte bis zur 2. Spalte. Dies ergibt:

1 0 0 . 0
2 d d—1
1 ay—a a5 — Qo0 R a?l ai
2 d -1
A=11 a—a az —asa; -+ as—as ap
2 d d—1
I agy1r—ar agy —agriar -+ agy — Gy a1

Nun ziehen wir von der 2. bis letzten Zeile die 1. Zeile ab:

1 0 0 e 0
0 ay—a a2 —asa; -+ al—alle
A"=10 a3—a; a3 — aza; coad —ai
2 d d-1
0 ag1—a1 agzy —agp1a1 - ag ) — Az aq

Mit der Multilinearitat der Determinante ziehen wir aus der j-ten Zeile a; — a; heraus
fir j=2,...,d+ 1:

10 O 0
di1 01 ao ag_l
det Agy1 (ay,...,aqq1) = det A” = H (aj —ay)-det [0 1 az - ag !
J=2 : :
01 ageyr -+ agﬁ
d+1
= ((lj —al) -detAd (ag,...,ad+1)
j=2
d+1

(aj—a) J[ (@-a)= [ (¢—a)

2<i<j<d+1 1<i<j<d+1
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mit der Induktionsvoraussetzung.

Wollen wir fiir Stiitzstellen aq,...,a411 € R und Stitzwerte fi, ..., fgr1 ein Polynom
p=co+cir+ ... + cqrd vom Grad d finden mit p (a;) = f; Vi =1,...,d + 1, d.h.

d .

Cj (CLZ')] = fz flir i = ]., ,d+ 1

=0

J

dann ist dies aquivalent zu dem linearen Gleichungssystem

1 a @ - af Co fi
1 a a3 al

2 d
L gy agyq -0 Ggyy Cq far1

fir die Koeffizienten von p. Dieses Gleichungsystem hat eine eindeutig bestimmte
Losung, d.h. es existiert ein eindeutig bestimmtes Interpolationspolynom, genau dann,
wenn

0#det A= H (aj —a;)

1<i<j<d+1

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Stiitzstellen paarweise verschieden sind.

SeiAe M (3x2, K)und Be M (2x3,K) und C = AB. Zeigen Sie det C' = 0.
Losung:
Wir haben Vektorraumhomomorphismen

K5 K24 K

Da dimimage (A) = rank A < 2 und image (AB) C image (A), also ist auch rank C' =
dimimage (AB) < 2, also det C' = 0.



