Mathematik fiir Informatiker I
Prof . Dr. Frank-Olaf Schreyer, Janko Bohm
Ubungsblatt 2 Musterlosung
1. Q[z] bezeichne die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten.

Sei
p(x) = agz? + ... + a1z + ag € Q|[z]

ein Polynom vom Grad d, welches fiir grole n € Z ganzzahlige Werte annimmt, d.h.
dng € Z, sodaf gilt p(n) € Z Yn > ng, n € Z.

Zeigen Sie 3 «, ..., aq € Z, sodad
d
x+k
x) = Q
pe) =L ")

Dabei sei

r+k\ i T+
< " ).—j_l — €Qll

Hinweis: Verwenden Sie Induktion nach d und das Differenzenpolynom Ap € Q [z]
definiert fiir p € Q[z] durch

Ap(z) =p(x)—plx—1)
Losung:

Wir zeigen zunichst, dafl jedes Polynom p(z) = agz? + ... + a1z + ap € Q][] eine
eindeutig bestimmte Darstellung

p(x) =co-vo(x)+ ... +cq-vq(x)

op (z) = (:p Z k)

Beweis mit Induktion nach dem Grad d:

mit
und ¢, ..., ¢q € Q hat.

Induktionsanfang d = 0:
Da vy = 1 ist, haben wir ¢y = ay.
Induktionsschritt d — 1 — d:

Wir schreiben

p() =aq-d-va+ ((ag12"™ + ..+ a1z + ag) — aq (d! - vg — 7))

[ J/

-~

=:q(x)

d!'- vy — 2% und damit ¢ (x) hat Grad d — 1 und damit gibt es nach Induktionsvoraus-
setzung eindeutig bestimmte cq, ..., cg_1 € Q mit

q (l’) = Cg—1Vqg—1 + ... + C1V1 + Cop

1



Es mufl dann gelten
Cq = Q4 - d!

Nun zeigen wir mit Induktion nach dem Grad d, dafl wenn es ein ng € Z gibt, sodafl
p(n) € Z ¥n > ng, n € Z schon
COy ey Cq E DL

sind:

Induktionsanfang d = 0:

p () = ap unabhéngig von z, also muBl ag € Z sein.
Induktionsschritt d — 1 — d:

Es gilt

Avk(x):A(m_]';k) _ (:c;—k:) B (:c—;jtk) _ (x;—ﬁzl> -

fur £ > 1 und Avg (z) = 0, also

Ap(x) =p(x) —p(z—1)
=(co-vo(x)+...+cqg-vg(x))—(co-vo(x—1)+ ... +¢cq-vg(x—1))
=co-Dvg () +c1- Dy (x) + ...+ cqg- Dvg () =c1-v9 (2) + ... + g - Dvg_q ()

Da Ap(n) ein Polynom vom Grad d — 1 ist, und Ap(n) =p(n) —p(n—1) € Z fir
alle n > ng 4+ 1, n € Z gilt, folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dafl cq,...,cq € Z
sind.

Da
p(n)—(ci-v1(n)+...+ca-v4(n)) € Z

fur n > max {ng, 0} ist auch ¢, € Z.

Bemerkung: Es folgt p(n) € Z ¥n € Z, denn

v (=n) = (=D o (n+ k) e Z



2. Aquivalenzrelationen:

(a) Wir definieren die folgende Aquivalenzrelation auf M := NxN durch (a, b) ~ (¢, d)
genau dann, wenn a +d = b+ c.

1.
2.
3.

4.
D.

Zeigen Sie, daB dies eine Aquivalenzrelation auf M ist.
Beschreiben Sie die Aquivalenzklassen [(1,1)] und [(3,1)].
Definieren Sie die Addition von Aquivalenzklassen durch

[(a,b)] + [(¢,d)] :==[(a + ¢, b+ d)]

Zeigen Sie, daf diese Addition wohldefiniert ist, d.h. unabhéngig von den
gewahlten Repriasentanten der Aquivalenzklassen ist.

Zeigen Sie [(a,b)] + (2, 2)] = [(a, )] und [(2,5)] + [(7,5)] = [(1,2)]
Kennen Sie die Menge der Aquivalenzklassen M/ ~ unter anderem Namen?

Losung:

1.

2.

3.

Reflexivitét:

(a,b) ~ (a,b) V(a,b) € M, denn a+b=a +b.

Symmetrie:

Fir (a,b), (c,d) € M gilt:

(a,b) ~ (c,d) a+d=b+cebt+c=a+d< (¢,d) ~ (a,b)
Transitivitat:

Seien (a,b),(¢,d),(g,h) € M mit
(a,b) ~ (¢,d) und (c,d) ~ (g,h)
dh. a+d=b+cund c+ h =d+ g. Addieren liefert
a+d+c+h=b+c+d+g

also
a+h=0+g

d.h. (a,b) ~ (g, h).
Wir haben

[(1,1)] ={(a,b) e M |a+1=b+1} = {(a,a) | a € N}
(3, 1)] = {(a,b) € M |a+1=b+3} = {(b+2,0) | be N}

Wegen der Symmetrie geniigt es zu zeigen: Sind (a,b), (¢,d), (g,h) € M mit
[(e,d)] = [(g,h)], also ¢+ h = d + g, dann gilt

[(a+c,b+d)] =[(a+g,b+h)
Dies ist richtig, denn

(a+c)+(b+h)=a+b+(c+h)=a+b+(d+g)=(0b+d)+ (a+g)



4. Wir haben

[(a,0)] +[(2,2)] = [(a +2,b+2)]
={(c,d)eM|c+b+2=a+2+d}
= {(c,d) e M |c+b=a+d}
= [(a, )]

und
[(2,5)] + [(7,5)] = [(9,10)]
={(c,d) € M | c+10 =9 +d}
—{(c.d)eM|c+2=1+d}
= [(1,2)]

5. Betrachte die Abbildung

a ist wohldefiniert:

Ist (¢, d) € [(a,b)], dann gilt ¢ —d = a — b.

« ist surjektiv:

Sein € Z. Ist n > 0, dann ist n = a([(n,0)]). Ist n < 0, dann ist n =

a ([0, =n)]).
« ist injektiv:
Seien (a,b) , (¢,d) € M mit

a([(a,)]) = a([(c,d)])
also a — b =c—d. Dann ist
at+d=c+b

also
[(a,b)] = [(c, d),

Die bijektive Abbildung « respektiert die Addition:

a([(a,0)] + [, )]) = a([(a + ¢, b+ d)])

;(a+d (b+d)
=(a—=b)+(c—d)
= a([(a,0)]) + a([(c,d)])



(b) Betrachten Sie die Menge M := R?\ {(0,0)}, d.h. die Menge aller Punkte der
reellen Ebene ohne den 0-Punkt.

Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf M x M durch (z,y) ~ (z,3) genau
dann, wenn es eine Gerade durch den Nullpunkt (0,0) € R? gibt, auf der sowohl
der Punkt (z,y) als auch der Punkt (z’,7/) liegen.

1.
2.

Zeigen Sie, daB dies tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.

Finden Sie eine geometrische Darstellung der Menge der Aquivalenzklassen
M/ ~ indem Sie in jeder Aquivalenzklasse einen geeigneten Reprisentanten
wéahlen.

Losung:

1.

Reflexivitat:

(z,y) ~ (x,y), denn jeder Punkt liegt auf einer Geraden durch den 0-Punkt.
Symmetrie:

Die Definition von ~ ist symmetrisch in (z,y) und (z/, /).

Transitivitat:

Seien (z,y), (¢',y') € M. Es ist

(z,y) ~ (2", y) & 3t € Ry mit (z,y) =t-(2,y)
Seien nun (z,y), (z',y'), (z",y") € M mit
(z,y) ~ (2", y) und (2',3/) ~ (2", 9")
d.h. gibt es s,t € Ry mit (z,y) =t- (2/,y') und (2/,y') = s(2”,y”). Dann

1t
(z,y) = (- s5)- («"9")
d.h. (x,y) ~ (2", y").

. Wir zeigen: Fir

ist die Abbildung

a: M/~ — K

[(z,y)]NK firz#0
[(z,9)] — { (%,O) fiir$:O}

bijektiv. Ist x # 0, dann hat die punktierte Gerade [(z,y)] genau einen
Schnittpunkt mit &, den wir als Bildpunkt von [(x,y)] unter a nehmen. Fiir
x = 01ist [(z,y)] tangential an K im Punkt (0,0), den wir dann als Bildpunkt
von [(z,y)] unter o definieren.



Um den Bildpunkt von

[(ﬂf,y)] :{t'(xay)’t€R7 t#O}

explizit zu berechnen, miissen wir

1 1\° )
=tz == t-
: ( x 2) +(t-y)
=t (2?4 ) —a-t+ -
also
t-(t-(®+y*) —2) =0
nach t losen und erhalten wegen ¢ # 0, die Losung

X
(22 +y?)

und damit den gesuchten Schnittpunkt:
a: M/~ — K
22 z
[(z,y)] — <($2+y2)7 (m2—Ey2)>

Wir rechnen noch anhand dieser Formel explizit nach, dal « wohldefiniert,
surjektiv und injektiv ist:
e Wohldefiniertheit:
Seien (z,y),(x',y") € M mit [(z,y)] = [(«/,y')]. Dann 3t # 0 mit
(2',y') =t - (x,y) und kiirzen von t? liefert

(tz)? txty _ ( x? xy )
((t2)* + (ty)?) " ((t)? + (ty)?) (22 +12) (2% +?)



e Injektivitat:
Seien (z,y), (2',y") € M mit a ([(z,y)]) = (u,v) = a ([(z",y")]). Ist u #0,
dann ist z, 2’ # 0 und

y_v_Y
r u 7
also [(z,y)] = [(«/,¢")]. Ist v = 0, dann muf auch z = 2’ = 0 sein, also
[(07 y)] = [(07 yl)]
e Surjektivitat:
Sei (z,y) € K. Es gilt dann
r =%+

Fir z # 0 ist also

e = (v i ) = )

(22 +y%) "7 (% + o2

Fiir x = 0 haben wir auch y = 0 und
(0,0) = a ([0, v])
fiir jedes v # 0.

3. Sei M eine unendliche Menge. Zeigen Sie:

(a)

Es gibt keine surjektive Abbildung ¢ : M — 2M.
Losung:
Angenommen wir haben eine surjektive Abbildung ¢ : M — 2M. Wir betrachten
D:={meM|mé¢e(m)}
D C M, also D € 2 und ¢ ist nach Annahme surjektiv =
daeM:p(a)=D
Istae D= a¢ p(a) =D ein Widerspruch.
Ista¢ D=y(a) = a€ D ein Widerspruch.
Es gibt keine injektive Abbildung 1 : 24 — M.
Losung:

Angenommen wir haben eine injektive Abbildung ¢ : 2 — M. Fiir m € M ist
dann =1 (m) ein Element von 2. Wir betrachten

A={mey(2") Im¢y " (m)}
AC M, also A€ 2M. Sei
b (4)
Da 1 injektiv ist, gilt
() =A
Istbe A= b¢ ' (b) = A ein Widerspruch.
Istbg A==t (b) = be A ein Widerspruch.



4. Losen Sie folgende simultane Kongruenzen:

(1) x=5mod6
(2) z=8modl15
(3) 2 =3mod10

Losung:

Wir verwenden:
A Seien a,b € Z und n,m € Z~o. Dann sind die simultanen Kongruenzen

x =amodn (I)

z = bmodm

genau dann l6sbar wenn
a = bmod ggT (n,m)

Die Losung ist eindeutig modulo dem kgV (n, m).
Sei d := ggT (n,m) und k € Z mit

a=b+k-d
und schreiben wir mit u,v € Z
d=u-n+v-m
dann sind die Losungen der simultanen Kongruenzen (/) genau die x mit
r=(a—k-u-n)modkgV (n,m)

B Haben wir nun 3 (oder auch mehr) Kongruenzen

(1)
(2)
(3)

mit ay, as, as € Z und nq,no, ng € Z~q gegeben, dann gilt:

a1 mod nq
ay mod noy
asmod ns

B8 R
11l

{ g; }(:) (1Y x=ymodkgV (ny,ns)
(3) (3) x=azmodng

&z = zmod kgV (ny,ng, ns)
wobei wir y und die 1. Aquivalenz durch Anwendung von (A) auf (1) und (2) und
z und die 2. Aquivalenz durch Anwendung von (A) auf (1) und (3) erhalten.

Losen wir nun zunachst die Kongruenzen

(1) x=5mod6
(2) = =8modl15

8



In der Losungsformel (A) ist

a=5 n=~6
b=8 m=15

d=ggT (6,15) =3
kgV (6,15) = 30

Wir schreiben
a=5=8+(-1)-3=b+k-d

und mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus

Dann ist
a—k-u-n=5—-(-1)-(-2)-6=-7

und somit die Lésungen von (1) und (2) genau die x mit

= 23 mod 30

SchlieBlich 16sen wir die simultanen Kongruenzen

(1) z=23mod30
(2) x=3mod10

und sehen sofort, daf§ die Losungen genau die x sind mit
r = 23mod 30

Wir kénnen dies auch nochmals mit (A) nachrechnen:

a=23 n=90
b=3 m=10
d = ggT (30,10) = 10
kgV (10,30) = 30
wir schreiben
d=10=0-90+1-10=u-n+v-m

und erhalten
a—k-u-n=23



