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1. Bestimmen Sie samtliche Untergruppen der S; mit Hilfe des Tetraeders (Typ der
Untergruppe und die Anzahl der Untergruppen der gleichen Art)

1

Losung:
Aufgrund der Gruppenordnung 24 = 23 -3 kann die S; Untergruppen der Ordnung
1,2,3,4,6,8,12,24 haben. Tatsachlich hat die S; folgende Typen von Untergruppen

(Wir geben zu jedem Typ einen Reprisentanten an, dessen Elemente und (i.A. nicht
eindeutige) Erzeuger):

|G| Bez. Typ gegeben durch Reprasentant G Erzeuger Anz.
24 S, Sy (1,2),(1,2,3,4) 1
12 Ay Ay (1,2)(3,4),(2,3,4) 1
(i, (3,4),(1,2), (1,4) (2.9), (1, 3) (2. 4).
8 D (1,3,2,4),(1,2)(3,4),(1,4,2,3)} (3,4),(1,3,2,4) 3
6 Ss {id, (2,3),(3,4),(2,4),(2,3,4),(2,4,3)} (3,4),(2,3,4) 4
4 Zo X Zo {id,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} (1,2)(3,4),(1,3)(2,4) 1
4 K {id, (1,2),(3,4),(1,2)(3,4)} (1,2),(3,4) 3
4 Z, {id, (1,3,2,4),(1,2) (3,4),(1,4,2,3)} (1,3,2,4) 3
3 Zs {id, (2,3,4),(2,4,3)} (2,3,4) 4
2 Lo {id, (3,4)} (3,4) 6
2 Lo {id, (1,2) (3,4)} (1,2) (3,4) 3
1 {id} 1d 1




#Typ
|G|

24 S

12 A

1 1 (1)

Dabei bemerken wir:

e A, ist die Untergruppe der Drehungen

e Dy = Stab (L) fiir die Operation von Sy auf der Menge der Kantenmittendiago-
nalen und L ein Element dieser Menge. Da der Tetraeder 3 Kantenmittendiago-
nalen hat, gibt es 3 Untergruppen vom Typ Dj,.

e S3 = Stab(FEcke). Da der Tetraeder 4 Ecken hat, gibt es 4 Untergruppen vom
Typ Ss.

o 7y X Ly = AyN Dy (also 3 Untergruppen von diesem Typ)

o K =), Stab(x) fiir eine Kantenmittendiagonale L (also 3 Untergruppen von
diesem Typ). Es gilt K = Zy X Z,.

e Fiir die Zs der Drehungen um 120° bzw. 240° gilt Z3s = S3 N Ay

Wir kennen schon alle zyklischen Untergruppen von der Interpretation der Sy als Sym-
metriegruppe des Tetraeders:



(a) Die 3 Drehungen um 180° um Kantenmittendiagonalen, z.B. (1,2) (3,4)

‘) |
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erzeugen 3 zyklische Unterguppen der Ordnung 2.
(b) Die 6 Spiegelungen z.B. (3,4)
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erzeugen 6 zyklische Untergruppen der Ordnung 2.
(c) Die 8 Drehungen um 120° bzw. 240° z.B. (2, 3,4)
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erzeugen 4 zyklische Untergruppen der Ordnung 3, die den 4 Drehachsen entsprechen.
(d) Die 6 Drehspiegelungen um 90° bzw. 270° z.B. (1,2, 3,4)

/

erzeugen 3 zyklische Untergruppen der Ordnung 4, die jeweils eine der 3 Drehun-
gen aus (a) enthalten.



Wir zeigen nun, dafl die Tabelle vollstandig ist:

Beh. 1 Sind «, 3-Zykel und 8 ¢ (a) (d.h. «,8 Drehungen um 120° oder 240° um
verschiedene Achsen) dann ist («, 3) = Ay.

Ist « ein 3-Zykel und f ein (2,2)-Zykel (d.h. a Drehung um 120° oder 240° und
( Drehung um 180°), dann ist (o, 5) = Ay.

Z]2 x 72 (die Gruppe der Drehungen um 180°) ist die einzige nichtzyklische
echte Untergruppe der Aj.

Beh. 2 Ist « ein 3-Zykel und (o) C G (d.h. G enthélt eine Drehung um 120° oder 240°)
und G ¢ Ay, dann ist G = S3 oder G = 5,.

Beh. 3 Ist |G| =4 und G enthélt eine Transposition (Spiegelung), dann ist G = K.
Ist |G| = 8, dann ist G = Dy.
Satz Die obige Tabelle ist vollstandig.

Bew. Satz:

Die Tabelle enthélt alle zyklischen Untergruppen der Sj.

Die Tabelle enthélt alle nichtzyklischen Untergruppen der Sy, denn:
Beh. 1 gibt die nichtzyklischen Untergruppen der Ay.

Beh. 2 gibt alle anderen nichtzyklischen Untergruppen, deren Ordnung durch 3 teilbar
ist.

Beh. 3 gibt die nichtzyklischen Untergruppen, deren Ordnung eine 2er-Potenz ist.
Bew. Beh. 1:
e Wegen sign (o) = 1 und sign () haben wir (o, ) C Ay. Wegen 5 ¢ (a)

=1
sind die 3 Nebenklassen (), 3 {a), 32 («) disjunkt, also [{«, 3)] > 9. Es muB also
schon («, 5) = Ay gelten.

e OFE konnen wir annehmen, dafl o = (1,2,3) und 3 = (1,2) (3,4). 0 := faf =
(1,4,2) ist dann vom Typ (3) und (o) N (0) = {id}. Wir konnen nun den 1.
Teilaussage auf a und 6 anwenden.

Bew. Beh. 2:
OE gehe die Drehachse von « durch die Ecke 1 und o = (1,2, 3).

e Stabilisieren alle Elemente von G die Ecke 1, dann ist G = Ss.

e Anderenfalls 35 € G, § ¢ Stab(1). Wegen

BStab (x) B~ = Stab (3 (z))

ist 0 := BafB~! € Stab(B(1)). Wir wenden nun auf 8 und 6 Beh. 1 an und
bekommen Ay = (3,d) C G. Wegen G ¢ Ay gilt also schon G' = S,.

Bew. Beh. 3:



e OE konnen wir schreiben G = {id, (1,2),a,5}. Wegen |G| = 4 ist |o| =
|B] = 2 (denn keine zyklische Untergruppe der Ordnung 4 enthélt (1,2)). Es
sind (1,3),(1,4),(2,3),(2,4) ¢ G, denn z.B. (1,2) (1,3) = (1,3,2). AuBerdem
(1,3)(2,4),(1,4) (2,3) ¢ G, denn z.B. (1,3)(2,4) (1,2) = (1,4,2,3). Damit ist
G ={id,(1,2),(3,4),(1,2) (3,4)}.

e (7 enthalt hochstens 2 Transpositionen, denn anderenfalls einen 3-Zykel, also muf

G wegen |G| = 8 einen 4-Zykel a (OE (1,3,2,4)) enthalten (sonst hitte G mit
den (2,2)-Zykeln maximal 1+ 2 + 3 < 8 Elemente), also enthélt G

i, (1,3,2,4),(1,4,2,3),(1,2) (3,4)

Angenommen G enthélt einen weiteren 4-Zykel 8 mit 5 ¢ (a) (d.h. eine weitere
Drehspiegelung um einen andere Achse), dann enthélt G einen 3-Zykel. Wider-
spruch.

Damit mu G eine Transposition enthalten (sonst hitte G maximal 1 +3+2 < 8
Elemente). Es kommen nur (1,2) oder (3,4) in Frage sonst hétten wir wieder
einen 3-Zykel. Damit liegen aber auch (1,4) (2,3) = (1,3,2,4) (1,2) und ebenso
(1,3)(2,4) in G.

Insgesamt hat also G die Elemente

id, (1,2),(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3),(1,3,2,4),(1,4,2,3), (1,2) (3,4)

und damit G = D,.



2. Zeigen Sie:

Ist G eine Gruppe der Ordnung p'-m, wobei p eine Primzahl ist, die nicht m teilt, und
[ > 1, dann hat G eine Untergruppe der Ordnung p'.

Losung:

(a) Wir zeigen zunéchst:
Ist n =p'-m mit [ > 1 und p fm, dann gilt p X( )

n
pl

() -1 (5=

und in jedem Faktor j = p®- k mit p fk. Da j < p' gilt @ < [ und somit

Beweis:

Wir schreiben

Pl (n—j) und p?| (p' = j)
aber p™ J(n — j) denn sonst pl|k.
(b) G operiert auf 2¢ durch Linksmultiplikation:
Gx2¢ — 2¢
(9, U) +— gU
Fiir jedes U € 29 gilt |Stab (U)] | |U|.

Beweis:
Wir haben eine Zerlegung in Bahnen

¢
U= UStab(U)~gj

j=1

also
t

Ul =) [Stab(U) - gj]
j=1

Die Bahnen Stab(U) - g; sind Rechtsnebenklassen, also alle gleichméchtig mit
|Stab (U)| Elementen, also |U| = |Stab (U)| - t.

(c) Sei nun
X :={Me2°| M| =p}

Die Operation von G auf 2¢ schrinkt sich auf X ein. Wir zerlegen X beziiglich
der Operation von G in Bahnen By, ..., B, und haben

T

X1 =) 1Bl

J=1

Da | X| = (;) liefert (a.), daB p f|X| und somit muf es ein j, geben mit p [|Bj,|.
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Sei nun U € Bj, ein Element der Bahn By, also |U| = p'. Nach (b.) gilt
|Stab (U)| | [U] = p'
Die Bahnenformel liefert
p'm = |G| =|Stab(U)] - | By,|

Da p f|B;,| muss schon
|Stab (U)| = p'

gelten und Stab (U) ist die gesuchte Untergruppe.

3. Zeigen Sie:
Sind a,b € Z mit a,b > 1 und ggT (a,b) = 1. Dann gilt

Z/(a-b)=7Z/axZ]b

Losung:

Wir zeigen, dafl die natiirliche Abbildung

o: Z/(a-b

— Z/a X Z/b
—  (zmod a,zmodb)
ein Gruppenisomorphismus ist.

e & ist ein Gruppenhomomorphismus denn

O (1 4+ x2) = ((21 + 22) mod a, (1 + x3) mod b)
= (r1 mod a, 1 mod b) + (9 mod a, x5 mod b)
P (21) + P (x2)

e & ist bijektiv:
Sei (m,m) € ZJ/a x Z/b. Der Chinesische Restsatz sagt, dafi die simultanen

Kongruenzen
z =nmoda
z = mmodb

modulo a - b genau 1 Losung haben.



4. Sei

o 2 o _ . . _ . .
G, = <31, e Sno1 | 8] =€, s;55 = s;s; falls [i — 7] > 2, s;8i118 = si+1sisi+1Vz,j>

Zeigen Sie
Gn =5,
Losung:
Wir zeigen, daf§ die Abbildung
Sh

ein Gruppenisomorphismus ist:

e f ist wohldefiniert und setzt sich zu einem Gruppenhomomorphismus fort, da die
Transpositionen (7,7 + 1) die Relationen in G,, erfiillen.

e [ ist surjektiv, denn S, = ((1,2),...,(n — 1,n)), da es geniigt benachbarte Ele-
mente zu vertauschen, um alle Permutationen zu erreichen.

e Fiir die Injektivitit, zeigen wir |G,,| < n!, indem wir Normalformen zahlen:

Idee fir die Normalform:

Sei 0 € S, mit o () = n. Also kénnen wir n um ¢t = n — z Positionen nach links
bewegen vermoge

n—1,n) .- (r,e+1)=Mnn—-1,..,2)=(n,n—1,..,n—1t)

Dann ist
t

0:0’.H(n—i,n—i+1) mit o’ € S,
i=1
Wir zeigen die entsprechende Aussage in G:

Sei G,,_1 — G,, der Gruppenhomomorphismus, dessen Bild die von s1, ..., s,_o erzeugte
Untergruppe ist und sei G/, _; dieses Bild. Zunéchst zeigen wir mit vollstandiger In-
duktion nach n die Aussage

A (n): Jedes Element g € G, hat eine Darstellung der Form
g=4g - H;Zl Sp—; mit g € G,,_yund t € {0,....,n—1} (*)

Dabei ist definiert Hle Sp—j = Sp—1 " ... Sp—j und H?:l Sp_j 1= €.
Der Induktionsanfang n = 2 ist klar.
Induktionsschritt n — 1 +— n:

Sei g € G,,. Ist ¢ € G!_,, dann setzen wir ¢’ := g. Ist ¢ ¢ G’ _,, dann zeigen wir
zunachst mit Induktion nach der Anzahl k des Auftretens von s,_; in g die Aussage



B (k): g hat eine Darstellung der Form

: /
g=1u-S,—1-vmituveqG,

Induktionsanfang k = 1 ist o.k.
Induktionsschritt k — 1 — k:

g enthalt £ > 2 mal s,_;, also konnen wir schreiben ¢ = a - s,_1 -0 5,1 - ¢ mit
a,b € G, _; und ¢ € G,, und bekommen durch Anwenden von A (n — 1) auf ein Urbild
von b mit einem ¢” € GJ,_, fiirt > 1

t
- "
g=a-sp1-\|9 - Sn—1—j | " Sn—-1"C
j=1
t
o "
= (a g9 ) *Sn—1°Sp—2 " Sn—1" Sp—1—j5° C

=2

t
I
=(a-9") Sn—2Sp—1-5p—2" (I | Sn—1—j ° C>

Jj=2

wobel wir im 2. Schritt die Relationen s;s; = s;s; falls |[¢ — j| > 2 und im 3. Schritt
die Relation s, 1 - S,_2-Sp_1 = Sp_2 - Sp_1 - Sp_o verwendet haben. Diese Darstellung
enthalt ein s,,_; weniger als die urspriingliche, sodafl wir die Induktionsvoraussetzung
B (k — 1) anwenden konnen. Fiir ¢ = 0 konnen wir wegen s?_; = e auch die Induk-
tionsvoraussetzung B (k — 1) anwenden.

Wir haben also nun eine Darstellung g = u - 5,1 - v mit u,v € G),_;. Anwendung
der Induktionsvoraussetzung A (n — 1) auf v liefert mit einem ¢” € G/ _, und ¥ €
{0,...,n — 2}

t t+1
o _ " . "
g=U"Sp1"V=U"Sp—1" |G - Sp—1—5 | =U-g - Sn—j
Jj=1

it
j —g

/

wobei wir im letzten Schritt wieder die Relationen s;s; = s;s; fiir |i — j| > 2 verwendet
haben.

SchlieBlich zeigen wir mit Induktion nach n, da8 |G,,| < n! ist:
Induktionsanfang n = 2: |Gy| = 2.

Induktionssschritt n—1 — n: In der Darstellung (*) haben wir nach Induktionsvoraus-
setzung hochstens (n — 1)! Moglichkeiten fiir ¢ und n Méglichkeiten in dem Produkt.



5. Bestimmen Sie die Symmetriegruppen W, O, D und I von Wiirfel, Oktaeder, Do-

dekaeder und Ikosaeder:
7
Q g
Hinweise:

- Ermitteln Sie zunéchst die Gruppenordnung.

- Beachten Sie:

und so weiter.
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Losung:
Wir bestimmen zunachst die Gruppenordnung von O bzw. D:
Dazu zerlegen wir alle Seiten des Oktaeders (bzw. Dodekaeders) wie folgt in Dreiecke:

Die Bahn jedes Punktes p im Inneren eines Dreiecks besteht aus 8- 6 bzw. 12 .10 Punk-
ten. Andererseits ist der Stabilisator von p trivial, denn mit p ist die néchstliegende Ecke,
Kantenmitte und Seitenmitte bestimmt und damit die Lage des Platonischen Korpers. Die
Bahnenformel liefert dann

G = |G- p| = 48  fiir den Oktaeder
n PI=19 120 fiir den Dodekaeder

Wir konstruieren nun jeweils Gruppenordnung viele verschiedene Elemente von O bzw. D.
Dazu betrachten wir die Eckendiagonalen, Kantenmittendiagonalen und Seitenmittendiago-
nalen. Zu jeder dieser Achsen A haben wir genau eine dazu senkrechte Mittenebene S. Wir
zéahlen nun die Drehungen um A und die Drehspiegelungen bzgl. A und S. Drehspiegelungen
um 0° sind Spiegelungen.

e [iir den Oktaeder haben wir:

— Die Identitat «d
— Die Punktsymmetrie am Ursprung.

— Eckendiagonalen:

Der Oktaeder hat 6 Ecken, also 3 Eckendiagonalen. Um diese haben wir jeweils
nichttriviale Drehungen um 90°, 180° und 270°. Drehspiegelungen haben wir um
0°, 90°, 180° und 270°.

Die Drehspiegelungen um 180° sind alle identsch zur Punktsymmetrie am Ur-
sprung.

Damit bekommen wir 3-3 Drehungen (90°, 180°, 270°) und 3 -3 Drehspiegelungen
(0°, 90°, 270°).
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— Kantenmittendiagonalen:

Der Oktaeder hat 12 Kanten, also 6 Kantenmittendiagonalen. Um diese haben
wir nichttriviale Drehungen um 180° und Drehspiegelungen um 0° und 180°.

Die Drehspiegelungen um 180° sind wieder alle identisch zu der Punktsymmetrie.
Damit bekommen wir 6 Drehungen (180°) und 6 Drehspiegelungen (0°).

— Seitenmittendiagonalen:

Der Oktaeder hat 8 Seiten, also 4 Seitenmittendiagonalen. Um diese haben wir
nichttriviale Drehungen um 120° und 240° und Drehspieglungen um 60°, 180° und
300°.

Die Drehspiegelungen um 180° sind wieder alle identisch zu der Punktsymmetrie.

Damit bekommen wir 4 - 2 Drehungen (120°, 240°) und 4 - 2 Drehspiegelungen
(60°, 300°).

Insgesamt haben wir

Drehungen: 1+3-3+6+4-2
Drehspiegelungen: + 1+3-3+6+4-2
=48

Gruppenelemente konstruiert und damit alle, denn: Diese Symmetrien sind alle ver-
schieden, da 2 Drehungen mit verschiedenen Drehachsen verschieden sind. Ebenso
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sind 2 Drehspiegelungen mit verschiedenen Drehachsen (und somit Spiegelebenen) ver-
schieden, wenn durch die Drehspieglung die Drehachse eindeutig festgelegt ist. Um
dies zu sehen betrachtet man das Quadrat der Drehspieglung. Dies ist genau dann
die Identitdat, wenn die Drehspiegelung die Punktsymmetrie war, anderenfalls ist es
eine Drehung, die die Drehachse eindeutig festlegt. Bem.: Indem man die Ecken num-
meriert, kann man die Gruppenelemente als Elemente der Sg betrachten und so rein
mechanisch nachpriifen, daf alle verschieden sind.

e [iir den Dodekaeder haben wir:

— Die Identitat «d
— Die Punktsymmetrie am Ursprung.

— Eckendiagonalen:

Der Dodekaeder hat 20 Ecken, also 10 Eckendiagonalen. Um diese haben wir
jeweils nichttriviale Drehungen um 120° und 240°. Drehspiegelungen haben wir
um 60°, 180° und 300°.

Die Drehspiegelungen um 180° sind alle identsch zur Punktsymmetrie am Ur-
sprung.

Damit bekommen wir 10 - 2 Drehungen (120°, 240°) und 10 - 2 Drehspiegelungen
(60°, 300°).

— Kantenmittendiagonalen:
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Der Dodekaeder hat 30 Kanten, also 15 Kantenmittendiagonalen. Um diese haben
wir nichttriviale Drehungen um 180° und Drehspiegelungen um 0° und 180°.

Die Drehspiegelungen um 180° sind wieder alle identisch zu der Punktsymmetrie.
Damit bekommen wir 15 Drehungen (180°) und 15 Drehspiegelungen (0°).

— Seitenmittendiagonalen:

Der Dodekaeder hat 12 Seiten, also 6 Seitenmittendiagonalen. Um diese haben wir
nichttriviale Drehungen um k- % = k-72° fir k = 1,2, 3,4 und Drehspieglungen
um (2k + 1) - 36° fiir £ =0,1,2,3,4.

Die Drehspiegelungen um 180° (k = 2) sind wieder alle identisch zu der Punkt-
symmetrie.

Damit bekommen wir 6-4 Drehungen (72°, 144°, 216°, 288°) und 6-4 Drehspiegelun-
gen (36°, 108°, 252°, 324°).

Insgesamt haben wir

Drehungen: 1+10-2+15+6-4
Drehspiegelungen: + 1+10-2415+4+6-4
=120

Gruppenelemente konstruiert und damit alle.

Schliefllich bemerken wir:

Die Seitenmitten eines Oktaeders (Icosaeders) sind die Ecken eines Wiirfels (Dodekaed-
ers). Umgekehrt sind die Seitenmitten eines Wiirfels (Dodekaders) die Ecken eines
Oktaeders (Icosaeders). Deshalb haben Wiirfel (Dodekader) und Oktaeder (Icosaeder)
die selbe Symmetrie, d.h. wenn der eine in sich selbst transformiert wird, dann auch
der andere. Damit sind

1%

o=w
=D
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