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1. Sei die Fibonacci-Folge (a,,),, oy definiert durch (ag,a;) := (0,1) und
Ont1 = Qp + Qp—1

Zeigen Sie
n+1

Losung:

Aus der Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Folge folgt

An4-2 Anp+1 + ay, anp, 1
Lnt1 = = =1+ =14 —
An+41 (41 An+41 T,

Wir zeigen, daf x,, eine Cauchy-Folge und damit konvergent ist. Dazu:

e Zeige mit vollst. Induktion nach j, daf3 % <z; <2firalle j > 3.
Induktionsanfang j = 3: Es gilt 3 =23 < 2.

Induktionsschritt j — 1 — 7:

Nach Induktionsvoraussetzung ist % < xj_1 <2, also gilt fiir ; =1+ x,1 -
o

1 2

o Zeige |xj41 — x| < (3) oy — 1] fir alle j > 4:

Es ist
1 1 Tj— Tj—1
ZEj+1 — ZEj = — — = —
Z; Tj—1 XTj-Tj-1
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e Zeige mit vollst. Induktion |z,41 — z;| < (%)j fir alle j > 4:

Induktionsanfang j = 4: Es gilt |z5 — x4| = ’% — g = %5 < % = (%)3.
. . . . 4 v 4\J
Induktionsschritt j — 1 — j: |zj1 — 5] < (5) lz; — 2521 < (3)”
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mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe Y ) _, 2% =

_9
5

1z+1
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Sei nun z der Grenzwert von (z,) Bilden wir den Grenzwert der linken und

TZENZI
rechten Seite der Rekursionsgleichung x,,1 = 1 + i erhalten wir da = > % > 0 die
Gleichung z =1 + % d.h.

?—r—1=0

die die beiden Losungen % hat, also

. Zeigen Sie:

Fiir die Fibonacci-Folge (ay,),, oy gilt

C(1evB\ 1 [1-vB\" 1
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Losung:

Seien

B
B

o =

1 —
+2 und 3 = 5

die beiden Losungen der Gleichung 22 — x — 1 = 0. Wir zeigen mit vollst. Induktion
nach n € N, da8 a,, = % (o™ — G"™):

Induktionsanfang n = 0 und n = 1: Es gilt



Induktionsschritt von n und n + 1 auf n + 2:

Sei die Formel fiir n und n + 1 mit n > 1 gezeigt. Es gilt dann

1
Opio = Qpy1 + Qp = (O&n+1—ﬁn+1>—f——(an—ﬂn)
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— (an—l—l + o — ﬁn—l—l - ﬁn)
= (@ @+ 1) = 7" (+1))
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3. Fiir n € N definieren wir die Folgen

an = Vn + 1000 — \/n

bn:\/n—i-\/_—\/ﬁ

n
Cp =4 /N + 1000 Vn
Zeigen Sie:
Fir 1 <n <1000 000 gilt a,, > b, > c,, jedoch
il =0
1
it =3
Jim e = o0

Losung:

e Zeige fiir 1 <n <1000 000 gilt b,, < a,:
Fiir n < 1 000 000 gilt v/n < 1000, also n + v/n < n + 1000, also m <
Vn £ 1000, also b, = \/n + v/n — v/n < v/n+ 1000 — v/ = ay.
e Zeige fiir 1 < mn < 1 000 000 gilt ¢, < by,:
Fiir n < 1 000 000 gilt y/n < 1000, also 1555 < /1, also n + 55 < 1+ /n, also
60 =TT < /T g = b,.
e Es gilt
a, = v/n + 1000 — \/n
(v 1000 — /) (v T000 + /)

Vi + 1000 + /n
1000

~ V/n+ 1000 + /n

also lim,,_, a,, =0



o Es gilt

b, = \/n+vn—n
(vt v = va) (Vat va+ Vi)
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Mit v1+2z <1+ %x folgt weiter

> b, >

N —

1
1+3=+1 243

also lim,,_,. b, =

e Es gilt
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also lim,,_,, ¢, = 00, d.h. ¢, wachst unbeschrankt.

4. Berechnen Sie den Limes der Folge (ay),, oy, die definiert ist durch ag := 1 und
Apy1 = V 1+a,

Losung:

Fiir die Konvergenz zeigen wir, dal a,, beschrankt und monoton ist:

e Zeige mit vollst. Induktion a, < a,,; fiir alle n € N:
Induktionsanfang n = 0: Es gilt ag =1 < V2 = a;.
Induktionsschritt n — 1 — n:

Nach Induktionsvoraussetzung gilt a,,_1 < a,, also 1 + a,_1 < 1+ a,, also

Ay = \/1 +a,-1 < \/1 + anp = apy1



e Zeige mit vollst. Induktion a,, < 2 fiir alle n € N:
Induktionsanfang n = 0: Es gilt ag =1 < 2.
Induktionsschritt n — 1 +— n:

Nach Induktionsvoraussetzung gilt a,,_; < 2, also 1 +a,,_; < 3, also

an:\/1+an,1§\/§<2

Sei a € R die relle Zahl, gegen die die Folge (a,),,oy konvergiert. Fiir alle n gilt
tpp =1+ay,

Bilden wir den Grenzwert der linken und rechten Seite der Gleichung erhalten wir
folgende Gleichung a
a=1+a

die die beiden Losungen

1+v5

hat. Da a > 1 muf3 gelten

. Sei # € R und die Folge (ay (2)),cy definiert durch
an () :=n-x— |n-z|
Zeigen Sie:

o Ist x € Q, dann hat (a, (7)), nur endlich viele Haufungspunkte.

o Ist x ¢ Q, dann ist jeder Punkt von [0, 1] Haufungspunkt der Folge (a,, ()),,cy-
Losung:

e Seiz =% € Qmit p €Zund g € N>y Dann konnen wir jedes a, () schreiben

als
Zn

q
mit z, € N. Da 0 < a,(z) < 1 gilt fir die z,, da 0 < z, < ¢. Wir haben
also gezeigt, dafl a,, () nur endlich viele verschiedene Werte annehmen kann und
damit auch nur endlich viele Haufungspunkte haben kann.

e Sei nun x ¢ R\Q.

(a) Zeige zunéchst a, (x) # a, (x) fir alle n # m:
Wéren- -z — [n-x| =a,(z) =a, () =m- -z — |m-z| fir n # m, dann

an (z) =

(n—m)-x=|n-xz|+|m-z|] €Z

also x € Q, ein Widerspruch.



(b)

Sei e > 0 und |z| < €. Zeige: Fiir alle a € [0,1] und alle N € N gibt es ein
n > N mit |a —a, (2)] < e.

Beweis:

Da |z| < e partitionieren die Zahlen ay (), ...,ap () mit M := N + [ﬁw
das Intervall [0, 1] in Teilintervalle der Lange kleiner e.

Sei ¢ > 0. Zeige: Fiir alle a € [0,1] und alle N € N gibt es ein n > N mit
la —a, (z)| <e.

Beweis:

Die Folge (an (2)),cy hat nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine kon-
vergente Teilfolge und damit gibt es Ny, k € N mit |any+x () — an, ()] < .
Betrachte

§ = angk (T) — an, ()
= (No+k)-z—|[(No+k) -z] —Ny-xz+ |No-z]
= k-x—([(No+k) x| —[No-z])

(.

-~

=:N1€7Z
Damit ist |£| < € und auBerdem
Amr () =m-k-x—|m-k-z|
=m-(§+ Ny) = |[m- (E+ N))
=m-§{+m-Ny—|m-&{l—m- N,
=m-§—|m-&| = am ()

Da ¢ # 0 nach (a), kénnen wir (b) auf a,, (€) und die Schranke [ 4] anwenden
und erhalten ein m > [&] mit [a — a, (§)| < e. Es gilt dann
@ = an (2)] = |a = @y (2)] = [a —am (§)] <€

firn:=m-k>N.
Mit (¢) konnen wir nun eine Teilfolge von (a,, (7))
a konvergiert.
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