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1. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

(
(

a) lim,\ oz”

CoOsS T

(¢) limg o

)

b) lim,\ o (Inz)"
)

(d) limg_o Sk (a,b) mit a,b € Ryg, k € R und

ko pk\ F
Sk(a7b>: <a ;_b )

Losung:

(c) Wir haben |%‘ < i und damit lim,_ “2* = 0.
Im folgenden bezeichne (k) die Anwendung der Regel von I’'Hospital.

(b) Behauptung

i%x(lnx) =0

fiir alle n € Z. Fiir n < 0 ist die Aussage klar. Beweis mit vollst. Induktion fiir
n e Nzol
Induktionsanfang n = 0: Ist auch klar.
Induktionsschritt n — 1 +— n:
n—1 1V

l n
limz (Inz)" = lim (nz)” _ T : =—nlimz(Inz)""" =0
N0 z\0 = z\,0 p z\,0 == z\0

Plot zln z:
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(a) Mit (b) und der Stetigkeit der exp-Funktion

lim 2% = lim e:cln(z) _ ehmz\oxln(w) — 60 -1

z\0 N0
Plot 2*:
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(d) Es gilt
1 <ak+bk)
2
In (Sy, (a,b)) = —
und damit
) (ak+bk> (ak+bk>1 _ (Ina)ak +(Inb)b
) L 2 O 2 2
g (S Lo, B)) = i = = i} i
. (na)a®+ (Inb)b*  (Ina)+ (Inb) ( /—>
= Jim, ak 1 bk - 2 ={va-b

also mit der Stetigkeit der exp-Funktion

lim S (a,b) = Va-b

k—0
2. Diskutieren Sie die Funktionen

Ji,fe:R—=R
fi(x) =cosz —x

fo(x) =2cosz —x

(Nullstellen, Extrema, Wendepunkte). Verwenden Sie wo nétig das Newtonverfahren.



Losung:

Sowohl f; als auch fy sind stetig und beliebig oft differenzierbar.

(a) Wir diskutieren fi:

e Ableitungen:
fi(x) = —sinx —1

! (z) = —cosx

! (z) =sinx
e Extremwerte und Wendepunkte
flx)=0&sine=-1<o=3r+2rkmit k € Z
/(x)=0&cosz =02 =sm+nkmitk €Z
also haben wir Sattelpunkte in x = %7? + 27k mit k € Z
und Wendepunkte in z = %W + 7k mit k£ € Z, denn sin (%71’ + 7T/<:) ==41+#0.
e Nullstellen:
Da lim, . fi (z) = —oo und lim,_,_ fi () = oo existiert eine Nullstelle
von f1. Da f] () < 0 Va gibt es genau 1 Nullstelle . Diese suchen wir mit
dem Newtonverfahren (f; ist konkav auf dem Intervall [0, 1], f(0) =1 > 0,

f(1) < 0, Startwert tg = 1 und t;43 = t; — ;}8’;) Es gilt dann folgende
1 1

Fehlerabschatzung:

K
[t — ] < |6 -t < 20 It —tioa |’

mit

0> fi(z) > K
fix)<C<0

Konkret kénnen wir nehmen K := f' (0) = —1 und C := f] (0) = —1 also
1 2
— | < = [t — e
€ —til < 5| 1]

Newtonverfahren mit Maple:

># Wir suchen eine Nullstelle von

>h:=cos(x)-x;

># maximale Abweichung des Funktionswertes von 0

>epsilon:=10"(-15);

># Startwert

>t:=1;

># die Ableitung von h

>h1:=diff(h,x);

># Rechengenauigkeit

>digits:=25;

h := cos(x) - x

epsilon := 1/1000000000000000
=1



hl := -sin(x) - 1

digits := 25

># Wir geben aus:

># Nummer des Newtonschritts, Approximation der Nst, Funktionswert dort,
Fehlerabschatzung

>#
>f:=x0->(evalf(subs({x=x0},h),digits)):
>f1:=x0->(evalf(subs({x=x0},h1),digits)):
>T:=[t]:

>lprint(0,t,£(t));

>for i from 1 while abs(f(t))>epsilon do
>t:=evalf(t-f(t) /f1(t),digits);
>lprint(i,t,f(t),evalf(1/2*(t-T[i]) "2,digits));
>T:=[op(T),tl;

>od:
0 1 -.4596976941318602825990634
1 .7503638678402438930349423 -.189230738221174195640231e-1 .3115909923984160861889627e-1
2 .7391128909113616703605853 -.464558989907944412385e-4 .6329224092712002554693820e-4
3 .7300851333852830697601251  -.2847204483715932¢-0, .3852401269771144405083051e-9
4 .7390851332151606416617026 -.106952e-19 .1447097338164175525492350e-19

Bemerkung: Man {iberpriife, daf} tatsichlich |t;.; — ¢;| < % t; — ti_1|2 gilt.
e Plot:
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(b) Wir diskutieren fo:

e Ableitungen:
fo(x) =—2sinx —1
J(x) = —2cosx
Y (x) =2sinx
e Extremwerte:
fi(z) =0&sing = —3
Es gilt

1 1
5 (—671' - 27T]€) = —2cos (—67{') = —V/3<0

) )
5 (—éw + 27rk) = —2cos (—éﬂ) =V3>0

(:)x:—%W—}—Zﬁl{:oderx:—gw—k%ﬂ{:mi’ck’GZ

also haben wir lokale Maxima in z = —%7?—1—27#{ mit k € Z und lokale Minima

inz = —%7‘(-'-27Tk' mit k € Z.
e Wendepunkte:
5 (r) =0 cosz =0 =3
Wendepunkte, denn sin (%ﬂ' + 7rk) # 0.
e Nullstellen:

m 4+ 7wk mit k € 7Z, also haben wir hier

Es gilt fy (xo+ 27k) > fo(xo+ 27 (k+ 1)) fiir alle xy und k. Da zwischen
dem Minimum f, (—%7() = -3+ %71’ > 0 und dem Maximum f5 (%7) =
V3— %7‘(‘ < 0 genau 1 Maximum und ein Minimum liegen, folgt, dal f, genau

1 Nullstelle hat.

Diese suchen wir wieder mit dem Newtonverfahren (fs ist konkav auf dem

Intervall [0,%], f(0) =2 > 0, f(3) = —5 < 0, Startwert t, =

2
tiy1 =1; — ;?E?;) In der Fehlerabschatzung konnen wir nehmen:
o \li

K = f(0) = —2
C=f3(0) =1

also
1€ —t;| <20t — ti71|2

Newtonverfahren mit Maple:
># Wir suchen eine Nullstelle von
>h:=2*cos(x)-x;

># maximale Abweichung des Funktionswertes von 0
>epsilon:=10"(-18);

># Startwert

>t:=evalf(Pi/2);

># die Ableitung von h
>h1:=diff(h,x);

>+# Rechengenauigkeit
>digits:=26;

h := 2 cos(x) - x

™
5 und



epsilon := 1/1000000000000000000

t := 1.570796327

hl :=-2sin(x) - 1

digits := 26

># Wir geben aus:

># Nummer des Newtonschritts, Approximation der Nst, Funktionswert dort,
Fehlerabschatzung

>#

>f:=x0->(evalf(subs({x=x0},h),digits)):
>{1:=x0->(evalf(subs({x=x0},h1),digits)):

>T:=[t]:

>lprint(0,t,£(t));

>for i from 1 while abs(f(t))
>t:=evalf(t-f(t) /f1(t),digits);
>lprint(i,t,f(t),evalf(2*(t-T[i]) "2,digits) );
>T::[OP(T)7t]3

>od:

0 1.570796327 -1.5707963274102067615373566

>epsilon do

1 1.0471975511965977461468723 -.471975511965977461341553e-1 .54831135604564299508985714

2 1.0299220484622263406979593 -.1507061016398678923429¢-3 .59688598945054781290475200e-3
3 1.0298665299069371167599999 -.15870861427399205e-8 .61646199628052305949631192e-8
4 1.0298665293222588276669672 -.1760292e-18 .68369740347351184144551136e-18
e Plot: )
101

Legend



3. Zeigen Sie: Die Funktion
fR—R
r?sind  fiir x # 0

firx =0

ist in x = 0 differenzierbar aber nicht stetig differenzierbar (d.h. die Ableitung ist in
x = 0 nicht stetig).

Losung:

In R\ {0} ist f differenzierbar mit den Ableitungsregeln:

1 1 1
f' (z) = 2zsin — + 2? cos (—) . (——2>
T T T
1 1
= 2xsin — — cos (—)
T T

Im Nullpunkt ist f differenzierbar, denn

_ 2601
f(z)— f(0) _ asing :xsinl =0
z—0 x x

also f'(0) =0.

f ist im Nullpunkt nicht stetig differenzierbar, denn lim,_.q f’ (z) existiert nicht (cos (1)-
Term, lim,_,q 2x sin i =0).

Plot von f:
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Plot von f”:
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4. Betrachten Sie die Differentialgleichung der gedampften Schwingung
Y (1) + 22 (1) + w2y (1) = 0
mit A\, wp € R>g. Zeigen Sie:

o Fir A < wy lost
y (t) = ae ™ cos (w (t + tg))

mit

und a,tg € R die Differentialgleichung.

o Fir A = wy lost
y(t) = (c1+cat) - e

o Fir A > wy lost
y (t) = cre™ 4 cpe™

7’172:—)\:&\/)\2—0)(2)

Zeichnen Sie die Funktionen y (t) fiir je ein Beispiel mit A\ < wg, A = wp, A > wy.

mit



Losung:
o )\ < wp:
y (t) = ae ™ cos (w (t + tg))
y (t) ==\ (ae M cos (w (t+tg))) — w (ae”
= ae M (— /\cos( (t+10)) n )
y" (t) = A* (ae M cos (w (t + 1)) + Aw (ae "sin (w (¢ + o))
+ dw (ae™sin (w (t + ty))) — w® (ae” (t+t0)))
= ae ™ (cos (w (t + tg)) (\* — w?) + 2 wsin (w (t + t)))
Eingesetzt in die Differentialgleichung und sortiert nach cos und sin ergibt sich
0=y" (t) +2)\y (t) + wpy (1)
= ae ™ (cos (w (t +to)) (A — w? = 2X% + wg) +sin (w (t + o)) (2Aw — 2)w))
= ae M cos (w (t+ o)) (—w? = X\* +wp)

Msin (w (t + to)))
— wsin (w (t + o))

" cos (w

was erfiillt ist genau dann, wenn
w? =wi — A2
Beispielplot y () mit wp = 1 und A = 3 und den Anfangsbedingungen a = 1 und
to =0:
N
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e \=uwq:
y(t) = (c1 + cat) - e
Y (t)=—=X-(ci+cat)-eMdcy-eM
=creM(=N) F e M (=Nt 1)
Y () =X (cr+eot) e N —2X ey e
e MA? 4 cpe M ()\2 -t — 2)\)



Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

y' (1) + 22y (1) + Ny (1)
= cre ™ ()\2 — 2\ + )\2) + e ()\2 E— 22— 2)2 -t 2)0 4+ N2 t)
=0
Beispielplot y (t) mit wg = 1 und A = % und den Anfangsbedingungen ¢; = 1 und
Cy = —%Z
"
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e\ > wp:

y (t) = cre™" + cpe™
Y (t) = cire™ + corge™

Y (1) = crrie™ + coriem

Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt sich

0=y"(t) + 2Ny () + wiy (1)
= c1€"™ (1] + 2Ar1 4+ wg) + cae™" (15 4+ 2Mr + wp)

genau dann wenn r; und 79 die quadratische Gleichung
2+ 2 r +wi =0

16sen.
Beispielplot y (t) mit wy = 1 und A = 2 und den Anfangsbedingungen ¢; = 1 und

10



cp = —1:

0.8
0.6 1
0.4+

0.2

5. Seien a,b € Nyg, a > b. Der Euklidische Algorithmus zur Berechnung von gg7 (a,b)
benoétige n Divisionsschritte. Zeigen Sie

log, (bv/5
< Jom (VD) log, (b) + 1.673

B log, (%)
(Hinweis: Fibonacci-Zahlen).
Losung:
Sei a,, die Fibonacci-Folge
ag =10
a; =1

Gp = Gp_1 + Qp_o fUir n >3

e Wir zeigen zunachst:
Sind a,b € N5y, a > b und der Euklidische Algorithmus zur Berechnung von
99T (a,b) bendtige n > 1 Divisionsschritte, dann gilt
a > anyo (%)

b> ans1

Beweis mit vollst. Induktion nach n:

Induktionsanfang n = 1: Es gilt b > 1 =as und a > 2 = ags.

Induktionsschritt n — n + 1:

Angenommen das Paar a,b benotigt n 4+ 1 Divisionsschritte im Euklidischen Al-
gorithmus. Sei r := amod b und

a=q-b+rmit0<r<b

11



fiir ein g. Dann bendtigt das Paar b, r im Euklidischen Algorithmus n Divisions-
schritte, also nach Induktionsvoraussetzung

b Z Ap42

r Z An+1

Damit

a=q-b+r>0+712>an12+ Apy1 = Ang3
Fiir a = b > 1 ist die Aussage (*) ebenfalls richtig.
Fira=b=1gilt nur b > ay = 1.

Wir verwenden nun die Formel

1 n n
a, = — (a" —
=)
mit
_ 1+V6 _ 1-5
&= Jr2 ==

aus Aufgabe 2 von Ubungsblatt 5 um a, abzuschétzen. Wir haben:

1

b= api = 7 (@™t ="

also v/5b + "1 > ot und damit

wobei wir In (x 4+ ¢) < In(z) 4 ¢ fiir > 1 und ¢ > 0 verwendet haben. Wegen
S| gilt also

ey
(V) s (V) logy (), lows (V)
STh@ g og(@) ' Tog (@)
~ 1.441 - log, (b) + 1.673
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