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1. Berechnen Sie die von der z-Achse und dem Graphen der Funktion

f:R—R
f(z)=a*—b52* +4

eingeschlossene Flache und fertigen Sie eine Skizze an.
Losung:
Wir bestimmen zunachst die Nullstellen von f:

f(:E):0<:)m2:5i7ﬂ;’_4'4:%(:)ﬁ:loderxz:él(:)x:il oder x = +2 und
bezeichnen diese mit x1 = =2, 19 = —1, 23 =1, 14 = 2.

Wegen lim, 1 f (z) = oo, wissen wir daf} f (z) > 0 fiir z € |—o0, —2[U]—1, 1[U]2, 00|
und f(z) < 0 fir x € |-2,—1[ U |1,2[. Weiter wissen wir, dal f achsensymmetrisch

bzgl. x = 0 ist. Somit ist die von dem Graphen und der xz-Achse eingeschlossene
Flache A gleich

A:—2/_21f(:c)dx+2/:f(m)dx

Um das Integral zu berechnen bestimmen wir eine Stammfunktion F = 1a° —22° + 4.

Damit ist
A=-2(F(-1)=F(-2))+2(F(0)—F (1))
=2F (=2) —4F (—1) + 2F (0)
—16 —38
= QF — 4? +0
=8
Plot von f:




2. Berechnen Sie das Integral
1
/ V1 —x2dx
-1

mittels der Substitution
r =sint

Losung:

Mit der Substitutionsregel
1 s
/ V1—a22dr = /2 \/1— (sint)* (cost) dt
-1 _

INERVTE

(cost)” dt

(NE}

Mit partieller Integration:

/ (cost)? dt — / (sint) dt = [costsint]

also
2/(cost)2 dt—/ldt = [costsint]

[(costsint) + t]

| =

also
/ (cost)?dt =

Damit )
1 ™
/ V1—2?dr = 5 [(costsint) +t|2
—1 2

Plot:
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(a) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten von

2+ 3t + 33+ 322+ + 1
3+ 3x+1

f(z) =
(b) Zeigen Sie, fir
f:Re_1—R
Fla) = Va3 + V2T +1
gilt
f(x)= 210 + O (l‘%)
Losung:
(a) Polynomdivision

( 2°+ 32'+ 32°+ 324 2 +1 ): (@3 4+3x4+1) = 224 3o+ "L il

x3+3z+1
—( 2+ 334+ 2? )
3xt+ 2024+ 41
—( 3z%+ 92°+ 3z )
—7r2 —2xr+1
also

f(r)=2>+3x+0(1)
Plot:
20
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(b) Wir zeigen zunéchst:
Fiir eine beliebige Funktion g : D — R, n € N>; und § < « gilt:

g (l‘) =2+ 0 (xﬁ) N g” (:E) — 2" 1 O (x(”—l)oé-f—ﬁ)

Beweis: Es ist

—_

n—

g" () =" = (g (x) =) - Y (g ()"

=0
—ir(a)
=: Nach Voraussetzung ist ¢ (x O (z7), insbes g( ) = O (2%) und damit
r(z) =0 ("), Insgesamt gllt dann "(x) — O (2f+n=he),
«: Nach Voraussetzung ist " ( =0 (mﬁﬂn Da ) insbes. ¢" (z) = O ("),
also g (z) = O (z%) und darmt r(z) = O (2™ Y*). Insgesamt gilt dann g (z) —

=0 (27).
Sei nun h (z) = Va7 + 1, also
R (z)=2"+1=2"+0(1) =2+ 0 (z**7)

in obiger Formel, d.h.

Weiter ist
Fa)=2+VaT +1=a+h(z) =a? + 0 (2°) = 2°* + O ("7)
d.h.

Plot von f (z) und z1o:
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Plot von &)=z
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3. Bestimmen Sie H' (x) fiir
H . RZI — R

Losung:

Sei
F R21 — R
Yy
F(y) ;:/ £3 In (¢) dt
1

t3 In () ist auf Ry stetig, also F' differenzierbar und es gilt

Da H (z) = F (2?) ist

nach der Kettenregel.



4. Berechnen Sie fiir b > 0 folgendes Integral mittels Riemannscher Summen
b
/ e’dx
0

Wir verwenden die dquidistanten Stiitzstellen x, = £2 k= 0,...,n. Mit ¢, := ex ist

n

Losung:

und fiir die Riemannsche Summe gilt

Y, = 1o f(wn) (Tar — )
o n—1 kb _ bl=(an)"
- k=0 ( n> n_ n 1—qgn
— b=
n 1—6%

Da e” Riemann-integrierbar ist, gilt

b b
b1-—

/ e*dr = lim ¥, = lim — 6b

0 n— o0 n—oo N ] — en

b

= lim (eb—l) T
n—oo €n—1

~ (-1

denn mit der Regel von I"'Hospital ist lim,, ... g;l = lim,, Lﬁ =1.
en — en




