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Musterlosung Eingangstest

Aufgabe 1

Zeigen Sie: Durch 3 Punkte in der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen, geht genau 1
Kreis.

Losung:

Seien Punkte A, B, C in der Ebene, die nicht auf einer Geraden liegen, gegeben. Diese bilden
ein Dreieck ABC'. Sei map die Mittelsenkrechte der Seite AB, mpc die Mittelsenkrechte
der Seite BC', m¢ 4 die Mittelsenkrechte der Seite C'A. m 4p ist die Menge der Punkte, die
von A und B den selben Abstand haben, mpes ist die Menge der Punkte, die von B und
C den selben Abstand haben. m g und mpec schneiden sich in genau einem Punkt M, der
dann von A und B und C gleich weit entfernt ist. Somit liegen A, B, C' auf dem Kreis um
M mit Radius MA.

Auflerdem liegt M auch auf mga, da er von A und C' gleich weit entfernt ist, also sehen
wir auch, daf} sich alle 3 Mittelsenkrechten m 5, mpc, mca genau in M schneiden. Da M
eindeutig bestimmt ist, als der Punkt der gleich weit von A, B und C' entfernt ist, ist auch
der Kreis eindeutig bestimmt.

A

Mca




Aufgabe 2

Berechnen Sie den Abstand der windschiefen Geraden im R3

1
Lt)y=|t |,teR
t
t
Lt)=| —t |, teR
1
Losung:
Wir schreiben
1 0
ll(tl): 0 +t1 1 :b1+t1'1)1
0 1
0 1
l2 (tg) = 0 +t2 -1 :b2+t2"02
1 0

Sind P; und P, die beiden eindeutig bestimmten Punkte auf /; und [, mit minimalem Ab-
stand, dann hat die Verbindungsgerade von P, und P, die Richtung

0 1 1
n=[1]|x| -1 |= 1
1 0 -1

Wir losen das lineare Gleichungssystem fiir ¢1, %5 und s

by +t1-v1+5-n=>by+ 1ty 09 (1)
Dann ist der Abstand der Geraden ||s - n||. Wir kénnen (1) auch schreiben

by —by =t v —ta-v3+51n (2)

d.h. wir rechnen den Abstand des Punktes b — b; von der von v; und v, aufgespannten
Ebene aus und man kann die entsprechende Formel verwenden oder wir 16sen einfach das
lineare Gleichungssystem (2):

0 1 1 -1
tl 1 - tz -1 + s 1 = 0
1 0 -1 1
d.h.
_t2 +s = -1

ty, 4+t +s = 0

tl —s = 1

also s = —%, ty = %, t, = % und damit ist der Abstand

() E) () -



Aufgabe 3

Diskutieren Sie die Funktion

x?)

x?—1

(Nullstellen, Maxima, Minima, Wendepunkte, Asymptoten) und fertigen Sie eine
qualitativ korrekte Skizze an.

Losung:

Betrachte

y:

x3 x3

22—1 (z—1)(z+1)

e Symmetrieeigenschaften:

f ist eine ungerade Funktion, also punktsymmetrisch zum 0-Punkt.

o Definitionsbereich:

f ist fiir x # —1, +1 definiert.

e Nullstellen:
f hat genau 1 Nullstelle z = 0.

e Ableitungen:
Fir x # —1,41 ist

2?2 —1)-32% — 2% 22 2?2 (2% — 3
FNCESIE S (2 =3)
(22 —1) (x—=1) (x+1)
und 2 5
(@) = 20— 3+
(x—1)° (x+1)
e Extremwerte und Wendepunkte:
Die Nullstellen von f’ sind x = —/3,0, \/_ f” ( \/_) < 0 also hat f in z = —v/3 ein
lokales Maximum (y-Wert f (— ) ), f” (\/_ ) > 0 also hat f in z = V/3 ein
lokales Minimum (y-Wert f ( ) Welter ist f”(0) =0 und f’ ist negativ auf

[0,1], also z = 0 ein Wendepunkt (y Wert f(0)=0).

e Polstellen, Asymtoten:
f hat Polstellen in —1,+1. Grenzwerte:

lim f (z) = —o0

e S1
denn fir z =1—¢ist 2 >0 und (z 4+ 1) > 0 und (z — 1) > 0. Ebenso

lim f (z) = o0

>
=1



Die Symmetrieeigenschaft liefert

lim f(x) =00

z3—1
lim f(zx) = —o0
rS-1
Wegen
tim L)

r—oo I

ist y = = eine Asymptote fiir z — oo. Wir haben f (z) = x;”—il > z fiir > 1 (denn
dann ist 22 — 1 > 0, also ist x;”il

der Asymptote y = x von oben.

> x Aquivalent zu 23 > 13 — x), also nihert sich f

Aus der Symmetrie folgt, daf sich f fiir x+ — —oo von unten der Asymptote y = =
nahert.

Plots:

Aus der obigen Argumentation erhélt man folgenden Plot von f:

Plot von f”:




Aufgabe 4

Wie grof} ist die durch die Graphen der Funktionen

y==x
y:x3—3x

eingeschlossene Flache.
Losung:
Sei [ (z) =2 und f (x) = 2® — 3z. Wir bestimmen zunéchst die Schnittpunkte von [ und f,

d.h. wir 10sen mit
F(z):=2— (2 —32) = -2’ + 42

die Gleichung

F(z)=0dh.
ZE(ZL‘2—4):0

d.h. die Schnittpunkte sind z = —2,0,2. Fiir z € [0,2] ist > 2* — 3x. Um die von 0 bis 2
eingeschlossene Fléache zu erhalten, miissen wir F' (x) von 0 bis 2 integrieren. Da F' ungerade
ist, ist die zwischen —2 und 0 eingeschlossene Flache, die selbe.

Die gesamte eingeschlossene Flache ist also

2 1 2
2./ F(x)d:c:Q[—ix‘*JrQa:Q] =2-4=38
0

0
37
2
y
1
= I A A B
_1{
_2{
-3




Aufgabe 5
Losen Sie das lineare Gleichungssystem:
T1+ a0 +a3=1

J]1+25L’2+3ZL’3:4
r1 +4x9 + 923 = 16

Losung:
Mit der Gauss-Elimination bringen wir das Gleichungssystem

1. ry + X9 + 3 =1
II. Ty + 2%’2 + 3$3 = 4
II1. r, + 4ZE2 + 956’3 = 16

auf obere Dreiecksgestalt: Wir ziehen die I. Zeile von der I1. und I1I. ab (schreibe kurz
Il — I und II1 — I) und erhalten:

I. I + To —I— T3 = 1

Ir. Ty + 2x3 = 3

IIrr. 3y + 8x3 = 15
nun noch 771" —3- 1T

1. r1 + xoy + T3 = 1

Ir. Ty + 223 = 3

117", 205 = 6

Nun losen wir riickwarts auf:

Aus Zeile 111”. bekommen wir z3 = 3.

Eingesetzt in die Zeile I1'. also x5 =3 —2-3 = —3.
Eingesetzt in die Zeile [ also z1 =1—(-3) -3 =1



Aufgabe 6

Sei ¢ ein Quadrat. Wieviele Elemente enthalt die Gruppe der Symmetrien von q.
Losung:
Das Quadrat ¢ hat folgende Symmetrien:

1.
2.

3.

7.
8.

id: Die Identitat: (A, B,C,D)+— (A, B,C, D)
roo: Drehung um 90° (gegen den Uhrzeigersinn): (A, B,C, D) —— (D, A, B,C)

r180: Drehung um 180° (gegen den Uhrzeigersinn): (A, B,C, D) — (C, D, A, B)

. To70: Drehung um 270° (gegen den Uhrzeigersinn): (A, B,C, D) — (B,C, D, A)

sp: Spiegelung an der Horizontalen: (A, B,C, D)+ (D,C, B, A)

Sy: Spiegelung an der Vertikalen: (A, B,C,D)+— (B, A, D,C)

sac: Spiegelung an der Diagonalen AC: (A, B,C, D)+ (A, D,C, B)
spp: Spiegelung an der Diagonalen BD: (A, B,C,D)+— (C, B, A, D)

(Man bemerke, dafl die Punktspiegelung gleich der Drehung um 180° ist).
Die Gruppe der Symmetrie des Quadrats hat also 8 Elemente.

A B




Tatséachlich wird die Gruppe der Symmetrie des Quadrats erzeugt von rgp und s:

® Ti80 = (7‘90)2

® 7270 = (7"90)3

® Sy = T270 © Sp O T9o

e spp=s,0719: (A, B,C,D)+— (D, A, B,C)— (C,B,A,D)
® SAC = Sv O Ty9o

Die Gruppentafel:

id  Too  Tiso T2t0 Sh Sy SAC  SBD
id |id Ty Tigo T2 Sh Su  SAC  SBD
790 790 T80 Toro  td SAc  SBD Sv Sh
T80 | T1so  Te2ro  td T90 Sy Sh SBD SAC
Toro | Toro  td  Teo  Tiso  SBD SAC  Sh Su
Sn | Sn  SBD Su  Sac id  Tige T20  T9o
Sy | Sy  Sac Sw  Sp Tiso d  Trog  Taro
SAC | SAC  Sh SBD Sw T90 roro  id 180
SBD | SBD Sv  Sac  Sh T2oro Teo  Tigo id



Aufgabe 7

Wie grof ist die Chance 6 Richtige beim Lotto zu tippen.

Losung:

Wir ziehen aus einer Urne mit n = 49 nummerierten Kugeln £ = 6 Kugeln ohne Zurticklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge.

Betrachten wir zunachst das Ziehen ohne Zurticklegen mit Beachtung der Reihenfolge:

Fiir die erste Kugel haben wir n Moglichkeiten fiir die zweite n — 1 usw., d.h. wir haben

nn—1)-..-(n—k+1) = = h)
Moglichkeiten.
Die gezogenen k Kugeln kénnen wir auf k! verschiedene Weisen anordnen. Also gibt es ohne

Beachtung der Reihenfolge
n!

(n—k)!- k!

viele verschiedene Moglichkeiten fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der

Reihenfolge, beim Lotto also
49!
——— = 13983816
(43)! - 6!
Da alle diese Moglichkeiten gleichwahrscheinlich sind, ist die Wahrscheinlickeit, daf§ ein fest-
gelegter Lottotip gezogen wird

1

- ~7.1511x107%
13933816 %



Aufgabe 8

Seien x; und o zwei Augenzahlen beim Wiirfeln. Wie grofl ist der Erwartungswert der
Funktion
|$1 + Ty — 7|

Losung:
X = |zy + 2o — 7] ist eine Zufallsvariable, d.h. eine Abbildung, die jedem moglichen Paar
von Augenzahlen eine relle Zahl zuordnet. Tatsdchlich hangt X nur von der Augensumme
x1 + z2 ab. Der Erwartungswert F (X) ist die Summe iiber alle méglichen Werte z;, die
X annehmen kann, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit P (X = z;), dal X diesen Wert
annimmt:

E(X)=> z;-P(X =)

in unserem Fall kann X die Werte 0, ..., 5 annehmen, also

Wir bestimmen nun die Wahrscheinlichkeiten P (X = x). Da alle moglichen Paare von
Augenzahlen gleichwahrscheinlich sind, miissen wir fiir jeden Wert = = 0,...,5 jeweils die
Anzahl der Augenzahlpaare bestimmen, die diesen Wert liefern. Dazu stellen wir folgende
Tabelle auf:

&I =& oo =K] o §

X x4+ a9 Augenzahlpaare (x1,z5) Anz
0 7 (1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) 6

1 6,8 (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) und (6,2),(5,3),(4,4),(3,5),(2,6) 10
2 5,9 (1,4),(2,3),(3,2),(4,1) und (6,3),(5,4),(4,5),(3,6) 8

3410 (1,3),(2,2),(3.1) und (6.4),(5,5), (4,6) 6

4 3,11 (1,2),(2,1) und (6,5), (5,6) 4

52,12 (1,1) und (6,6) 2

also

6 8 6
E(X)=0-—+1-—4+2. — — 44— il
(X)=0 36jL 36jL 36+3 36+ 36+5 36

10



