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Einfithrung in die Algebra und Zahlentheorie
Prasenziibung

1. Sei m € N und a,b € Z. Dann heifit a kongruent zu b modulo m
a =bmodm

wenn m | (a —b). Zeigen Sie, dass kongruent modulo m eine Aquivalenzrelation ist
und beschreiben Sie die Aquivalenzklassen.

2. Sei P ={p1, ..., pr} eine endliche Menge von Primzahlen. Zeigen Sie

mit
M = {m € Z>, | m hat nur Primfaktoren in P}

Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
3. Bestimmen Sie die Menge L C Z aller Losungen z der simultanen Kongruenzen

r = 1 mod 23
Tz =2mod 118

4. Sei G eine Menge zusammen mit einer Verkniipfung

o: GxG — G
(a,b) +— aob

die folgende Axiome erfiillt:

(G1) Assoziativitét
ao(boc)=(aob)ocVa,bceCG

(G2’) Es existiert ein linksneutrales Element, d.h. ein e € G mit

eoa=aVacdG

(G3") Existenz des Linksinversen, d.h. Va € G Ja~! € G mit

a’loa:e

Zeigen Sie:

(a) Fiir a,b € G gilt: Ist ab = e, dann ist auch ba = e.
(b) Esist ace=a Va € G.
(c¢) Das neutrale Element ist eindeutig.
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d) Das Inverse ist eindeutig.

e) Fiir a,b e G ist (ab)™' =b~la".

f) Fira € Gist (a™!) ' = a.
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5. Sei ¢ : Gy — G4 ein Gruppenhomomorphismus und e; € G; jeweils das neutrale
Element. Zeigen Sie:

( ) = €9.
Fiir a € Gy gilt ¢ (a)" = ¢ (a™?).
Kern ker (¢) C G7 und Bild Im (¢) C G5 von ¢ sind Untergruppen.

(a)
(b)
(c)
(d) Ist ¢ ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung
-1 : G2 — G1

ein Gruppenisomorphismus.

6. Zeigen Sie, dass

sign: S, — ({£1},")

o +— sign(o)= ][

ein Gruppenepimorphismus ist. Bestimmen Sie den Kern von

sign : S3 — ({£1},)



