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Einleitung

Algebra und Zahlentheorie sind eng verkniipfte Teilgebiete der
reinen Mathematik, neben Analysis, Geometrie und Topologie.
Was ist Zahlentheorie? Wie der Name schon verrét beschéftigen
sich die Zahlentheoretiker mit den FEigenschaften von Zahlen
(...,—-1,0,1,2,3,...), insbesondere mit der Beziehung zwischen der
Addition und der Multiplikation. Viele zahlentheoretische Pro-
bleme kénnen sehr einfach formuliert, aber nur sehr schwer gelost
werden, das bekannteste Beispiel ist sicherlich Fermats letzter
Satz von 1637: Es gibt keine (nichttriviale) ganzzahlige Losung
der Gleichung
"t +yt=2"

fiir n > 3. Ein anderes Beispiel ist die Vermutung, dass es un-
endlich viele Primzahlzwillinge gibt, d.h. Primzahlen p, sodass
auch p+2 eine Primzahl ist. Fermats letzter Satz wurde erst 1995
(von A. Wiles) bewiesen nach 350-jdhrigen Vorarbeiten, bei de-
nen viele neue Konzepte in der Mathematik entwickelt wurden.
Heute bestehen enge Beziehungen der Zahlentheorie zur alge-
braischen Geometrie, Darstellungstheorie, Kombinatorik, Kryp-
tographie und Kodierungstheorie.

Was ist Algebra? Die Algebra ist ein weites Gebiet der Ma-
thematik, das sich mit fiir alle Bereiche der Mathematik grund-
legenden algebraischen Strukturen, wie Gruppen, Ringen und
Korpern beschéftigt, d.h. mit der Frage wie man auf Mengen
Verkniipfungen einfiihren kann, wie z.B. die Addition und Mul-
tiplikation von ganzen Zahlen. Wichtige Beriihrungsbereiche be-
stehen neben der Zahlentheorie mit der algebraischen Geometrie.
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Diese beschéftigt sich mit den Lésungsmengen von polynomia-
len Gleichungssystemen in mehreren Variablen iiber Korpern.
Das einfachste Beispiel sind lineare Gleichungssysteme

Ax=b

mit Ae K™ he K" (K ein Korper) nach dem Vektor z € K™,
das Kernthema der linearen Algebra. Ein anderer Spezialfall sind
Polynomgleichungen héheren Grades in einer einzigen Variablen
x. Zum Beispiel kann man nach der Losungsmenge der quadra-
tischen Gleichung

f(x)=ar®*+br+c=0

fragen. Diese kann man mit Wurzeln darstellen durch

~ b+ Vb2 -4ac

2a

xz

Sind a, b, ¢ Elemente eines Korpers K beschéftigt sich die Algebra
mit der Frage wie man K erweitern muss, um x darstellen zu
konnen. Insbesondere kann man sich fragen, ob es vergleichbare
Wurzelausdriicke auch fiir f von Grad d > 2 gibt. Die Anwort ist
ja fiir d = 3 (Tartaglia 1535, Cardano 1545) und d = 4 (Ferrari
1522) und nein fiir d > 5. Wenn wir diese Frage auch hier nicht
komplett beantworten kénnen, werden wir doch alle wichtigen
Grundlagen hierfiir behandeln.



1
Z.ahlen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit wesentlichen FEi-
genschaften der ganzen Zahlen. Alle diese Eigenschaften werden
wir in allgemeinerem Kontext spéter auch fiir andere Ringe ken-
nenlernen.

1.1 Die ganzen Zahlen
Die natiirlichen Zahlen sind
N={1,2,3,...}
die ganzen Zahlen
7=A..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

und wir schreiben Ny = Nu {0}.
Auf N gibt es Verkniipfungen + und -, die den Assoziativ-,
Kommutativ- und Distributivgesetzen gehorchen

a+(b+c)=(a+b)+c a+b=b+a
a-(b-c)=(a-b)-c a-b=b-a
a-(b+c)=a-b+a-c

fiir alle a, b, c € N. Auf die axiomatische Definition der natiirlichen
Zahlen wollen wir hier nicht weiter eingehen. Als Ubungsaufgabe
informiere man sich in Buch oder Suchmaschine der Wahl {iber
die Peano-Axiome.
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Bemerkung 1.1.1 FEs ist
Z=(NoxNo) [~
mit der Aquivalenzrelation
(a,b) ~(c,d) <= a+d=b+c
und die Aquivalenzklasse
[(a,0)] = {(¢,d) | (¢,d) ~ (a,b)}

reprasentiert die ganze Zahl a—0b. Es gibt Verkniipfungen + und
- auf 7

[(a,0)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)]
[(a,0)] - [(c,d)]=[(a-c+b-d,a-d+b-c)]

die den Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetzen gehor-
chen. Weiter ist

[(0,0)] + [(a,b)] = [(a,b)]
[(170)] ’ [(avb)] = [(avb)]

Eine Menge mit solchen Verkniipfungen nennt man kommutati-
ven Ring mit 1. Mit Ringen werden wir uns ausfihrlich in Ka-
pitel 3 beschiftigen.

Siehe auch Ubung 1.1.
Die ganzen Zahlen sind angeordnet durch <.

Lemma 1.1.2 (Division mit Rest) Sind a,beZ, b+ 0, dann
qibt es q,r € Z mit
a=b-q+r

mit 0 <1 < ).

Beweis. Ohne Einschrinkung ist b > 0. Die Menge
{lweZ|b-w>a} +

hat ein kleinstes Element w. Setze dann

g=w-1 ri=a-qb
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Definition 1.1.3 Scien a,be Z. Man sagt b teilt a
bla

wenn es ein q € Z gibt mit a=b-q.
Zwei Zahlen a,b € Z heifien teilerfremd, wenn firt e N mat
t|a undt|b folgtt =1.
Setm e N und a,b e Z. Dann heifit a kongruent zu b modulo
m
a =bmodm

wenn m | (a-"b).

Kongruent modulo m zu sein ist eine Aquivalenzrelation, sie-
he auch Ubungsaufgabe 1.2. Wir schreiben auch a =, b.

1.2 Fundamentalsatz der Arithmetik

Definition 1.2.1 FEin Element p € Z+, heifit Primzahl, wenn
aus p=a-b, a,beZs folgt a=1 oderb=1.

Satz 1.2.2 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede Zahln €
Z\{0,1,-1} hat eine eindeutige Darstellung

n=+1-pi'-...-p7

mit Primzahlen p; < ... < p, und r; € N. Die p; heiffen Primfak-
toren von n.

Beweis. Existenz mit Induktion nach n:

n = 2 ist eine Primzahl. Ist n > 2 und keine Primzahl, dann
ist n =a-bmit a,b # 1. Da a,b < n, haben a und b eindeutige
Zerlegungen, und durch Sortieren der Primfaktoren erhalten wir
die Darstellung von n.

Eindeutigkeit:

n =2 ist klar. Ist n > 2 und

N=P1 e PDp=Qq1- (s

mit p; <...<p,und ¢ <... < qs. Ist =1 oder s =1, dann ist n
prim, und die Behauptung ist klar.
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Ist py =q; dann ist po-...-p, =qo-...- qs und

P2 Dr=q2c s <N

hat nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige Primfaktor-
zerlegung und die Behauptung folgt.
Angenommen es wére p; < ¢;. Dann hat

n>pr-(Peo Dr—Gar i qs) =(Q1—p1) Q2o Qs 2 2

nach Induktionsvoraussetzung eine eindeutige Primfaktorzerlegung.
Wegen p; < ¢1 < ... < g5 ist p1 # q;, und p; ist kein Teiler von
g1 — p1, denn sonst wiirde p; auch ¢ teilen. Somit ist p; ein
Primfaktor der linken Seite, jedoch keiner der rechten Seite, ein
Widerspruch. =

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung folgt:

Corollar 1.2.3 (Euklids erster Satz) Istpe Z prim unda,b €
Z mit p|ab, dann p|a oder p|b.

Satz 1.2.4 (Euklids zweiter Satz) Es gibt unendlich viele Prim-
zahlen.

Beweis. Sei M = {p1,...,p,} eine endliche Menge von Primzah-
len. Wir zeigen, dass es eine Primzahl gibt, die nicht in M enthal-
ten ist. Die Zahl N = py-...-p,.+1 ist durch keine der Primzahlen p;
teilbar, denn sonst wére auch 1 durch p; teilbar. Ein Primfaktor
p von N ist also eine Primzahl, die nicht in M liegt. m

Fiir einen anderen Beweis von Euler siehe auch Ubungsaufgabe
1.3 und Bemerkung 1.2.6.

Satz 1.2.5 (Primzahlsatz) Sei fir x € R,
m(x)={p<z|peN prim}]

dann gilt
tim T8 4

% @

Ohne Beweis. Wie wir auch in Ubung 1.5 sehen werden, gibt
es bessere Approximationen fiir 7 ().
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Bemerkung 1.2.6 Wir skizzieren einen anderen Beweis von
Euklids zweitem Satz, der auf Euler zuriickgeht. Die Riemann-
sche Zetafunktion ist gegeben durch die fiir s € C, Re(s) > 1
absolut konvergente und fiir s =1 divergente Reihe

(=%~

Das unendliche Produkt
1

plzl:“Iiml_

1
p*

konvergiert ebenfalls fiir Re (s) > 1, also ist es nach dem grofien
Umordnungssatz fir absolut konvergente Reihen gleich ¢ (s). Wire
die Menge der Primzahlen endlich, dann wiirde ), % konvergie-
ren. et

Riemann zeigte, dass ¢ (s) eine meromorphe Fortsetzung auf

C\ {1} besitzt und die Gleichung
¢ (s) =27 tsin (%8) F(1-s)¢(1-s)

(mit der Gamma-Funktion I') erfullt. Auferhalb des kritischen
Streifens 0 < Re (s) < 1 ist also ¢ (s) direkt durch die konvergente

Reihe Y, % mit s’ = s oder s’ =1—s bestimmt. Die Riemann-
n=1

sche Vermutung besagt, dass simtliche Nullstellen von C(s)

im kritischen Streifen Re (s) = 5 haben. Die Richtigkeit der Rie-

mannschen Vermutung ist dquivalent zu
m(z) = Li(z) + O(22*) Ve > 0

mit dem Integrallogarithmus

, e dt
Ll(w)zfg In (¢)

Zu Primzahlen siehe auch die Ubung 1.4 itber Mersenne-
Primzahlen und Fermat-Zahlen.
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1.3 Division mit Rest und Euklidischer
Algorithmus

Definition 1.3.1 Sind a4, ...,a, € Z, dann heifit d € N grofiter
gemeinsamer Teiler von ay,...,a,, geschrieben d = ggT (ay, ..., a,),
wenn gilt

1) d|a; Vj=1,..,r, d.-h. d ist ein Teiler von allen a;, und

2) ist (ie R ein Teiler aller a;, d.h. d | a; Vj=1,..,r, dann
gilt d | d.

Weiter heifit m € N kleinstes gemeinsames Vielfaches von
ai, ..., a., geschrieben m =kgV (ay,...,a,), wenn gilt

1) aj|m Vj=1,..,r, d.h. m ist ein Vielfaches aller a;, und

2) ist m € R ein Vielfaches aller a;, d.-h. a; | m Vj=1,..,r,
dann gilt m | m.

Schreiben wir
aj = +1-TIp;”"
mit p; prim und rj >0, dann ist

geT (ay, ..., a,) = [Ty i) (1.1)

(und fiir kgV analog mit dem Maximum).
Zwei Zahlen a,b € Z sind teilerfremd genau dann, wenn

ggT (a,b) =1

Satz 1.3.2 (Euklidischer Algorithmus) Seien ay,as € Z\{0}.
Dann terminiert die sukzessive Division mit Rest

a1 = qiaz +as
aj = qjQ5+1 + Ajr2

Ap-1 = Qp-10n + 0
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und
geT (a1,a2) = ay

Riickwirtseinsetzen dieser Gleichungen

Ap = Ap-2 — qn-20an-1

a3 =ap —(qiaz
liefert eine Darstellung
geT (a1,a0) =x-a1+y-as
mit x,y € 2.

Beweis. Es ist |a;+1] < |a;] fir ¢ > 2 und somit muss nach endlich
vielen Schritten a; = 0 sein. Es ist a,, ein Teiler von a,_1, also
auch von a,_s = ¢,_2a,_1 + a, und induktiv von a,_o,...,as. Ist ¢
ein Teiler von a; und as, dann auch von as,...,a,. =

Beispiel 1.3.3 Wir bestimmen den ggT von 36 und 15 mit Hilfe
des Fuklidischen Algorithmus, d.h. durch sukzessive Division mit
Rest:

36=2-15+6
15=2-6+3
6=2-3+0

Somit ist ggT (36,15) = 3, denn von unten gelesen gilt
3|6 also 3|15 also 3|36
und von oben gelesen, ist t ein Teiler von 36 und 15 dann
t136 und t|15 alsot|6 alsot|3

Weiter erhalten wir eine Darstellung von ggT (36,15) als Z-
Linearkombination von 36 und 15.

3=15-2-6=15-2-(36-2-15) =5-15+ (~2)-36



1. ZAHLEN 10

1.4 Der chinesische Restsatz

Satz 1.4.1 (Chinesischer Restsatz in Z) Sindny,...,n, € Zsg
paarweise teilerfremd und aq, ..., a, € Z, dann ist die stmultane
Kongruenz

T = ap mod n,

z = a, modn,
losbar. Die Lisung ist eindeutig modulo n=ny-...-n,.

Beweis. Sei

und finde mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus z;,y; €
Z mit
1=ggT (ni, 1) = zim; + i

Dann ist

y;n; =0modn; Vj#1¢

y;n; = 1 modn;

Somit erfiillt .
T = Z aiyin;

i=1
die Kongruenzen und ebenso z + k - n fiir alle k. Sind z und '
Losungen, dann n; | (z —z') Vi, also

n|(z-21)

]
Diesen Satz werden wir spater wesentlich allgemeiner bewei-
sen.

Beispiel 1.4.2 Wir ldsen die simultane Kongruenz

z = —-28 mod 30
z=bmod7
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Es ist ggT (30,7) = 1, also ist die Kongruenz losbar. Mit dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus finden wir x1 = yo und y; =
Ty mit

513130 + y17 =1

z2.B. x1=-3, y; = 13. Somit
x=(-28)-(13-7)+5-(-3-30) = -2998 = 152mod 210
d.h. die Losungsmenge ist
152+210-Z={152+k-210 | ke Z}

Satz 1.4.3 Seien ai,as € Z und ny,ny € Zsy. Dann sind die
simultanen Kongruenzen

T = a; modn,

T = as mod ne
genau dann losbar, wenn
a1 —az = 0mod ggT (nq,ns)
Die Liosung ist eindeutig modulo dem kgV (ni,ns).

Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 1.8.

1.5 TUbungsaufgaben

Ubung 1.1 Zeigen Sie:
1) Auf M =Ny x Ng ist durch
(a,b) ~(c,d) = a+d=b+c
eine Aquivalenzrelation gegeben.

2) Die Verkniipfungen

[(a,0)] +[(c,d)] =[(a+c,b+d)]
[(a,0)] - [(c,d)]=[(a-c+b-d,a-d+b-c)]

auf
7 = (NO XNQ)/N

sind wohldefiniert. Mit der Identifikation a —b = [(a,b)]
entsprechen diese den bekannten Rechenregeln fiir ganze
Zahlen.
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3) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O =
[(0,0)] und
- [(CL, b)] = [(b7 CL)]
4) (Z\{0},-) ist ein Monoid mit neutralem Element 1 = [(1,0)].

5) Es gilt das Distributivgesetz.
Zum Gruppenbegriff sieche Abschnitt 2.2.1.

Ubung 1.2 Sei m e N und a,b e Z. Dann heift a kongruent zu
b modulo m
a =bmodm

wenn m | (a—b). Zeigen Sie, dass "modulo m kongruent sein”

eine Aquivalenzrelation ist.

Ubung 1.3 Sei P = {pi,....px} eine endliche Menge von Prim-
zahlen. Zeigen Sie

L

1
) meM T

pi

k
(1
i=1
mit

M ={m € Zs | m hat nur Primfaktoren in P}

Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt (Eulers Be-
weis).

Ubung 1.4 Zeigen Sie:
1) Ist r € N und p=2"—-1 prim, dann ist r prim.
2) Istr €N und p=2"+1 prim, dann ist r = 2F mit k € Ny.

Ubung 1.5 Uberprifen Sie den Primzahlsatz experimentell in
Maple (siehe [10]):

1) Schreiben Sie eine Prozedur, die

7 (@)= [p<a|peN prim}]

fiir x >0 berechnet.
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2) Vergleichen Sie @ mit pg : Je?, 00 > R, p, () = m
fiir a € Zsg, insbesondere fiir grofie x. Fiir welches a erhal-
ten Sie die beste Approximation?

3) Vergleichen Sie 7 (x) mit dem Integrallogarithmus Li: [2, co[ —

K d
: vodt
Li(x) = /2 0)

4) Fiir x € R sei p, die kleinste Primzahl p, > x. Erstellen Sie
fiir x € {106, ...,10%°} eine Statistik iber die Werte

)

Pz — X
lnx

Hinweis: Verwenden Sie die Maple-Funktion nextprime.

Ubung 1.6 Sei Py die Wahrscheinlichkeit, dass zufillig gewdihlte
natirliche Zahlen n,m < N teilerfremd sind.

1) Bestimmen Sie Py fiir N = 10°,10'2 und 10'® approzimativ
durch Stichproben im Umfang von jeweils 102, 10* und 109
Versuchen mat Hilfe eines Computeralgebrasystems.

2) Zeigen Sie, dass fir den Grenzwert gilt

, 6
Alf1_r)rolo Py = =" 60.7%

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis die Formel

o ] _12
,;E’GW

die man z.B. mit Hilfe von Fourierreihen beweisen kann.

Ubung 1.7 Kiirzen Sie

90189116021
18189250063
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Abbildung 1.1: Zwei Konfigurationen von drei Zahnriadern

Ubung 1.8 Seien ai,as € Z und n,m € L. Zeigen Sie: Die
simultanen Kongruenzen

T = aymodny

T = agmod ng
sind genau dann losbar, wenn
a; —as =0mod ggT (ny,ns)
Die Liosung ist eindeutig modulo dem kgV (ni,ns).

Ubung 1.9 Lassen sich die beiden Konfigurationen von Zahnridern
in Abbildung 1.1 durch Drehung ineinander tberfihren? Falls ja,
um wieviele Schritte muss man dafir drehen?

Ubung 1.10 Bestimmen Sie die Menge L c Z aller Lisungen x
der simultanen Kongruenzen

z = 1mod 108
z = 13mod 40
r = 28 mod 225
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Gruppen

2.1 Ubersicht

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den Grundlagen der
Gruppentheorie, die vielfialtige Anwendungen in den weiteren
Kapiteln iiber Ringe, Moduln und Korper haben. Als Beispiele
fiir Gruppen betrachten wir Symmetriegruppen von Teilmengen
des R”, z.B. die Mengen der Drehungen und (Dreh-) Spiegelun-
gen, die jeweils einen der Platonischen Korper Tetraeder, Wiirfel,
Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder (siche Abbildung 2.1) wie-
der in sich selbst {iberfithren. Die Gruppeneigenschaft siecht man
hier (u.a.) dadurch, dass das Hintereinanderausfithren von zwei
Symmetrien wieder eine Symmetrie ist und wir jede Symmetrie
durch eine andere wieder riickgéngig machen kénnen. Zum Bei-
spiel ist in der Symmetriegruppe des Tetraeders die Drehsymme-
trie um 120° gleich dem Produkt von zwei Spiegelungen, siehe
Abbildung 2.2.

Fiir Symmetriegruppen spielt der Begriff der Operation einer
Gruppe G auf einer Menge M eine wichtige Rolle. Zum Beispiel
konnte GG die Symmetriegruppe des Tetraeders sein und M der
Tetraeder oder die Menge der Eckpunkte, der Kanten oder Seiten
des Tetraeders. Eine Gruppenoperation ist eine Abbildung (mit
einigen offensichtlichen Zusatzbedingungen)

GxM — M
(g,m) — g-m

d.h. ein Gruppenelement ¢ bildet ein Element m € M auf ein

15
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Abbildung 2.1: Die Platonischen Koérper

| 3 3

Abbildung 2.2: Komposition von zwei Symmetrien des Tetra-
eders

anderes Element von M ab, das wir g - m nennen. Starten wir
mit einem m und wenden alle Elemente von G an erhalten wir die
Bahn von m, zum Beispiel konnen wir jede Ecke des Tetraeders
durch eine Symmetrie auf jede andere Ecke abbilden. Auf diese
Weise konnen wir M in disjunkte Bahnen zerlegen. Als zentralen
Satz beweisen wir die Bahnengleichung.

Die beiden wichtigsten Beispiele von Operationen fiir die
Konstruktion und Klassifikation von Gruppen sind jedoch die
einer Untergruppe H c G durch Translation

HxG — G
(h,g) +— hg
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und von G auf sich selbst durch Konjugation

GxG — G
(a,b) +— aba™!

Zur Klassifikation von Gruppen werden wir insbesondere die
Sylowsitze beweisen, die wichtige Informationen iiber die Existenz
und Anzahl von Untergruppen einer gegeben Gruppe liefern. Bei-
spielsweise werden wir in diesem Zusammenhang zeigen, dass es
zu jedem Primpotenzteiler p/ der Anzahl der Elemente |G| einer
Gruppe G eine Untergruppe H gibt |H| = p7.

2.2 Gruppen und Operationen

2.2.1 Grundbegriffe

Definition 2.2.1 FEine Gruppe (G,o) ist eine Menge G zu-
sammen mit einer Verkniipfung

o: GxG@ — (@
(a,b) +— aob

die folgende Aziome erfiillt:
(G1) Assoziativitdt

ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceG

(G2) Es existiert ein neutrales Element, d.h. ein
eeG
mat
eoa=qoe=a VaeG

(G3) Existenz des Inversen, d.h. Va e G Ja~t € G mit

atoa=aoat=e
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Gilt aufSerdem das Kommutativgesetz
aob="boaqa Va,beG

dann heifst G abelsch.

Fine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
o: GxG — (@G

die (G1) erfillt, nennt man Halbgruppe, (G,o) mit (G1) und
(G2) heifst Monoid.

Die Ordnung |G| von G ist die Anzahl der Elemente von G,
falls G endlich ist, und sonst co.

Bemerkung 2.2.2 Setzt man fiir eine Gruppe G nur die Ezristenz
eines linksneutralen Elements e € G mit eca=a Ya € G und von
linksinversen Elementen fiir alle a € G mit a™' o a = e voraus,
dann ist e auch rechtsneutral und a=! rechtsinvers.

1) Fira,be G gilt: Ist ab=e, dann ist auch ba = e.
2) Esistaoe=a YaeG.
3) Das neutrale Element ist eindeutig.
4) Das Inverse ist eindeutig.
5) Fiir a,beG ist (ab)™ =btal.
6) Fiir aeG ist (a™1)™" = a.
Diese Aussagen zeigen wir in Ubung 2.1.

Beispiel 2.2.3 1) Die Menge der ganzen Zahlen mit der Ad-
dition
(Z,+)
st eine Gruppe.

2) Die Menge der ganzen Zahlen ungleich 0 zusammen mit
der Multiplikation
(Z\{0},-)

1st ein Monoid.
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3)

4)

5)

Ist V' ein Vektorraum, dann ist GL(V') die Menge der Vek-
torraumautomorphismen von V' zusammen mit der Kom-
position eine Gruppe.

Etwa fir V= K™ ist GL(V) = GL(n, K) die Gruppe der
mvertierbaren n x n Matrizen.

Seir X eine beliebige Menge. Die Menge der Selbstabbildun-
gen von X

S(X)={f: X — X | f bijektiv}
zusammen mit der Komposition ist eine Gruppe.

Speziell fiir
X =A{1,...,n}
151
Sp =8 ({1,...,n})
die Menge der Permutation von n Elementen, d.h. die sym-
metrische Gruppe. Ist o € S,,, dann schreiben wir auch

~ 1 - n
““No@) - o)
Ein Element von S, heifst Transposition, wenn es genau
zwei Elemente von X wvertauscht.

Sei

A={a,B,7,...}
eine endliche Menge. Ein Wort tber dem Alphabet A ist
eine endliche Folge

w = blebn

mit b; € A. Ist v = ay...a,, ein weiteres Wort, dann definiert
man die Verknipfung ”Hintereinanderschreiben”durch

wov=bi...byay...an,
Die Menge
G ={w|w ein Wort iiber A}

zusammen mit o ist eine Halbgruppe.

Erlauben wir in G das leere Wort e, dann ist (G,0) ein
Monoid.
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6) Figen wir zusdtzliche Buchstaben o', =1 ... mit der Re-

chenregel

Lo ta=e

(o7l
hinzu, dann erhalten wir die freie Gruppe erzeugt von A.

7) Sind G1, Gy Gruppen, dann ist das kartesische Produkt
G x Gy von Gy und Gy mit der Verkniipfung

(Cll,b1) ° (a27bz) = (a1 o ag, by o bz)
ebenfalls eine Gruppe.

Definition und Satz 2.2.4 Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teil-
menge H c G heifit Untergruppe, wenn die beiden folgenden
dquivalenten Bedingungen erfillt sind

1) a,be H=—=aobeH, b'e H undee H

2) H+@ und a,be H=—aob™' e H.

Beweis. (1.) = (2.) ist klar. Ist umgekehrt H # @, dann gibt es
ein a € H. Fiir dieses gilt e = aoa™ € H und somit a~! = eca™! € H.
Also fiir a,be H gilt a,b~! € H, also

aOb=a0(b_1)_1€H
n

Beispiel 2.2.5 Die Menge der invertierbaren Matrizen mit Determinante
1
SL(n,K)={AeGL(n,K)|det A=1}

ist eine Untergruppe von GL (n, K), die spezielle lineare Grup-
pe.

Beispiel 2.2.6 Die Untergruppen von (Z,+) haben die Gestalt
nZ:={n-k|keZ}

wobet n € L.



2. GRUPPEN 21

Beweis. H c Z sei eine Untergruppe. Entweder gilt H = {0} oder
es gibt ein kleinstes Element n > 0 in H. Wir zeigen, dass dann
H =nZ gilt: Sei m € H. Division mit Rest liefert eine Darstellung

m=qn+r

mit 0 <7 <n und r € H. Nach der Definition von n folgt r = 0,
alsomenz. m

Beispiel 2.2.7 Sein € N. Fiir a € Z heifst die Aquivalenzklasse
von a modulo n (siehe auch Ubungsaufgabe 1.2)

a={beZ|a=bmodn}
=a+nZ:={a+k-n|keZ}cZ

Restklasse von a modulo n . Dann ist
Ly =7[n = {G,T,E, ey — 1}

mit

a+b=a+b

eine Gruppe, die Gruppe der Restklassen modulo n. Ist d
ein Teiler von n und a =%, dann ist

Z]d= {6,6,%, } cZln
eine Untergruppe.

Die Identifikation der Untergruppe mit Z/d ist ein Gruppen-
isomorphismus:

Definition 2.2.8 Fin Gruppenhomomorphismus p zwischen
zwei Gruppen Gy und Gy ist eine Abbildung

p:G1— Gy
die
@ (ab) = ¢ (a)p(b) Ya,beG,
erfillt, also die Verkniipfungsstruktur erhdlt.
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Bemerkung 2.2.9 Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G —
p(e1) =€

wobei e; € G; jeweils das neutrale Element bezeichnet.
Der Kern von ¢

kerp={aeGi|p(a)=e}
und das Bild von ¢
Imp={beGy|beyp(G)}
sind Untergruppen von G bzw. G,.
Siehe auch Ubung 2.2.

Lemma 2.2.10 FEin Gruppenhomomorphismus ¢ : Gi — Gs
st ingektiv genau dann, wenn der Kern

ker p = {e1}
nur das neutrale Element e; von Gy enthdlt.
Beweis. Fiir a,b € G gilt
v(a)=¢((h) <= ¢ (ab‘l) =ey <= ablekeryp

also
kerp ={e1} = {p(a) = (b) = a = b}
Ist umgekehrt ¢ injektiv, dann folgt aus

¢ (a)=e3=yp(e1)

dassa=e;. =

Definition 2.2.11 Injektive Gruppenhomomorphismen nennt man
auch (Gruppen-) Monomorphismen, surjektive Gruppenho-
momorphismen (Gruppen-) Epimorphismen.

FEin Isomorphismus ¢ : Gy — G5 von Gruppen ist ein
bijektiver Homomorphismus. Die Umkehrabbildung

p Gy — Gy

st dann ebenfalls ein Homomorphismus. Wir schreiben auch

Gl = GQ.
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Siehe auch Ubung 2.2.

Beispiel 2.2.12 1) Die Inklusion einer Untergruppe H - G
1st ein Monomorphismus.

2) Die Abbildung
Z — ni
k +— n-k

st ein Isomorphismus.

3) Die Abbildung

(R, +)

I (R>0a )
—  exp(z)=e”
st ein Isomorphismus.

4) Im Gegensatz dazu ist

((C>+) - ((C*?')

z —  exp(z) =e?

zwar ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus. Der
Kern st

ker (exp : C — C*) = 2miZ := {2min | n € Z}

5) Sein >2. Die Signatur oder das Signum

sign: S, — ({£1},")

o +—> sign(o)= ]I
]:

st ein Epimorphismus und
ker (sign) = A,

heifit die alternierende Gruppe.
Siehe auch Ubungsaufgabe 2.5.
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6) Sei G =GL(n,K). Dann ist
det: G — (K*,")
ein Gruppenhomomorphismus und

ker (det) = SL (n, K)

7) Mit der Gruppe p,, der n-ten Einheitswurzeln

pn ={¢eCl¢" =1}

mat der Multiplikation als Verkniipfung ist

2mi

(Z[n,+) —  p
j —> enJ

ein Isomorphismus.
8) Sind a,b e Zyy und ggT (a,b) =1. Dann gilt
Zlab=7Z]a xZ]b
Dies zeigen wir in Ubung 2.6.
Praktisch werden Gruppen oft durch Erzeuger gegeben:

Definition 2.2.13 Se:i E eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann
ist (E) die kleinste Untergruppe von G, die E enthdlt, dquivalent
der Durchschnitt aller Untergruppen U c G, die E enthalten
(denn der Durchschnitt von Untergruppen ist eine Untergruppe).
Wir nennen (E) die von E erzeugte Untergruppe von G.
Fine Gruppe G heift zyklisch, wenn es ein g € G gibt mit

G ={g)
Fiir gy, ..., gr € G ist offenbar
<917 7gk> = {H:=1tl | 7 >0 und t; € {91791_17 ”.791“91;1}}

Beispiel 2.2.14 1) Die Restklassengruppe Z|n ist zyklisch von
1 erzeugt.
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2) Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch von 1 erzeugt.

3) Die Untergruppe nZ c (Z,+) ist zyklisch erzeugt von n,
also nZ = (n). Nach Beispiel 2.2.3 gilt nZ = 7.

Wir werden spéter zeigen, dass alle zyklischen Gruppen bis
auf Isomorphie von der Form Z oder Z/n sind (siche Beispiel
2.3.17).

Definition 2.2.15 Sei g € G ein Element einer Gruppe. Dann
heifst
ord (g) = |{g)]

die Ordnung von g.

Siehe auch Ubungsaufgabe 2.7.

2.2.2 Gruppenoperationen

Gruppen werden in der Mathematik betrachtet, da sie als Men-
gen von Symmetrien von Objekten auftauchen. Um Symmetrie-
gruppen einzufithren, verwenden wir die Notation einer Opera-
tion.

Definition 2.2.16 Sei (G,0) eine Gruppe und M eine Menge.
Fine Operation von G auf M (von links) ist eine Abbildung

GxM — M

(g,m) +— g-m

die folgende Bedingungen erfiillt:
1)

fiir alle me M.

2)
(aob)-m=a-(b-m)

fir alle a,b e G und m e M.
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Anders formuliert, ist eine Operation von G auf M ein Grup-
penhomomorphismus

pr G — S(M)

g = w(g):(M — M )

m = g-m

von G in die Gruppe der Selbstabbildung von M. Wir iiberpriifen,
dass ¢ (g) fiir g € G bijektiv und ¢ ein Homomorphismus ist: Sei
g-mq=g-mey fiir g€ G und my,my € M, dann folgt

mi=e-my=(grog) mi=g" (g-m)

=g (g-ma) = (g og) -my=e-my=my

Ist m e M, dann m = e-m. Weiter ist

¢(goh)=(mw=(goh)-m)=(mwg-(h-m))

= (m = g-m)o (mw h-m)

Definition 2.2.17 FEine Operation von G auf M heifit treu,
wenn @ injektiv ist, d.h.

VaeG,a+e ImeM mita-m+m
Beispiel 2.2.18 1) S,, operiert auf {1,...,n}.
2) Die Gruppe GL (n, K) operiert auf K™.
3) Sy operiert auch auf R™, indem wir eine Permutation
o:{er,....,ent > {e1,...,en}

der Einheitsbasisvektoren
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zu einer linearen Abbildung
A, R" —R"”
fortsetzen. Die zugehorige Matriz
Ay = (ai; (0))

hat die Eigenschaft, dass in jeder Zeile und Spalte genau
ein Fintrag ungleich O steht und dieser den Wert 1 hat.
Solche Matrizen nennt man Permutationsmatrizen.

Beachten Sie
A, €0(n)

1st eine orthogonale Matrix, d.h. sie ldsst den Fuklidischen
Abstand zum Nullpunkt

lz] = v EiLi

mwvariant. Die Gruppen

O(n) = {AeGL(n,R)|A=A!}
SOU(n) = {AeO(n)|detA=1}

heiffen orthogonale Gruppe O (n) bzw. spezielle or-
thogonale Gruppe SO (n) der Drehungen. Beachten Sie,
dass nicht jedes Element von SO (n) eine Permutationsma-
triz 1st.

Allgemeiner betrachtet man:

Definition 2.2.19 Die Menge der Euklidischen Bewegungen des
Rn
E(n)={z~»Az+b|AcO(n), beR"}

15t mit der Komposition
(x> Az +Db)o (x> Br+c)=(x— ABx+ Ac+)D)

eine Gruppe, die Bewegungsgruppe.
In der linearen Algebra zeigt man, dass sich jede abstandser-
haltende Abbildung als Komposition einer Isometrie (d.h. einer
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langen- und winkelerhaltenden Abbildung) und einer Translati-
on schreiben lisst. Weiter sind die Isometrien des Fuklidischen
Raums genau dargestellt durch die orthogonalen Matrizen. Somit
sind die Elemente von E(n) nichts anderes als die abstandser-

haltenden Abbildungen.
Weiter heifit

SE(n)={x~ Az+b|AeSO(n), beR"}

die spezielle Bewegungsgruppe. Die Elemente sind Komposi-
tion einer Drehung und einer Translation, erhalten also zusdtzlich
die Orientierung.

Sei M c R™ eine Teilmenge. Die Gruppe

Sym (M) ={AeE(n)|A(M) =M}
heifst Symmmetriegruppe von M.

Beispiel 2.2.20 Wir beschreiben die Symmetriegruppe Sym (D)
des gleichseitigen Dreiecks D

3
1/\2

Jede Symmetrie ist ein Element der O (2) mit 0-Punkt im Schwer-
punkt des Dreiecks, ist also durch Multiplikation mit einer ortho-
gonalen Matriz gegeben. Wir schreiben die Elemente von Sym (D)

mit a = %7‘(‘ als

- Al
@_ cosa —sina —cosa —sina
sinoe  cos« —sina  cos«

~_X
—cosqa sinw
sina  cosa

/ B cosa  sinw
—-sino cos«

) S

S =
= O
v
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Jede Symmetrie ist eindeutig durch thre Wirkung auf den Ecken
festgelegt. Nummerieren wir die Ecken, kénnen wir also jedes
Element als eine bijektive Abbildung {1,2,3} — {1,2,3} auffas-
sen. Genauer haben wir einen Gruppenisomorphismus ¢

w0 N )AL Lo

\_/1 K_/
v I I
- {id 1/'\2 1/\5 (102 (13) (2<3)

Mit der Verkniipfung (die gegeben war durch Komposition von
Abbildungen) berechnen wir beispielsweise

3
(1o2o@o3)={ )
1¥/42
3 3
O Nl N-id
1 2 1V2

Der Isomorphismus ¢ wird induziert durch die Operation von
Sym (D) auf den Ecken des Dreiecks

Sym (D) x {1,2,3} - {1,2,3}

e

~F
die Drehung um 120°, dann bildet die Operation beispielsweise

ab

Bezeichnet

(1120, 1) = 2, (r120,2) = 3, (r120,3) ~ 1

Aquivalent haben wir einen Gruppenhomomorphismus

Sym (D) - S ({1,2,3}) = S3

y

der z.B. abbildet

1-2 1 92
rig0 > | 23 |2 3
31
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und analog fiir die anderen Elemente von Sym (D).
Beispiel 2.2.21 Se:
M=Q={zeR?||x;] <1 Vi}

der Einheitswiirfel. Die Symmetriegruppe von () ist

+1 0 O
Sym (Q) = 0 1 0 |-A,|0€eSs
0 0 =<1

hat also 23 -6 = 48 Elemente: Jede Symmetrie von QQ muss die
Menge der Punkte kleinsten Abstands zum Nullpunkt auf dem
Rand 0Q von Q in sich dberfihren. Die Behauptung folgt, da
diese Menge aus den Punkten

{:1:61, +e9, :|:€3}
besteht.

Beispiel 2.2.22 Gegeben ein Punkt des gleichseitigen Dreiecks
D, wollen wir untersuchen, auf welche anderen Punkte dieser
unter der Operation

Sym (D) x D — D

abgebildet werden kann. Diese Menge nennt man die Bahn, die
Anzahl der Elemente die Linge der Bahn. Beispiele von Bahnen
sind

1 2 1 2

Ebenso kann man die Operation auf der Menge aller Teilmengen
von D, der Potenzmenge 2P, betrachten

Sym (D) x 2P - 2P
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In der Bahn der schwarzen Teilmenge liegt auflerdem noch die

weisse Teilmenge
3

1 2

Andererseits kann man die Menge aller Elemente von Sym (D)
betrachten, die einen gegebenen Punkt (oder Teilmenge) festhal-
ten. Die Ecke 1 wird festgehalten von {id, (2 < 3)}, der 0-Punkt
von Sym (D) und der Punkt p nur von der Identitit. Die schwar-
ze Teilmenge wird festgehalten von

3 3
i NV
1V2 1w2

Wir beobachten, dass diese Mengen stets Untergruppen von
Sym (D) sind, und das Produkt der Gruppenordnung mit der
Linge der jeweiligen Bahn stets |Sym (D)| = 6 ergibt. Dies wer-
den wir in Abschnitt 2.2.5 zeigen.

Zunachst formalisieren wir aber diese Ideen:

Definition 2.2.23 Ser G x M — M eine Operation. Dann
heifst zu m € M die Menge

Gm={gm|geG}c M

die Bahn (oder der Orbit) von m. Ist N c M eine Teilmenge,
dann heifst
Stab(N)={geG|gN =N}

der Stabilisator von der Menge N.
Fiir me M sei

Stab (m) = Stab ({m})

Bemerkung 2.2.24 1) Stab(N) c G ist eine Untergruppe.
Sie hdlt N als Menge fest.

Nhen Stab (n) c G
ist die Untergruppe, die N punktweise fest ldsst.
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2) Zwei Bahnen Gmy und Gmy sind entweder gleic.h oder dis-
gunkt. In der gleichen Bahn zu sein ist also eine Aquivalenz-
relation.

Ist
ms € Gmy N Gmgy

dann gibt es g1, go mit
mg = g1y = ga2ma
also

-1
ma =go g1y

Damit ist mo € Gmy, und somit Gms ¢ Gmy, ebenso gilt
die andere Inklusion, also Gmo = Gmg.

Definition 2.2.25 Die Menge der Bahnen bezeichnen wir mait
G\M (Quotient von M nach G) bei Linksoperation und mit
M |G bei Rechtsoperation

MxG—M

Jedes Element m € Gmy nennen wir einen Reprdsentanten
der Bahn, denn Gm = Gm;.

T: M — G\M
heifit Quotientenabbildung.
Aus obigen Bemerkungen haben wir:

Definition und Satz 2.2.26 Sei GxM — M eine Operation.
Fin vollstindiges Reprdsentantensystem der Bahnen ist

eine Teilmenge R c M, sodass jede Bahn Gm genau ein Element
von R enthdilt.

Dann ist M die disjunkte Vereinigung

M=Gr

reR
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Beispiel 2.2.27 Ist 0 € S,,, dann zerlegt die Operation von (o)
die Menge {1,...,n} in Bahnen der Form

(o)z ={z,0(z),0(2),...0"" (2)}

und t minimal mit ot (x) = x. Gibt es nur eine Bahn der Ldnge
t>1 (d.h. alle anderen haben Linge 1), dann heifit o Zykel der
Ordnung t, und wir schreiben

o=(z,0(x),0%(x),...0c07" (z)).
Transpositionen sind Zykel der Léinge 2.

Satz 2.2.28 FEs gilt:

1) Jedes Element der S, ist ein Produkt elementfremder Zy-
kel.

2) Jedes Element der S,, ist ein Produkt von Transpositionen.
Beweis. Sei 0 € 5,,.

1) Sei{x1,...,x,} ein vollstandiges Reprasentantensystem der
Bahnen der Operation von (o) auf {1,...,n}. Schrinken wir
o als Abbildung auf die Bahn (o) z; ein, erhalten wir einen
Zykel o; und
O=01" .. 0Oy

2) Wir konnen annehmen, dass o ein Zykel (yo,...,4:-1) ist
und

(yOa "'7yt—1) = (yOa yl) Tt (yt—27yt—1)

]
Beispiel 2.2.29 Sei
0_:(123456789)
412 39 876 5
Die Operation von (o) zerlegt

{1,..,9} = {1,2,3,4} 0 {5,910 {6,8} U {7}
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in disjunkte Bahnen und

o=(1,4,3,2)(5,9)(6,8)
=(1,4) (4,3)(3,2) (5,9) (6,8)

Siehe auch Ubungsaufgabe 2./.

Beispiel 2.2.30 Die symmetrische Gruppe Ss wird von (1,2)
und (2,3) erzeugt
S3 = <(1’ 2) ) (273}}

denn (1,2)(2,3) = (1,2,3) und (1,2)(2,3) (1,2) = (1,3). Allge-
mein gilt

Sn=1((1,2),(2,3),...,(n=1,n))
siehe auch Ubungsaufgabe 2.8 und auch 2.9.

2.2.3 Operation durch Translation

Der folgende Satz hat eine zentrale Bedeutung fiir das prakti-
sche Rechnen mit Gruppen (z.B. das Computeralgebrasystem
GAP, siehe [5], implementiert Algorithmen zur Berechnung im
Wesentlichen aller hier eingefiihrten Objekte fiir Untergruppen
der symmetrischen Gruppe).

Satz 2.2.31 (Cayley) Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
Untergruppe einer Gruppe von Selbstabbildungen S (X)) fir ei-
ne Menge X.

Zum Beweis des Satzes von Cayley (Ubungsaufgabe 2.10)
betrachtet man z.B. die Operation von G auf sich selbst

GxG—G
(9.h) > g-h
Dies ist eine Operation von links und von rechts. Fiir endliche

Gruppen kann man die Verkniipfung mittels einer Tabelle ange-
ben, der Verkniipfungstafel.
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Beispiel 2.2.32 Flir
G=7/4={0,123)

st die Verkniipfungstafel

wl Nl | Ol +
wl | | o S
Ol ol DI | ]
=1 Ol Wl Nl bl
ol | Ol wolf Wl

In jeder Zeile und Spalte steht jedes Element genau einmal.

Eine Gruppe ist abelsch genau dann, wenn ihre Verkniipfungstafel
beziiglich der Diagonalen symmetrisch ist. Das Assoziativgesetz
ldasst sich der Tabelle nicht unmittelbar ansehen.

Analog zur Operation einer Gruppe auf sich selbst kann man
auch die Operation einer Untergruppe betrachten:

Beispiel 2.2.33 Wie in Beispiel 2.2.6 gezeigt, sind die Unter-
gruppen von (Z,+) von der Form

nZ={n-k|keZ}

FEine Gruppenoperation von nZ auf Z (von rechts) ist gegeben
durch

Zxnli— 7

(a,n-k)y—a+n-k
Die Bahnen sind genau die Restklassen modulo n
a=a+nZ={a+n-k|keZ}

Wir haben in Beispiel 2.2.7 schon gesehen, dass die Menge dieser
Bahnen mit der Addition

a+b=(a+nZ)+(b+nZ)=(a+b)+nZ=a+b

wieder eine Gruppe Z[n ist.
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Zum Beispiel sind fiir n =4 die Bahnen der 2 bzw. 3

2+4Z ={...,-6,-2,2,6,10,14, ...}
3+4Z={...,-5,-1,3,7,11,15,...}

2
3
und

2+3=5+4Z=1+4Z={...,-7,-3,1,5,9,13,...}

Man beachte, dass die Addition von Bahnen wohldefiniert ist,
denn ist a+nZ = a'+nZ und b+nZ = b'+nZ, dann gilt a—a’ =n-k
und b-b"=n-s, d.h.

a+b=d +b +n-(k+s)

also
a+b=a +¥V

Spdter werden wir allgemein untersuchen, wann eine Menge von
Bahnen einer Untergruppe wieder eine Gruppe ist.

Zunéchst formulieren wir dieses Konzept allgemein:

Definition 2.2.34 (Nebenklassen) Sei H ¢ G eine Unler-
gruppe. Dann definiert die Verkniipfung in G eine Operation von
H auf G

HxG—G

von links, und ebenso eine von rechts
GxH—G
Fiir g € G heiffen die Bahnen dieser Operation
Hg={hg|heH}

bzw.
gH ={gh|heH}

rechte bzw. linke Nebenklassen von g.

Satz 2.2.35 Sei H c G eine Untergruppe. Je zwei Nebenklassen
von H haben gleich viele Elemente.
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Beweis. Seien a,b € G. Dann stehen aH und bH in Bijektion
zueinander durch Multiplikation mit ba~! von links

oH 2L bH
ac +— balac="0bc

Die rechten und linken Nebenklassen a H und Ha stehen in Bi-
jektion vermoge Konjugation mit =

g +—> aga*l

G — G
U U
aH — Ha

Mit der Operation durch Konjugation werden wir uns in Ab-
schnitt 2.2.4 beschéftigen. m

Corollar 2.2.36 (Indexformel) Sei H c G eine Untergruppe.
Es gilt
Gl =|G/H]-|H|

Definition 2.2.37 Sei H c G eine Untergruppe.
[G:H]:=|G/H]
heifst Index von H in G

Siche auch Ubungsaufgabe 2.12).
Wir bemerken zunéchst, dass

H—aH
hw~ ah

eine Bijektion ist, also
laH| = |H]|
Beweis. (der Indexformel) Nach Definition und Satz 2.2.26 ist G
die disjunkte Vereinigung aller a H mit a aus einem vollstandigen
Reprisentantensystem R, also falls |G| < oo ist
Gl =) laH]| = |R|-|H]|
acR
(mit Satz 2.2.35). Ist |G| = oo, dann auch |G/H| = oo oder |H| =
. W

Aus der Indexformel (Satz 2.2.36) erhalten wir:
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Corollar 2.2.38 In einer endlichen Gruppe G ist die Ordnung
eines Elements g € G ein Teiler der Gruppenordnung |G|, d.h.
ord (g) | |G-

Corollar 2.2.39 Jede Gruppe G mit |G| prim ist zyklisch.

Beweis. Aus der Indexformel erhalten wir, dass G nur die Un-
tergruppen {e} und G hat. Somit ist fiir jedes e # g € G schon

{e}#{9)=G

2.2.4 Operation durch Konjugation

Beim Beweis der Gleichméchtigkeit von Nebenklassen (Satz 2.2.35)
haben wir die Konjugationsoperation verwendet:

Definition 2.2.40 Die Abbildung

GxG — G
(a,b) +— aba™!

definiert eine Operation von G auf G von links. Diese Operation
heifst Konjugation.
Die Bahn
b% ={aba! |a e G}

heifst Konjugationsklasse von be G.

Beweis. Anwenden von ajas auf b vermoge Konjugation

(alag,b) > alagb (CLlCLQ)_l
= ayagbayta;?

= ay (agbazt) ait

Beispiel 2.2.41 Wir bestimmen die Konjugationsklassen der Ss:

(1,2,3) (1,2) (1,3,2) = (2,3)
(1,2,3)(2,3) (1,3,2) = (1,3)
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Weiter ist
(1,2)(1,2,3) (1,2) = (1,3,2)

und ebenso fiir jede andere Transposition. Die Konjugationsklas-
sen sind also

{0}
{(1,2),(1,3),(2,3)}
{(1,2,3),(1,3,2)}

Der folgende GAP-Code berechnet die Konjugationsklassen:
g:=SymmetricGroup (3);

c:=ConjugacyClasses(g);

Elements(c[2]);

Elements(c[3]);

Wir beschreiben die Konjugationsklassen der symmetrischen
Gruppe S,, allgemein:

Definition 2.2.42 FEine Partition von n € Zs; ist eine Summe
n=n1+..+n, mitny >..>n; > 1.

Jedes o € S, ist ein Produkt
O=01"... O}

von disjunkten Zykeln der Léngen n; > ... > n; > 1. Schreiben
wir auch Bahnen der Lange 1, ist

N="N1+...+ny
eine Partition. Beispielsweise ordnen wir
(27 374) (57 6) = (27 374) (57 6) (1) € Sﬁ

die Partition 6 =3+2+1 zu.
Ist 0 = (21,...,x,) €S, und 7 € S,,, dann gilt

(7‘ Lo - 7‘_1) (7(z;)) =7 (0 (x;))
also
oot = (1 (21),...,7(2,))
Beispielsweise
(2,3,4)- (1,2)(3,4,5) -(2,3,4)7' =(1,3)(4,2,5)

Damit zeigt man (Ubungsaufgabe 2.16):
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Satz 2.2.43 Die Menge der Konjugationsklassen von S, ist bi-
jektiv zu der Menge der Partitionen von n. Die zugeordnete Par-
tition heifst Zykeltyp.

Lemma 2.2.44 Fir festes a € G ist Konjugation mit a ein
Gruppenhomomorphismus.

ke: G — @G
g — a(g)=aga

Beweis. Fiir g,h € G gilt

ka (gh) =a(gh)a™ = aga'aha™
= Kq (9) - Ka (R)

Definition 2.2.45 Die Menge der Automorphismen von G (d.h.
Isomorphismen G — G) bilden eine Gruppe Aut (G) die Auto-
morphismengruppe von G.
Die Abbildung
k: G — Aut(G)

(HaiG—>G )
a +=——

g —> aga_l

ist etn Homomorphismus von G in die Gruppe der Automorphis-
men Aut (G).

Die Elemente des Bildes von k nennt man innere Auto-
morphismen. Diese bilden eine Untergruppe

Inn (G) = {g—aga™' | a e G} c Aut (G)
(siche auch Ubungsaufgabe 2.28).

Der Kern von « ist die Menge der Gruppenelemente a € G,
sodass K, = idg also aga™' = g fiir alle g € G.

Definition 2.2.46 Das Zentrum einer Gruppe G ist

Z(G)=ker(k)={aecG|ag=ga VgeG}
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Das Zentrum ist eine abelsche Untergruppe. Es ist eine wich-
tige Invariante zur Klassifikation von Gruppen. In Ubungsaufgabe
2.51 zeigen wir z.B., dass Z (A,,) trivial ist fiir n > 4.

Beispiel 2.2.47 1) Ist G abelsch, dann ist Inn (G) = {id}.

2)

3)

4)

Ist G = (g) = (h) eine endliche zyklische Gruppe, dann setzt
sich die Zuordnung ¢ (g) = h zu einem Automorphismus
von G fort durch

@(gj) =K

Wir bestimmen die inneren und dufleren Automorphismen

von G=7/3 = {6, 1, 5}. Die Abbildung

Aut(G) - S({1,2}) 2 z/2

SOH( wéT) 90(25) )

ist ein Gruppenisomorphismus, denn Aut (G) c S ({6, 1, 5}),
fiir jeden Automorphismus gilt 0 — 0 und die Zuordnung
1+ 2 setzt sich zu einem Automorphismus

QD :

DOl =1 Ol QY
=N Ol

11 71

von G fort. Weiter ist Inn (G) trivial wegen (1.).

Die Gruppe Sg wird von den Elementen (1,2,3,4,5) und
(5,6) erzeugt. Der folgende GAP-Code zeigt, dass sich die
Zuordnung

(1,2,3,4,5) ~ (1,2,3,4,5)
(5,6) ~  (1,2)(3,5) (4,6)

zu einem Automorphimus ¢ von Sg forsetzen ldsst:

gens:=[(1,2,3,4,5),(5,6)];
newgens:=[(1,2,3,4,5),(1,2) (3,5) (4,6)];
g:=Group (gens) ;
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hom:=GroupHomomorphismByImages(q,g,gens,newgens) ;
Kernel (hom) ;

Da ¢ den Zykeltyp dndert, ist o kein innerer Automorphis-
mus und somit Inn (Sg) & Aut (.Sg).

Fiirn+2,6 gilt stets
Aut (S,) =Inn(S,) =2 S,

Dies kinnen wir hier nicht allgemein zeigen, wir behandeln
den Fall n =3 in Ubungsaufgabe 2.28.

2.2.5 Bahnengleichung

Wir betrachten nun wieder die Operation einer Gruppe G auf
einer Menge M und fragen nach der Beziehung zwischen der
Bahn eines Elements m € M und dem Stabilisator von m.

Satz 2.2.48 Se:
GxM-—M

eine Operation, m € M und
H :=Stab (m)
Dann gibt es eine natiirliche Bijektion

G/H — Gm
gH +— gm

Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert: Ist gH = ¢’ H, dann ist
g' € gH, also g’ = gh mit h € H. Es folgt

g'm=ghm = gm

da m von h stabilisiert wird. Die Abbildung ist offenbar surjektiv.
Sie ist auch injektiv, denn

gm=gom = g;'go e H =

G2=q197" g2 € i H = g1 H = go H
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Abbildung 2.3: Tetraeder

Corollar 2.2.49 Sei G x M — M eine Operation und m € M.
Dann gilt
|Gm| - [Stab (m)] = |G|

Beweis. Es ist
|Gm| =|G/H|

und

|G/H|-|H|=|G]
nach der Indexformel 2.2.36. m

Beispiel 2.2.50 (Symmetriegruppe des Tetraeders) SeiT
ein requldrer Tetraeder mit den Ecken 1,...,4 wie in Abbildung
2.3. Die Symmetrien von T sind durch ihre Wirkung auf den
Ecken eindeutig bestimmt. Wir kénnen also die Symmetriegrup-
pe Sym (T') von T als Untergruppe von Sy auffassen.

Die Spiegelung an der Ebene, aufgespannt durch eine Kan-
te und dem Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Seite, entspricht
einer Transposition, z.B. die Spiegelung an der in Abbildung
2.4 eingezeichneten Ebene entspricht (2,3). Da die Sy von den
Transpositionen erzeugt wird, folgt:

Sym (T) = S4
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3

Abbildung 2.4: Spiegelsymmetrie (2,3) des Tetraeders

Beispiel 2.2.51 (Bahnen und Stabilisatoren) Fir die Ope-
ration von G =Sy auf dem Tetraeder T mit Mittelpunkt O durch
Permutation der Vertices von T betrachten wir die Bahnen Gm
fiir die Punkte m €T, die in Abbildung 2.5 markiert sind:

Bahnen Gm |Gm| | Stabilisatoren Stab (m) |Stab (m)|
G1=1{1,2,3,4) i |5 6
Stab (mq2)
Gmig = {mia,...,mz4} | 6 ={e,(12),(34),(12)(34)} |4
~ 7o X Lo
Gp 24 Stab (p) = {e} 1
G0 = {0} 1 [ Stab(0) =S, 24

Wir bemerken, dass stets
|Gm|-[Stab (m)| = |G|

Satz 2.2.52 (Bahnengleichung) Sei R c M ein vollstindiges
Repridsentantensystem der Bahnen einer Operation G x M —

M. Dann qilt
G
M=S =
[M] =2, |Stab (r)]

reR

Beweis. M ist nach Definition und Satz 2.2.26 die disjunkte
Vereinigung

M=Gr

reR
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Abbildung 2.5: Bahnen von Punkten des Tetraeders

Also e
M| = . - 1=
| M| Z |G -7l Z Stab ()]

reR reR
]

Beispiel 2.2.53 Die Permutation
(1 2345678910
\4 1239765810
=(1,4,3,2)(5,9,8) (6,7)

erzeugt eine zyklische Gruppe G = (o) der Ordnung 12. Die Ope-
ration von (o) zerlegt

{1,...,10} ={1,2,3,4} U{5,8,9} U {6, 7} U {10}
i Bahnen, also gilt die Bahnengleichung
10=4+3+2+1
12 12 12 12
=—t— +— + —
3 4 6 12
denn
Stab (1) = {6,04,08}
Stab (5) = {6,03,06,09}
Stab (6) = {6,0’2,0'4,0'6,0'8,0'10}
Stab (10) = {6,0’1,0'2, ...,011} =G
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Eine weitere Anwendung ist die Klassifikation von Graphen
bis auf Isomorphie:

Definition 2.2.54 Fin (ungerichteter) Graph ist ein Paar
G=(E,K)

aus einer Menge E von Ecken und einer symmetrischen Teil-
menge
KcExFE

von Kanten. Sind (E,K) und (E', K') Graphen, dann ist ein
Morphismus von Graphen
pi (B K) — (B, K')
eine Abbildung
o: B — FE'
sodass
(pp > ¢p) (K) c K’
Ein Isomorphismus von Graphen ist ein Morphismus
p: (E,K) — (E', K')
sodass
op:E—E'
bijektiv ist und
(vi' x oi') (K") e K
Dann gibt
vpxpp:ExE— E'xE'
eine Bijektion
K — K’

Satz 2.2.55 FEs gibt genau 11 Isomorphieklassen von Graphen
mit 4 Ecken.
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Beweis. Die Graphen

oo
/. X

sind offenbar paarweise nicht isomorph. Wir zeigen, dass sie ein
vollstdndiges Repréasentantensystem der Graphen mit 4 Ecken

bilden: Sei

E = {1727374}

und
M ={(E,K) Graph}

also \
|M| :2(2) :26:64

Die Gruppe G = S, operiert auf der Menge der Graphen M durch
Permutation der Ecken. Wir geben fiir jeden der obigen Graphen
r = (E, K) den Isomorphietyp des Stabilisators und mit Hilfe der
Bahnenformel die Lange der Bahn an:

r Stab (r) |G| r Stab (r) |G|
o o
1 Sy 1 7 Sy 4
o o o
o
2 ZoxZy 2=6 8 Zs 12
o
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Alle Bahnen zusammen haben also tatsdchlich 64 Elemente,
also haben wir ein vollstdndiges Représentantensystem gefun-
den. m

2.3 Normalteiler
2.3.1 Normalteiler und Quotientengruppe
Sei H c GG eine Untergruppe und

7:G— G/H

die Quotientenabbildung. Kénnen wir dem Quotienten G/H die
Struktur einer Gruppe geben, sodass 7 ein Gruppenhomomor-
phismus wird? Wenn ja, dann ist ker (1) = H, da

m(e)=eH=HeG|H

das neutrale Element ware.

3 Ly 2-12 9 D, 2=
[ ]

4 D, 2=3 10 ZoxZy 6

5 Ss =4 11 Sy 1

6 Zs 12
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Bemerkung 2.3.1 Se:
o:G— F
ein Gruppenhomomorphismus und
H=%ker(p)cG
Dann gilt fiir g € G und

gHg™ :={ghg™" |he H}

dass
gHg'=H
Denn
h ekerp =
e(ghg™) =0 (@) e (M) e (9) " =0 (9) e (9) " =¢
=ghgteH
= gHg_1 cH
somat

H>gHg'>g(g'Hg)g" = H
also gilt Gleichheit.

Gruppen, die diese Eigenschaft des Kerns haben, nennt man
Normalteiler:

Definition 2.3.2 Sei H c G eine Untergruppe. H heifst Nor-
malteiler von G (in Zeichen H <« G ), wenn

gHg'=H VYgeG

(dquivalent ist gH = Hg Yg € G oder gHg™' ¢ H Yg € G oder
kg (H)cH VgeQG).

Allgemeiner als das obige Beispiel gilt:

Bemerkung 2.3.3 Ist p: G — F ein Gruppenhomomorphis-
mus und M c F ein Normalteiler, dann ist - (M) c G ein
Normalteiler. Ist ¢ surjektiv und N c G ein Normalteiler, dann
ist o (N) c F' ein Normalteiler.
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Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 2.22.
Beispiel 2.3.4 Sei G eine Gruppe.
1) Inn (G) ist ein Normalteiler von Aut (G).
2) Das Zentrum Z (G) ist ein Normalteiler von G.

Satz 2.3.5 Sei H c G eine Untergruppe. Die Menge G|H trigt
genau dann die Struktur einer Gruppe, sodass

7:G— GJ/H

ein Gruppenhomomorphismus ist, wenn H ein Normalteiler ist.
Wir bezeichnen dann G|H als die Quotientengruppe.

Beweis. Die Notwendigkeit, dass H Normalteiler ist, haben wir
schon gezeigt. Die Bedingung ist auch hinreichend: Sei H ¢ G
Normalteiler. Ist 7 Gruppenhomomorphismus, dann muss

aH -bH = abH

fiir die Verkniipfung auf G/H gelten. Zu zeigen bleibt: Durch
diese Formel wird eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben, d.h.
haben wir andere Représentanten

ag € aH bg ebH
miissen wir zeigen, dass
agbgH =abH

Sei
Q9 = ah b2 = bh'

mit h,h’ € H. Da H Normalteiler ist, gilt
bHb™' = H < bH = Hb
also existiert ein A" € H mit

hb = bh"
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und damit
asboH = ahbh'H = abh/' W H = abH

da h',h" € H.
Wir zeigen, dass diese wohldefinierte Verkniipfung auf G/H
tatsédchlich eine Gruppenstruktur definiert:

(aHbH)cH = aH (bHcH)

folgt aus (ab) ¢ = a (be).
eH=H

ist das neutrale Element. Das Inverse ist
(aH)'=a'H
n

Beispiel 2.3.6 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein
Normalteiler. Zum Beispiel sind die Untergruppen (n) = nZ c
(Z,+) Normalteiler, denn

a+nZ-a={a+kn-alkeZ}=nZ
und die Quotientengruppen sind die Restklassengruppen
Z[{n)=Z|nZ ="7|n

Bemerkung 2.3.7 Jede Untergruppe U c G vom Index [G : U] =
2 st ein Normalteiler von G.

Der kurze Beweis ist Teil von Ubungsaufgabe 2.32.
Gruppen kann man auch konstruieren, indem man auf einer
freien Gruppe bestimmte Rechenregeln (Relationen) fordert:

Definition 2.3.8 Se:
A = {917 "'7gn}

eine endliche Menge und F die freie Gruppe erzeugt von A (mit
neutralem Element e). Seien 11, ...,rs Elemente von F und N der
kleinste Normalteiler von F', der ry,...,rs enthdlt. Dann heifst

(gla -y Gn | T =€..,1s= 8) = F/N

die Gruppe mit Erzeugern g; und Relationen r;.
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Siehe auch Ubungsaufgabe 2.21 fiir eine Beschreibung der S,
durch Erzeuger und Relationen.

Beispiel 2.3.9 Die Symmetriegruppe W des Wiirfels wird nach
Ubungsaufgabe 2.19 von der Drehung

a=(2,3,5,4)
um 90° und der Drehspiegelung
ﬁ = (1757376’ 274)

um 60° erzeugt. Der folgende GAP-Code zeigt, dass sich W durch
Erzeuger und Relationen beschreiben ldsst als

W = (a,ﬁ la*=¢, B%=e, (ozﬁ)2 = e, (a‘162)2 = e)

f:=FreeGroup("a", "b");

g:=f/[f.1°4, f.2°6, (f.1%f.2)°2, (f.1°3*f.2°2)"2];
W:=Group((2,3,5,4), (1,5,3,6,2,4));
IsomorphismGroups (g,W);

2.3.2 Konjugationsklassen von Untergruppen

Konjugation liefert eine Operation auf der Menge der Untergrup-
pen einer Gruppe G:

Bemerkung 2.3.10 Ist U c¢ G eine Untergruppe und g € G,
dann ist die Menge

gUg™t ={gugt |uelU}cG
als Bild von U unter dem Isomorphismus
(h>g-h-g")elnn(G) c Aut (G)
eine zu U isomorphe Untergruppe von G.

Definition 2.3.11 G operiert auf der Menge S der Untergrup-
pen von G durch Konjugation

GxS - S
(9,U) = gUg™
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Die Bahnen
U ={gUg™" |geG}

fiir U € S heiflen die Konjugationsklassen von Untergrup-
pen.

Ein Normalteiler ist also eine Untergruppe U c (G, die inva-
riant unter Konjugation ist. Dies ist der Fall genau dann, wenn
die Konjugationsklasse nur ein Element hat, d.h.

Ue={U}

Wir haben schon an Beipielen gesehen, dass sich Stabilisato-
ren von Ecken eines Platonischen Koérpers gleich verhalten. Der
Grund ist, dass sie konjugierte Untergruppen der Symmetrie-
gruppe sind, z.B.:

Beispiel 2.3.12 Wir betrachten Sy als Symmetriegruppe des Te-
traeders (Abbildung 2.3). Dann ist

Stab (4) =((1,2),(2,3)) 2 S;
und
Stab (1) =((2,4),(2,3))
= (1,4)-((1,2).(2,3)) - (1,4)"
Allgemein zeigen wir:

Satz 2.3.13 Ist G x M — M eine Operation und sind n,m € M
in der selben Bahn etwa n = g-m, dann sind die Stabilisatoren
konjugiert

Stab (n) = g Stab (m) g™
Beweis. Sei v = gug™! mit u € Stab (m), dann
ven=vg-m=gu-m=g-m=n
also v € Stab (n) und somit
gStab (m) g~ c Stab (n)
Aus m = g1 - n folgt analog ¢! Stab (n) g c Stab (m) also
Stab (n) c gStab(m)g™!
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(13) (23)

1 (12) 2

Abbildung 2.6: Symmetriegruppe des Dreiecks und Konjugation

Beispiel 2.3.14 Sei G die Symmetriegruppe des gleichseitigen
Dreiecks, also G = S3 und |G| = 3! = 6. Also kann G nach der
Indexformel Untergruppen der Ordnungen 1,2,3,6 haben.

Ist |H| =1, dann H = {e}. Die Ordnung |H| =2 hat z.B.

His = {e, (12)}
Hyy ist kein Normalteiler: Kongugation mit (23) liefert

(23)e(23) ' =¢
(23) (12) (23) = (13) ¢ Hio

Es st
(23) H12(23) = Hi3 = {e,(13)}
Ist |H| =3, dann
H = {e, (123), (132)}

Dies ist ein Normalteiler und H = As ist die Untergruppe der
Drehungen in G.
Fiir
H ={id, (123),(132)}
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181
G/H ={H,(1,2)H}
~7/2 = ({£1},")

Der Isomorphismus GJ/H — ({£1},-) wird induziert durch den
Signumshomomorphismus

sign: S3 - ({£1},")
denn fir alle o € H ist sign (o) =1 und fiir alle
oe(1,2)H={(1,2),(1,3),(2,3)}

ist sign (o) = —=1. Wir beobachten, dass H = Az = kersign. Wir
werden im ndchsten Abschnitt 2.5.5 Isomorphismen wie

S3/kersign = ({1} ,-)
allgemein behandeln.

In Ubungsaufgabe 2.25 berechnen wir die Konjugationsklas-
sen von Untergruppen der Sj.

2.3.3 Homomorphiesatz und Isomorphieséitze

Ist ¢ : G — F ein Monomorphismus, dann kénnen wir G
Bild (¢) c F als Untergruppe von F' auffassen. Anderenfalls kann
man ¢ mittels der Quotientengruppenkonstruktion injektiv ma-
chen:

Satz 2.3.15 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : G — F' ein Grup-
penhomomorphismus. Dann gilt

G/ ker ¢ = Bild (¢)
Beweis. Wir definieren

@ : G ker p — Bild ¢
P (akerp) = (a)
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Dies ist wohldefiniert, da

a' = ah € aker o mit h € ker ¢
=p(d)=p(a)-¢(h)=¢(a)-e=p(a)
@ ist offenbar ein Epimorphismus, surjektiv, und @ ist injektiv,
denn
P(akerp)=e
=>p(a)=e=>ackery

= aker p =ker ¢ = eq/xery

|
Also faktorisiert ¢ : G — F in

G 5 F
Projektion ) () Inklusion
Glkerp = Bildyp
Siehe auch Ubungsaufgabe 2.31.
Beispiel 2.3.16 Da Z (G) =kerk und Inn (G) = Bildk fiir

k: G — Aut(G)
a +— (gr—aga™)
qilt
Inn (G) 2 G/Z (G)

Beispiel 2.3.17 Ist g € G, dann kann die Ordnung ord (g) end-
lich oder unendlich sein. Ist ord (g) unendlich, dann ist

0:(Z,+) — (g)cCG
k' — gF

ein Isomorphismus. Anderenfalls ist ker p = (n) mit
n=min{k>1|g"=e} =ord(g)
und mit dem Homomorphiesatz
Z[ {n) = (g)

Somit haben wir gezeigt: Hat eine zyklische Gruppe endliche Ord-
nung, dann ist sie isomorph zu Z[ (n) fir ein n >0, anderenfalls
1somorph zu 7.
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Anwendungen des Homomorphiesatzes sind:

Satz 2.3.18 (Erster Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H c
G eine Untergruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gilt

1) Die Teilmenge
HN ={hn|heH, neN}

ist eine Untergruppe von G und N ist ein Normalteiler von

HN .
2) Hn N ist ein Normalteiler von H.
3) Wir haben einen Isomorphismus

H/HAN = HNJN
a(HNnN) — aN

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wir im folgenden Beweis
nicht wirklich benétigen, dass N ein Normalteiler von G ist, son-
dern nur, dass N von H normalisiert wird, d.h. AN = Nh fiir
alle h e H.

1) Sind hlnl, h2n2 € HN, dann
h1n1h2n2 = hlhgnllng e HN

denn es gibt ein n} € N mit nihy = hon] wegen Nhy = hoN.

Ebenso gilt fiir das Inverse
(hiny) " =ni'hit = hi'n' e HN

mit n’ € N.
NcHN

ist ein Normalteiler, da N c G ein Normalteiler ist, also
gNgt=NVgeQG

und dies somit auch fiir alle Elemente aus HN gilt.
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2) Hn N c H ist eine Untergruppe. Sie ist Normalteiler, da
h(HnN)ht*chHh'nhNht=HnN VYheH
und somit h(HNN)ht=HnN YheH.
3) Die Abbildung

¢: H — HN|N

a +—> aN

ist ein Gruppenhomomorphismus und surjektiv, da jede
Nebenklasse von der Form

hnN = hN
fiir h e H ist. Weiter ist
kerp={ae H|laN=N}=HnN
Der Homomorphiesatz liefert

H/HnN =H/kerp=Bildp = HN/N

|
Wir haben also ein Diagramm

N 4 HN
U @]
HnN <« H

Beispiel 2.3.19 Sei G = (Z,+) und H = mZ und N = nZ die
zyklischen Untergruppen erzeugt von m und n. Dann ist

Hn N =kgV(n,m)Z

dennae HNN < n | a und m | a < kgV(n,m) | a. Zum
Beispiel:

67 ={...,—6,0,6,12,18,24,30...}
10Z = {...,~10,0, 10, 20, 30, ...}
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und
672 n10Z = 30Z = {...,-30,0, 30,60, ...}

Weziter st
HN =mZ+nZ={mu+nv|u,veZ}=geT (n,m)Z

denn ggT (n,m) | (un+wvm) fir alle u,v € Z und ggT (n,m) €
HN, da der erweiterte Fuklidische Algorithmus x,y € 7 liefert
mat

zn+ym = geT (n,m)

Zum Beispiel
6Z+10Z ={...,-2,0,2,4,6,10,...} =27Z

da2=2-6+(-1)-10.
Der erste Isomorphiesatz liefert somit

mZ | kgV (n,m)Z = ggT(n,m)Z [ nZ
a+kgV(n,m)Z w~ a+nZ

Im Beispiel m =6 und n =10 also

6Z | 30Z = 27 | 10Z

\

\

\

N —|

X 5l Bl o o
)

= ool NI o Ol

)

Da fiir w | w die Untergruppe uZ c wZ den Index
u
ZjuZ| = —
wZ/uz)=

hat (und isomorphe Gruppen die selbe Gruppenordnung), folgt

kgV (n,m) n
m ggT(n,m)

also
m-n=ggT (n,m)- -kgV (n,m)
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pe

1 4

Abbildung 2.7: Symmetriegruppe des Quadrats

Satz 2.3.20 (Zweiter Isomorphiesatz) Seien M, N Normal-
teiler von G und M c N. Dann gilt:

1) N/M st ein Normalteiler in G[M.

2) Es gibt einen Isomorphismus

(G/M)[(N/M) =GN

Beweis. Die Abbildung

v: GIM — GIN
aM —  alN

ist wegen M c N ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus
und surjektiv. Weiter ist

kerop = {aM |aN = N}
={aM |ae N}=N/M

also N /M ein Normalteiler in G/M und mit dem Homomorphie-
satz

(G/M) [ (NJM) = (G/M) [ kerp = Bildp = G/N
||

Beispiel 2.3.21 Sei G = Dy c Sy die Symmetriegruppe des Quadrats.
Der Punkt p hat trivialen Stabilisator und Orbit der Lange 8 und
damit |Dy| = 8.



2. GRUPPEN 61

Die Untergruppe der Drehungen um 0°, 90°, 180° und 270°
Z/4=N={(),(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2)} c G

hat Index 2, ist also ein Normalteiler. Dies sehen wir auch direkt:
Eine Komposition von Drehungen und Spiegelungen mit einer
geraden Zahl von Spiegelungen ist eine Drehung.

Die verbleibenden 4 Elemente von G sind die Spiegelungen

(1,2)(3,4),(1,4)(2,3)
(1,3),(2,4)

Die Untergruppe
M={0),(1,3)(24)}cNcG

ist ein Normalteiler von G (und damit auch von N ), denn M ist
das Zentrum von G':

Die Drehung (1,3) (2,4) um 180° (und natiirlich das neutra-
le Element) vertauschen mit allen Drehungen und Spiegelungen.
Weitere Elemente liegen nicht im Zentrum, denn die Spiegelun-
gen an den Koordinatenachsen sind zueinander konjugiert, eben-
so die Spiegelungen an den Diagonalen und die Drehung um 90°
st konjugiert zu der Drehung um 270°.

Wir haben also Normalteiler und Quotientengruppen

Dy,= @G

v GIN={N, {(13),(24),(12)(34),(14) (23)}} 2 Z/2
Z[4= N

v NJ/M={M, {(1234),(1432)}} = Z/2
Z]2= M

denn G|N besteht aus genau zwei Nebenklassen, N und dessen
Komplement in G. Ebenso besteht N[ M aus M und dessen Kom-
plement in N.

Die Quotientengruppe G|/M hat 4 Elemente,

e:=M={(),(13) (24)}
a:= (1234) M = {(1234) , (1432)} }N/M

bi= (13) M = {(13),(24)}
ci=(12) (34) M = {(12) (34), (14) (23)}
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Beachte N/M = {e,a} c G/M. Die Verkniipfungstafel von G|M
18t

e a b c
ele a b c
ala e ¢ b
blb ¢ e a
clc b a e

denn

be = (13) (12) (34) M = (1,2,3,4) M = a
= (1,4,3,2) M = cb
und offensichtlich b*> = e, ¢* = e, also auch a® = e.

Somit ist

GIM =7]2x7/[2

und es gilt
(G/M)[(N]/M) =GN

wie 1m zweiten [somorphiesatz behauptet.
Die weiteren Normalteiler von G sind die Kleinsche Vierer-

gruppe
Vi={(),(14) (23),(13) (24),(12) (34)}

und
{0.(13),(24),(13) (24)}

beide von Index 2.
Vi hat die Normalteiler (von Index 2)

{0,(1,3)(2,4)}
{0, (1,2)(3,4)}
{0,(1,4)(2,3)}

die jedoch keine Normalteiler in G sind, somit sehen wir, dass
aus Ny <« N1 < G nicht folgt Ny < G.

Fiir ein weiteres Beispiel siche Ubungsaufgabe 2.32.
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2.3.4 Semidirektes Produkt

Wie setzt sich S, n > 3, aus dem Normalteiler
G = A, =ker(sign: S, - {£1})
und dem Quotienten
SulAn 2 {£1} 2 Z/2

den wir aus dem Homomorphiesatz erhalten, zusammen? Es gibt
Untergruppen der S, der Ordnung 2, die isomorph zum Quoti-
enten sind, z.B.

sign

H=((1,2)) = {£1}

ist ein Isomorphismus. Wir kénnen jedes Element von S,, schrei-
ben als g-h mit g € G und h € H, denn S, ist die disjunkte
Vereinigung der Nebenklassen A, und (1,2) 4,, = A, (1,2). Die
Multiplikation von solchen ”Tupeln” g - h ist jedoch nicht die
Verkniipfung des kartesischen Produkts G x H

(91,h1) o (g2, h2) := (91~ g2, h1 - h2)

die wir schon in Beispiel 2.2.3(7.) kennengelernt haben, d.h. im
Allgemeinen ist

g1 hi-ga-ha#g1-g2-hy-hy
Das Vertauschen von hy und go ersetzt g durch hy - go - byt
gr1-hi-g2-hy 291'(h1'92'h11)'h1'h2

immerhin ist aber noch hy - go - hy! € G, denn G c S, war ein
Normalteiler. Wir kénnen also die Verkniipfung formulieren als

91'h1'92'h2=91'/ih1(92)'h1'h2

mit dem Konjugationsautomorphismus kp,. Man beachte, dass
dieser mit hy variiert, d.h. die Verkniipfung ist spezifiziert durch
den Gruppenhomomorphismus

e: H - Aut(G)
hi = k= (g~ hight')
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Stellen wir zum Beispiel alle Elemente der S3 dar als Pro-
dukte g-h mit g € G = ((1,2,3)) und h ¢ H = ((1,2)) und
multiplizieren etwa

(173) = (1’273)'(172) :gl'hl

und
(17372) = (17372) ' () :92'h2

dann erhalten wir nicht das komponentenweise kartesische Pro-
dukt

91‘92‘h1'h2:(17273)'(17372)'(172):(172)
sondern

g1~ ha “g2- ho = (17273) “R(1,2) (17372) ’ (172) = (17372) ’ (172)
(1,2,3)

Diese Idee lisst sich verallgemeinern: Fiir zwei Gruppen G
und H kann man mit Hilfe eines Gruppenhomomorphismus

v: H— Aut (G)

die Verkniipfung auf dem kartesischen Produkt G'x H abéndern,
um eine andere Gruppe zu erhalten. Wir definieren eine neue
Verkniipfung auf der Menge P = G x H durch

(g1, h1) © (g2, h2) = (91 -9 (h1) (g2) , b1 - h2) (2.1)

d.h. bevor wir g; mit g, in G multiplizieren, wenden wir den
Automorphismus ¢ (hy) auf g, an.
Beziiglich dieser Verkniipfung sind

Gz Gx{eg}cP
H;{eg}XHCP

offenbar Untergruppen.

Definition und Satz 2.3.22 Sei p: H — Aut (G) ein Grup-
penhomomorphismus. Dann ist die Menge P = G x H mit der
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Verkniipfung aus Gleichung 2.1 eine Gruppe, das semzidirekte
Produkt G x, H von G und H beziiglich . Weiter ist
Gz Gx{eg}cGn, H
ein Normalteiler, und fiir die Quotientengruppe gilt
(Gx,H)|G=zH
Dies zeigen wir in Ubungsaufgabe 2.33.

Beispiel 2.3.23 1) Fir ¢ (h):=idg Yh € H erhalten wir das
kartesische Produkt.

2) Oben haben wir schon gesehen, dass S, = Ay x Z]2. Siehe
auch Ubung 2.33.

2.3.5 Klassengleichung

Wir betrachten die Operation einer endlichen Gruppe auf sich
selbst von links durch Konjugation (sieche Abschnitt 2.2.4)

GxG — (@
(a,b) +— aba™!

Die Bahnengleichung (Satz 2.2.52) liefert dann fiir ein vollsténdiges
Représentantensystem R der Bahnen (d.h. Konjugationsklassen)
G| = B S G : Stab
Gl= 2 = 2, [G:Stab(r)]

reR |Stab (T)| reR

Definition 2.3.24 Den Stabilisator Stab (r) von r € G unter
der Konjugationsoperation nennt man auch den Zentralisator

Za(r)={geG|grgt=r}
von r.

Als Stabilisator ist Zg (r) ¢ G eine Untergruppe. Man kann
den Zentralisator nicht nur fiir Elemente, sondern auch fiir be-
liebige Teilmengen M c GG durch

Zag(M)={geG|grgt =r VreM}
definieren. Als Spezialfall M = G erhélt man das Zentrum Z (G).
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Satz 2.3.25 (Klassengleichung) Sei R c G ein vollstindiges
Reprdsentantensystem der Konjugationsklassen. Dann gilt die
Klassengleichung

Gl= 2 [G:Zc(M]=1Z2(G)|+ ) [G:Zc(r)]

reR reR
r¢Z(G)
Beweis. Die erste Gleichheit haben wir uns gerade iiberlegt, fiir
die zweite bemerken wir, dass Z (G) c R, da die Konjugations-
klassen der Elemente im Zentrum einelementig sind, denn ist
reZ(G), dann gilt rgr-t=g Vge G also g7lrg=r Yge G. m
Siehe auch Ubungsaufgabe 2.35.

Beispiel 2.3.26 Fir G = D, ist die Klassengleichung
8 Klassen rP+  Zp, (r)

{ Ok Dy
Z (Dy)
(1,3)(2,4)"* D,
(1,3)" {0,(1,3),(1,3)(2,4),(2,4)}
(L,2) (3,9 {(),(1,2)(3.4),(1,3)(2,4),(1,4) (2,3)}

(1,2,3,4)D4 {0),(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2)}

N+ N+ N+ =+

(wobei wir auch jeweils die Konjugationsklasse und den Zentra-
lisator eines Reprdasentanten angeben) und fir G = Sy

24 Klassen 5+ Zg, (1)

O™ Sy
(1,2) (3,4)™  ((1,2),(1,3,2,4)) = D,

(1,2)™ {0,(1,2),(3,4),(1,2) 3, 4)}

(1,2,3,4)S4 {0),(1,2,3,4),(1,3)(2,4),(1,4,3,2)}

© + O+ O+ W+ =

(1,2,3)™ {0,(1,2,3),(1,3,2)}
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Mit der Klassengleichung zeigen wir:

Corollar 2.3.27 Ist G eine Gruppe mit |G| = p*, k>0 und p
prim, dann wird |Z (G)| von p geteilt.

Beweis. Fiir r ¢ Z (G) gibt es ein g € G mit rg # gr, d.h.
Za(r)={geGlgr=rg} &G

Somit ist [G: Zg (r)] > 1 und auBerdem ein Teiler von |G| = p*,
wird also von p geteilt. Wegen der Klassengleichung wird dann
auch
Z(G)=1G]- X [G:Za(r)]
HA(G)

von p geteilt. m

Zum Beispiel sehen wir sofort, dass die D, ein nichttriviales
Zentrum hat, also zumindest ein Element g # e existieren muss,

das mit allen anderen Elementen vertauscht (wie oben schon
gesehen, ist dies die Drehung (1,3) (2,4) des Quadrats um 180°).

Lemma 2.3.28 Sei G eine Gruppe. Ist G| Z (G) zyklisch, dann
ist G abelsch.

Beweis. Sei G/Z (G) = (xZ (G)) zyklisch und ¢, ¢g> € G. Dann

konnen wir schreiben
gi = oz mit z; € Z (G)

(denn g; liegt in einer Nebenklasse von Z (G) und jede Neben-
klasse ist eine Potenz von zZ (G)). Somit ist

ko

192 = aFz a2z = afith o py = Rtk o = 9201

da z1, 2o mit jedem Element von G vertauschen. m

Corollar 2.3.29 st G eine Gruppe mit |G| = p* und p prim,
dann ist G abelsch.

Beweis. Da |Z (G)| nach Corollar 2.3.27 von p geteilt wird, ist
|Z (G)] € {p,p?}. Fiir |Z(G)| = p? gilt G = Z (G) also abelsch.
Fir |Z(G)| = p ist |G/Z (G)| = p, also G/Z (G) mit Corollar
2.2.39 zyklisch. Mit Lemma 2.3.28 ist also G abelsch. m
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3

Abbildung 2.8: Dreizéhlige Drehachse des Tetraeders

2.4 Sylowséitze

Zur Klassifikation von Gruppen ist die Kenntnis des Untergrup-
penverbands einer gegebenen Gruppe G wichtig. Wir wissen schon,
dass die Ordnung jeder Untergruppe |G| teilt.

Andererseits konnen wir uns fragen, fiir welche Teiler von |G|
wirklich eine Untergruppe von G mit entsprechender Ordnung
existiert (und wieviele). Zunéchst werden wir zeigen, dass es zu-
mindest zu jedem Primpotenzteiler p/ eine Untergruppe gibt.

Beispiel 2.4.1 Die Symmetriegruppe Sym (T') = S, des reguliren
Tetraeders T hat Ordnung

ISym (T)|=24=2%-3

Wir kennen schon alle Untergruppen der Ordnung 3: Es sind die
zyklischen Gruppen

{0,(1,2,3),(1,3,2)}
{0,(2,3,4),(2,4,3)}
{0,(1,2,4),(1,4,2)}
{0,(1,3,4),(1,4,3)}

jeweils erzeugt von einer der 4 Drehungen um 120° wie in Abbildung
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3

Abbildung 2.9: Kantenmittendiagonale im Tetraeder

2.8. Die Stabilisatoren von Kantenmittendiagonalen wie in Ab-
bildung 2.9 haben Ordnung 23 = 8, denn sie sind isomorph zur
Symmetriegruppe des Quadrats Dy. Dies sieht man, wenn man
die Zeichenebene senkrecht zur jeweiligen Kantenmittendiagona-
le legt (Abbildung 2.10). Es gibt 3 Untergruppen der Ordnung 8
entsprechend den 3 Kantenmittendiagonalen.

Untergruppen der Ordnung 4 werden z.B. von 4-Zykeln, d.h.
Drehspiegelungen, erzeugt, Untergruppen der Ordnung 2 von Spie-
gelungen. Insgesamt haben wir gesehen, dass die Sy Untergrup-
pen der Ordnungen 1,2,4,8 und 3 hat. Man beachte, dass dariiber
hinaus auch Untergruppen der Sy der Ordnung 6 (Stabilisatoren
von Ecken), 12 (die Gruppe der Drehsymmetrien von T ) und
natirlich 24 existieren.

Man kann sich nun, motiviert durch das Beispiel der Sy, fra-
gen, ob es eventuell zu jedem Teiler der Gruppenordnung ei-
ne Untergruppe mit entsprechender Ordnung gibt. Das folgende
Beispiel zeigt, dass dies nicht der Fall ist:

Beispiel 2.4.2 Die Gruppe Ay = {0 €S, |signo =1} c Sy der
Rotationssymmetrien des Tetraeders (von Ordnung |A4] = & =
12) hat keine Untergruppe der Ordnung 6:

Angenommen N c Ay ist ein Normalteiler mit |N| = 6. Sei
weiter H eine Untergruppe (von Ordnung |H| = 3) erzeugt von
einer Drehung um 120°. Mit dem 1. Isomorphiesatz gilt

|H[-|N|=|HN|-|HnN|
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1¢ 4

Abbildung 2.10: Tetraeder in Zeichenebene senkrecht zu einer
Kantenmittendiagonale

somat
|H|-IN| 3.6

|HAN| |HnN|
also H c N. Die Untergruppe N enthdlt somit alle 3-Zykel. Die-

se erzeugen aber schon die ganze Ay, denn jeder 2 + 2-Zykel ist
Produkt von 3-Zykeln

(1,2,3)(2,3,4) = (1,2) (3,4)

12=|Ay| > |HN| =

Es muss also nicht zu jedem Teiler der Gruppenordnung eine
Untergruppe geben.

2.4.1 Existenz von p-Gruppen

Definition 2.4.3 Seip eine Primzahl. Fine p- Gruppe ist eine
Gruppe G, in der jedes Element g € G als Ordnung eine p-Potenz
hat, d.h. ord (g) = p* fiir ein 1 > 0.

Eine endliche Gruppe G der Ordnung |G| = p* ist demzufolge
eine p-Gruppe, denn die Ordnung jedes Elements teilt die Grup-
penordnung. Die Umkehrung fiir endliche Gruppen ergibt sich
als Corollar zu folgendem zentralen Satz:

Satz 2.4.4 Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl,
die |G| teilt, etwa
|G| = p*'m
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mit p + m. Dann existiert fiir jedes | mit 0 <1 < k eine Unter-
gruppe H c G der Ordnung

|H|=p'

Corollar 2.4.5 Sei G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl. Teilt p die Gruppenordnung |G|, dann gilt:

1) (Cauchy) Es gibt ein Element der Ordnung p in G.
2) G ist eine p-Gruppe genau dann, wenn |G| = p! mit [ > 0.

Beweis. Nach Satz 2.4.4 gibt es eine Untergruppe der Ordnung
p. Diese ist zyklisch H = (g) mit ord (g) = p.

Die Aussage |G| = p! = G ist eine p-Gruppe haben wir schon
gezeigt. Fiir die Umkehrung schreibe |G| =p!-m mit [ >0, m > 1
und p + m. Dann existiert ein Element der Ordnung ¢, wobei ¢
ein Primteiler von m ist. Somit ist G keine p-Gruppe. =

Beispiel 2.4.6 Wirillustrieren die Beweisidee des Fxistenzsatzes
2.4.4 am Beispiel von G = S3, indem wir einen Algorithmus be-
schreiben, der z.B. eine Untergruppe der Ordnung 3 findet:

Dazu betrachten wir die Menge X aller 3-elementigen Teil-
mengen von G und suchen ein A € X, sodass die Linge der Bahn
GA von A unter der Translation

Gx X —X
(9,A) —gA={galaecA}

nicht durch 3 teilbar (und somit 2) ist. Dann ist der Stabilisator
Stab (A) eine Untergruppe der Ordnung % =3.
Zum Beispiel bilden folgende 3-elementigen Teilmengen von

G eine Bahn der Linge 6

: (1,3),  (23)
;o (1,3,2), (1,2,3)

)
;’ (172’3)’ ()

A:

.0, (1,3.2) ) (¢4

3), (2,3), (1,2
3,2), (1,2), (1,3

It Yt Vet Wt Wt Wad
[V N N A N N v}
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FEbenso haben
A= {() ) (17 2) ) (1a3)}
und

A= {() ) (1a2) ) (273)}

Bahnen der Linge 6.
Da X insgesamt (g) = 20 Elemente hat, fehlt nur noch die
folgende (gesuchte) Bahn der Linge 2:

A={ (1,2), (1,3), (23) }|_
{ 0, (1,3,2), (1,2,3) }}_GA

Der Stabilisator von A ist

{0,(1,3,2),(1,2,3)}

also eine Untergruppe der Ordnung 3.

Fiir die Existenz einer solchen Bahn der gesuchten Lénge
verwenden wir allgemein folgendes Lemma:

Lemma 2.4.7 Seip eine Primzahl, k,m € Zs, und p + m. Dann
sind p*~"1 fiir 1 <1 < k keine Teiler des Binomialkoeffizienten

(")
ot/
Beweis. Die Idee ist p*~m auszuklammern und dann zu zeigen,

dass der verbleibende Term nicht von p geteilt wird.
Allgemein gilt

pk-m\  pFm pgoaptm—i) pF-m-1
v )= i ) = e !
p p Pt p-1

Es ist also zu zeigen, dass

! Em — 1
p+(n??p717)

P —1

Dies gilt, da in i < p*—1 der Primfaktor p héchstens mit Exponent
kleiner als [ < k vorkommt und somit vollstédndig gekiirzt werden
kann: Dazu schreiben wir jedes i € {1,...,p! — 1} als

N

L=phet
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mit n; € Zso und t; € Zs; und p 4 t;. Dann gilt n; <[ < k wegen
1 < pt. Kiirzen liefert

prm —i  pFrim —t;
pl-i  ptri—t

Weder Zihler noch Nenner in diesem Bruch sind durch p teilbar.
Somit ist

pl -1 i=1 pl - =1 pl_ni _ ti

ein Produkt von rationalen Zahlen, in denen in gekiirzter Dar-

stellung nirgends ein p auftaucht, also p + (p ];f'fl_ 1). |
Beweis. Wir zeigen nun Satz 2.4.4:
Sei |G| = p*m mit p+ m und 1 <! <k und

X={AcG|[|A]=p'}

Wir zeigen, dass ein Element von X eine Untergruppe von G ist:
G operiert auf X durch

GxX —X
(9,A) — gA

Da, p¥=*1 kein Teiler von
k
pPm
xi=(" ")
ist, gibt es ein A € X mit
pk—l+1 + |GA|

denn nach der Bahnenformel ist |X| = ¥ 4.z|GA| mit einem
vollstéandigen Reprasentantensystem der Bahnen R. Wiirden al-
so alle |GA| von p*~*1 geteilt, dann auch | X]|.

Wir halten nun dieses A fest und zeigen, dass Stab (A) eine
Untergruppe der Ordnung p! ist:

Schreibe

|Stab (A)| =p"v
[G : Stab (A)] = p°w
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mit 7,5 € Zsg und v,w € Zy; mit p + v und p + w. Da |GA| =
[G:Stab (A)] ist
s<k-1

AufBlerdem ergibt sich mit der Indexformel
p"vw =[G : Stab (A)]-|Stab (A)| = |G| = p* - m

also mit der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung r + s = k.
Somit gilt
r=k-s>1

d.h. pt | |Stab (A)].
Sei nun a € A. Fiir jedes g € Stab (A) ist ga € gA = A. Somit
ist die durch die Verkniipfung in G induzierte Abbildung

Stab (A) » A
grg-a

wohldefiniert und offenbar injektiv, also p' < |Stab (A)| < |A| = ¢/,
d.h. der Stabilisator von A

Stab (A) c G

ist eine Untergruppe der Ordnung p'. m

2.4.2 Sylowuntergruppen

Wir betrachten nun die p-Gruppen maximaler Ordnung.

Definition 2.4.8 Sei p prim und |G| = p* - m mit p + m. Eine
Untergruppe H ¢ G heifst p-Sylowuntergruppe, wenn |H| = p*.

Satz 2.4.4 zeigt insbesondere die Existenz einer p-Sylowuntergruppe.

Satz 2.4.9 (Sylowsiitze) Sei G eine endliche Gruppe und p
pTIM.

1) Jede p-Gruppe U c G liegt in einer p-Sylowuntergruppe
HcdG.
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2) Jede kongugierte Untergruppe einer p-Sylowuntergruppe ist
eine p-Sylowuntergruppe, und je zwei p-Sylowuntergruppen
sind konjugiert, d.h. die Menge der p-Sylowuntergruppen
von G ist eine Konjugationsklasse von Untergruppen von

G.
3) Sei
s, =[{U | U eine p-Sylowuntergruppe von G}|
die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G. Dann gilt
(a) sp |G|
(b) s, =1modp
Corollar 2.4.10 Schreiben wir |G| = p*-m mit p + m, dann gilt
Sp|m
Beweis. s, | pfm und s, = 1modp, also p + 5,. m

Corollar 2.4.11 Sei |G| = p*-m mit p + m. H ist eine p-
Sylowuntergruppe von G genau dann, wenn H eine maximal
grofe p-Gruppe mit H c G ist.

Beweis. Sei H c GG eine maximal grofle p-Gruppe. Dann liegt
H nach dem 1. Sylowsatz in einer p-Sylowuntergruppe H’. Wére
H & H' dann wire H' eine groflere p-Gruppe, ein Widerspruch
zur Maximalitat von H.

Ist |H| = p*, dann ist H eine p-Gruppe und angenommen H'
ist eine p-Gruppe mit H c H’, dann p* | |H'| = p', also [ > k. Da
k maximal war mit p* | |G|, ist k=1. m

Beispiel 2.4.12 FEs ist
|Sy| =4!=24=3.23

die 2-Sylowuntergruppen von Sy haben also Ordnung 23 = 8. Nach
den Sylowsdtzen gilt

S =1mod?2

82|3
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also sy € {1,3}. Betrachte die Stabilisatoren von Geraden durch

gegeniiberliegende Kantenmitten im Tetraeder wie in Abbildung

2.9. Diese Gruppen haben Ordnung 8, und es gibt 3 = g solche

Kantenmittendiagonalen im Tetraeder, also ist sy = 3. Explizit
sind die 2-Sylowuntergruppen

3 2
{() ? (172) (3’4) ? (173) (2’4) Y (174) (2’3)’
(1,2),(3,4),
(1,3,2,4),(1,4,2,3)}

1 4

2 4
{0),(1,2)(3,4),(1,3) (2,4),(1,4) (2,3),
(2,3),(1,4),
(1,2,4,3),(1,3,4,2)}

1 3

2 3
{0),(1,2)(3,4).(1,3)(2,4),(1,4) (2,3),
(1,3),(2,4),
(1,2,3,4),(1,4,3,2)}

1 4

Fiir die 3-Sylowuntergruppen gilt

$3 = 1mod3
83|8

also s3 € {1,4}. Der Tetraeder hat 4 dreizihlige Drehachsen, die
jeweils einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 3 entsprechen
(eplizit {(1,2,3)), ((1,2,4)), {(1,3,4)) und ((2,3,4))). Somit
1st s3 = 4.

Zum Beweis der Sylowsétze benttigen wir:

Lemma 2.4.13 Sei H c G eine p-Gruppe, S eine p-Sylowuntergruppe
von G. Ist H im Normalisator

Ng(S)={geG|gSg' =5}
von S enthalten, dann ist H c S.
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Beweis. Schreibe |G| = p*-m und p + m. Da S ¢ N (S) nach
Konstruktion von N¢ (S) ein Normalteiler und H ¢ Ng (S) eine
Untergruppe ist, liefert der 1. Isomorphiesatz

HS/S=H/(HnS)

Damit ist |HS/S| ein Teiler von |H| und damit eine p-Potenz,
also ist auch

|[HS|=[HS/S]-|S] 2 1S| = p*

eine p-Potenz. Somit muss |HS| = p¥ sein und daher HS = S,
was H c S impliziert. =
Zum Normalisator siehe auch Ubung 2.34.

Lemma 2.4.14 Ist U c G ewne p-Sylowuntergruppe und H c G
eine p-Gruppe, dann gilt

JbeG:HcbUb™
und bUb™! ist wieder eine p-Sylowuntergruppe.

Beweis. Die Konjugationsoperation

GXUG—>UG={gUg_1|g€G}
(9,5) — gSg™

auf der Konjugationsklasse U¢ der Untergruppe U hat per Defi-
nition nur eine einzige Bahn (eine solche Operation heifit tran-
sitiv). Somit ist

G| = U] NG (U)]
wobei wir bemerken, dass Stabg (U) = Ng (U). Schreibe |G| =
pF-m mit p+ m, d.h. |U|=p*. Da U c Ng (U) eine Untergruppe
ist, gilt

P*| NG (U)

und somit

p+|U°

Operieren wir statt dessen nur mit der Untergruppe H c G

HxUY—U¢
(a,8) —> aSa™
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dann zerfillt UC in eine disjunkte Vereinigung von Bahnen. Sei
V c U% ein vollstindiges Reprisentantensystem. Dann gilt

- |H| = s
1= 2. fstabn (3~ 27

SeV SeV

mit jg >0, da H eine p-Gruppe war.
Da p 4 [U®|, muss es ein S € V geben mit jg =0, d.h.

H-= StabH (S)

und somit H c Ng (S).
Weiter kénnen wir S € U¢ darstellen als S = bUb™! mit be G.
Mit Lemma 2.4.13 folgt also

HcS=bUb"

und diese Gruppe hat p* Elemente, ist also eine p-Sylowuntergruppe.
|
Beweis. Wir zeigen den 1. Sylowsatz:

Nach Satz 2.4.4 gibt es eine p-Sylowuntergruppe U c G. Nach
Lemma 2.4.14 existiert ein be G mit bUb'> H. m
Beweis. Wir zeigen den 2. Sylowsatz:

Wir wenden den 1. Sylowsatz auf eine p-Sylowuntergruppe H
an. Da zwei p-Sylowuntergruppen gleich viele Elemente haben,
ist H =bUb™', also liegen alle p-Sylowuntergruppen in der selben
Konjugationsklasse von Untergruppen. In Lemma 2.4.14 haben
wir schon gesehen, dass jede Konjugierte einer p-Sylowuntergruppe
wieder eine p-Sylowuntergruppe ist. m
Beweis. Wir zeigen den 3. Sylowsatz:

Sei U eine p-Sylowuntergruppe, U¢ die Menge der p-Sylowuntergruppen
(nach dem 2. Sylowsatz) und

_|rr@
Sp = ‘U |
Wie oben gesehen, ist

sp =[G : Stabg (U)] = %

ein Teiler von |G]|.
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Fiir den zweiten Teil betrachten wir die Operation

UxUY —U“
(a,S) — aSa™

Sei V c U@ ein vollstindiges Repriisentantensystem der Bah-
nen. Die Bahn von U enthélt offenbar nur U, also insbesondere
U e V. Keine andere Bahn besteht nur aus einem einzigen Ele-
ment, denn wére S € V mit

aSa =8 VYaeU

dann wire U ¢ N¢ (S), also mit Lemma 2.4.13 schon U c S und
somit U = S, da beide Gruppen die selbe Ordnung haben.
Mit der Bahnenformel gilt also

1776 - vl o —
Sp_|U‘_ZStabU(S)_1+ > p=1modp

SeV SeV, S+U

(denn U ist eine p-Gruppe) und js>1. m

In Ubung 2.36 iiberpriifen wir fiir die Sy die Sylowsétze. Wei-
tere Ubungsaufgaben zu den Sylowsitzen sind 2.37, 2.40, 2.38,
2.43, 2.44, 2.45 und 2.39.

2.4.3 Anwendung der Sylowsétze

Der folgende Satz ist eine typische Anwendung der Sylowsétze
auf Klassifikationsprobleme in der Gruppentheorie. Als Corollar
erhalten wir zum Beispiel, dass jede Gruppe der Ordnung 15
schon zyklisch ist.

Satz 2.4.15 Seien p und q Primzahlen, p < q und p kein Teiler
von q—1. Dann ist jede Gruppe G der Ordnung p-q zyklisch, d.h.

G=Z[pq

Beweis. Nach dem 3. Sylowsatz ist s, = 1 + kp und s, | ¢. Wére
$p=¢, dann p | (¢ - 1), ein Widerspruch. Somit ist

sp=1
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Sei also S (p) c G die einzige p-Sylowuntergruppe. Es gilt S (p)
Z/p.
Genauso ist s, =1+ k'q und s, | p. Wére s, = p, dann p > ¢,
ein Widerspruch, also
s54=1
Sei S (¢q) c G die einzige ¢-Sylowuntergruppe. Es gilt S (¢) 2 Z/q.
Wir zeigen

G=S(p)xS(q)

Dann folgt mit dem Chinesischen Restsatz
G=Z[pxZ[q=Z[pq
Wegen s, =1 und s, = 1 sind S(p),S (¢) c G Normalteiler.
Da S (p) und S (q) teilerfremde Ordnung haben, ist
S(p)nS(q) ={e}

Mit dem 1. Isomorphiesatz ist

S(p)-S(g)cG

eine Untergruppe und

(S(p)-S(0)/S(a) =S (p)/(S(p)nS(q))=5(p)
also
1S(p)-S()=p-q
und damit
Sp)-S(a)=G
Somit ist die Abbildung
p: Sp)xS(q) - G
(a,b) > a-b
bijektiv.
Da S (p),S (¢) ¢ G Normalteiler sind, gilt fiir alle a € S (p)

und b e S (q)
aba bl e S (p)nS(q) = {e}

also ab = ba.
Damit ist

v ((a,b) (¢,d)) = ¢ (ac,bd) = acbd = abed = p (a,b) p (c,d)

also ¢ ein Homomorphismus. m
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77
> 6

Abbildung 2.11: Wiirfel mit Seitenmittendiagonalen

Corollar 2.4.16 Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.
Siehe auch Ubungsaufgabe 2.42.

Beispiel 2.4.17 Wir wenden die Sylowsdtze auf die Symmetrie-
gruppe G des Wiirfels an. In Beispiel 2.2.21 hatten wir schon
gesehen, dass |G| = 48 = 24-3. Also gilt fir die Anzahl der 2-
Sylowuntergruppen (der Ordnung 16)

82|3
Sy = 1mod?2

also sy € {1,3}. Die Stabilisatoren Stab (L;) der Seitenmitten-
diagonalen Ly, Lo, L3 (sieche Abbildung 2.11) haben Ordnung 16,
denn sie sind isomorph zum direkten Produkt

Stab (Lz) = D4 X Z/2

Wir konnen G durch Nummerieren der Ecken als Untergruppe
der Sy auffassen. Dann ist etwa

Stab (L1) = {(1,2,3,4) (5,6,7,8),(1,3) (5,7), (1,5) (2,6) (3,7) (4,8))

erzeugt von der Drehung um 90° und einer Spiegelung an einer
Diagonalebene (die zusammen eine Dy erzeugen) und der Spie-
gelung an der Ebene senkrecht zu Ls. Da die Drehung um 90°
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Abbildung 2.12: Drehungen des Wiirfels um Seitenmittendiago-
nalen um 180°

um Ly jedoch Ly und Ls vertauscht, sind die Stab (L;) paarwei-
se verschieden, also

82=3

Der Durchschnitt (;_, Stab (Ly,) enthiilt:

die Identitdt

die 3 Drehungen 11,719,713 um 180° um die Seitenmittendia-
gonalen Ly, Lo, L3, siche Abbildung 2.12, beispielsweise

ro=1(1,6)(2,5)(4,7) (3,8)

die 3 Spiegelungen 01, 0o, 03 an Ebenen senkrecht zu den Sei-
tenmittendiagonalen, siehe Abbildung 2.153, zum Beispiel

d3=1(1,5)(2,6) (3,7) (4,8)

und die Punktspiegelung 6 in Abbildung 2.1/, als Permu-
tation gegeben durch

5=(1,7)(2,8)(3,5) (4,6).

Somit gilt

M.y Stab (Ly) = Stab (L;) n Stab (L)
= {id, 1,72, 73,061,082, 03,6}
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4 4
/ 3 */ 3
1 1 1
5 65 £ 5

Abbildung 2.13: Spiegelungen des Wiirfels an den Koordinaten-
ebenen

6

Abbildung 2.14: Punktspiegelung des Wiirfels

fir alle © # j, denn Stab(L;) n Stab(L;) & Stab(L;). Die 2-
Sylowuntergruppen enthalten also zusammen genau 8 + 3-8 = 32
Elemente (12 der Ordnung 4 und 19 der Ordnung 2).

Fiir die Anzahl der 3-Sylowuntergruppen (von Ordnung 3)
haben wir

S3 | 16

$3=1mod3
also s3 € {1,4,16}. Wire s3 = 16, dann gibe es (neben den oben
gefundenen 32 Elementen von 2-Potenzordnung) noch 16-2 = 32
Elemente der Ordnung 3, ein Widerspruch. Die Gruppen von

Drehungen um die 4 Eckendiagonalen haben jeweils Ordnung 3,
2.B. ((2,4,5) (6,3,8)), siche Abbildung 2.15, also

83=4
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Abbildung 2.16: Drehspiegelung des Wiirfels

Die 3-Sylowuntergruppen enthalten zusammen 2-4 = 8 Elemente
der Ordnung 3.

Die restlichen 8 Elemente von G liegen in keiner Sylowunter-
gruppe. Es sind die Drehspiegelungen der Ordnung 6 um Kan-
tenmittendiagonalen, beispielsweise

(1,7)(2,3,4,8,5,6)

siehe Abbildung 2.16. Diese zeigt den Wiirfel in einer Zeichen-
ebene senkrecht zur Drehachse.
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2.5 Ubungsaufgaben
Ubung 2.1 Sei G eine Menge zusammen mit einer Verknipfung

o: GxG@ — @
(a,b) +~ aob

die folgende Axiome erfillt:
(G1) Assoziativitit

ao(boc)=(aob)oc Va,b,ceG

(G2’) Es existiert ein linksneutrales Element, d.h. ein
eed

mit
eoa=a VaeG

(G3’) Existenz des Linksinversen, d.h. Ya € G Ja~t € G mit

altoa=e

Zeigen Sie:
1) Fir a,be G gilt: Ist ab = e, dann ist auch ba = e.
2) Esistaoce=a VaeG.
3) Das neutrale Element ist eindeutig.
4) Das Inverse ist eindeutig.
5) Fiir a,beG ist (ab)™" = bta L.
6) FiraeG ist (a!)™" =a.

Ubung 2.2 Sei ¢ : Gi — G5 ein Gruppenhomomorphismus
und e; € G; jeweils das neutrale Element. Zeigen Sie:

1) ¢ (e1) =ea.
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2) Fiir aeGy gilt ¢ (a)" = ¢ (a™t).
3) Kern ker (¢) ¢ Gy und Bild Im (p) ¢ Gy von ¢ sind Un-

tergruppen.

4) Ist @ ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbil-
dung
SD_]' : G2 —_— Gl
ein Gruppenisomorphismus.
Ubung 2.3 Zeigen Sie, dass
sign: S, — ({1},")
o > sign(o)= ]I

i,5=1
i<j

o(i)-o(4)
=
ein Gruppenepimorphismus ist.

Ubung 2.4 Schreiben Sie

(1234567 (1234567
V314265 7) " \231457¢6])

ooT und T oo sowohl als Produkt disjunkter Zykel als auch als
Produkt von Transpositionen. Bestimmen Sie jeweils Ordnung
und sign.

Ubung 2.5 Lisst sich bei dem bekannten Schiebespiel folgende
Konfiguration

2,134
56|78
91101112
1314115
in die Ausgangsstellung
11234
56|78
91101112
1314115

tberfiihren?
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Ubung 2.6 1) Zeigen Sie: Sind a,b € Z mit a,b > 1 und
geT (a,b) = 1. Dann gilt

Z](a-b)2Z]axZ][b

2) Bestimmen Sie das Urbild von (2 + 6Z,-7 + 35Z) unter dem
Gruppenisomorphismus

7210 = 7,/6 x Z,/35

Ubung 2.7 1) Sei G eine Gruppe und seien x,y € G mit
x-y=y-x und (x)n(y) ={e}. Zeigen Sie:

ord (z-y) = kgV (ord (z),ord (y))

2) Sei

o=cCy...-Cr €5,

Produkt disjunkter Zykel c; der Lingen m;. Bestimmen Sie
ord (o).

3) Welche Ordnungen treten bei den Elementen von Sy bzw.
St auf?

Ubung 2.8 Zeigen Sie:

1) Ist
1 - n-1 n
“:(0(1) c(n-1) k )ES”

(n=-1,n)-..-(k,k+1)-0 €S,

dann st

2) Die symmetrische Gruppe S, wird erzeugt von den Trans-
positionen (1,2),(2,3),...,(n—1,n), d.h.

S, =1((1,2),(2,3),...,(n-1,n))

Ubung 2.9 Sei G c S, eine Untergruppe mit (1,2) € G und
(1,2,....,n) € G. Zeigen Sie

G=2_5,
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Abbildung 2.17: Symmetriegruppe des Oktaeders als Untergrup-
pe von Sg

Ubung 2.10 Zeigen Sie: Jede endliche Gruppe ist isomorph zu
einer Untergruppe einer S,.

Ubung 2.11 Sei G = Sym (O) die Symmetriegruppe des Okta-
eders O.

1)

2)

3)

4)

5)

Durch Nummerieren der Ecken von O wie in Abbildung
2.17 ist ein Monomorphismus f, : G — Sg gegeben. Finden
Sie Erzeuger von f1(G) und zeigen Sie Ihre Behauptung
mit Hilfe von GAP.

Durch Nummerieren der Seiten von O wie in Abbildung
2.18 ist ein Monomorphismus fo: G — Sg gegeben. Finden
Sie Erzeuger von fo(G) und zeigen Sie Ihre Behauptung
mit Hilfe von GAP.

Interpretieren Sie die in (1) und (2) gefundenen Erzeuger
geometrisch.

Finden Sie mit GAP alle Ordnungen, die fiir Elemente von
G auftreten und jeweils die Anzahl der Elemente dieser
Ordnung.

Bestimmen Sie mit GAP einen Isomorphismus von f1 (G) —

f2(G).
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Abbildung 2.18: Symmetriegruppe des Oktaeders als Untergrup-
pe der Sy

Ubung 2.12 Sei
a b 2x2
G=SL(2,2)=1A=| . . |eZ"?|detA=1

und F3 ein Kdrper mit 3 Elementen.
1) Zeigen Sie, dass der natiirliche Gruppenhomomorphismus
SL(2,Z) - SL(2,F3)
surjektiv ist.

2) Sei

H:{(CCL Z)eSL(Z,ZH(? Z)z(é i))mod?)}

Bestimmen Sie den Index [G: H].

Ubung 2.13 Sei A = {a,,..,a,} eine endliche Menge und F die
freie Gruppe tiber dem Alphabet A. Zeigen Sie, dass F folgende
universelle Eigenschaft hat: Zu jeder Gruppe G und n Elementen
1, 9n € G gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus ¢ :
F - G mit p(a;) = g;.

Bemerkung: Ist ¢ surjektiv, so nennt man g, ..., g, Erzeuger
von G.
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Abbildung 2.19: Wiirfel

Ubung 2.14 Bestimmen Sie jeweils die Symmetriegruppe Sym (N) c
E(2) fir die Gitter

1) N=27?cR?

2) N={a(1,0)+b(3,2v3)|a,beZ}cR?
e 6 6 o o o o ® ©6 © © 0 0 ©
e 6 6 o o o o ® © © 0 © o o
e 6 6 o o o o o 6 ¢ o o o o
e 6 6 o o o o e 6 6 o o o o

Ubung 2.15 Bestimmen Sie die Symmetriegruppen von Wiirfel
(Abb. 2.19), Oktaeder (Abb. 2.20), Dodekaeder (Abb. 2.21) und
Ikosaeder (Abb. 2.22). Ermitteln Sie zundchst die Gruppenord-
nung. Beachten Sie, dass Sie den Oktaeder wie in Abbildung 2.23
in den Wiirfel einzeichnen kénnen. Das gleiche gilt fiir Oktaeder
und Ikosaeder.

Ubung 2.16 1) Zeigen Sie: Die Menge der Konjugations-
klassen von S, steht in Bijektion mit der Menge der Par-
titionen von n.

2) Bestimmen Sie alle Konjugationsklassen der Sy.
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Abbildung 2.20: Oktaeder

Abbildung 2.21: Dodekaeder

3) Interpretieren Sie die Konjugationsklassen der Sy geome-
trisch, indem Sie die Sy als Symmetriegruppe des Tetra-
eders (Abbildung 2.3) auffassen.

Ubung 2.17 Sei G = Sym (W) die Symmetriegruppe des Wiirfels
W mit Ecken (£1,+1,+1). Welche Ldngen von Bahnen treten
fiir die Operation G x W — W auf, welche bei der induzierten
Operation auf der Potenzmenge G x 2V — 2W ¢

Ubung 2.18 Ein (ungerichteter) Graph ist ein Tupel (V, E) aus
einer Menge V' und einer Teilmenge E c (‘2/) der zweielementigen
Teilmengen von V. Dann heifst V' Knoten- oder Vertexmenge und
E Kantenmenge (edges) des Graphen.

Zwei Graphen Gy = (Vi, Ey) und Gy = (Va, Ey) heiffen iso-
morph, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : Vi - Vs gibt, sodass

{v,w} e By == {p(v),p(w)} € Ey

fiir alle v,w e V;.
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Abbildung 2.22: Tkosaeder

Beispielsweise gibt es genau 4 Isomorphieklassen von Gra-
phen mit 3 Knoten

° ° ° !—4 V
[ J

Zeigen Sie, dass es genau 34 Isomorphieklassen von Graphen mit

5 Knoten gibt.

Hinweis: Betrachten Sie die Operation der Ss auf der Menge
aller Graphen mit Knoten {1,2,3,4,5}.

Ubung 2.19 Zeigen Sie: Die Symmetriegruppe G des Wiirfels
wird von der Drehung

a=(2,3,5,4)
um 90° und der Drehspiegelung
8=(1,5,3,6,2,4)
um 60° erzeugt, und diese erfiillen die Relationen
at=e po=e (aB)’ =e (12’ =¢

Dabei nummerieren wir wie in Abbildung 2.2/ mit 1,....,6 die
Seiten des Wiirfels.



2. GRUPPEN 93

Abbildung 2.23: Dualitit von Wiirfel und Oktaeder

o ol
e
Y

Abbildung 2.24: Symmetriegruppe des Wiirfels als Untergruppe
der Sg

Ubung 2.20 Bestimmen Sie die Symmetriegruppe G c O (3)
des Ikosaeders (Abbildung 2.22), indem Sie Erzeuger von G, d.h.
geeignete orthogonale Matrizen, angeben.

Ubung 2.21 Sei
G = (sl, s Sno1 | ST =€, sisj =88 falls |i—j] 22, sisi18i = si+1sisi+1Vz’,j>

Zeigen Sie
G=zS,

Geben Sie solche s; € S,, an.
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Ubung 2.22 Sei ¢ : G — F ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie:

1) Ist M c F ein Normalteiler, dann ist o' (M) c G ein
Normalteiler.

2) Ist p surjektivund N c G ein Normalteiler, dann ist o (N) c
F ein Normalteiler.

Ubung 2.23 Sei F die freie Gruppe erzeugt von x und y. Zeigen
Sie:

1) Die von G = (x% xyx~l,y) erzeugte Untergruppe ist ein
Normalteiler vom Index 2.

2) Die Gruppe G ist isomorph zu einer freien Gruppe erzeugt
von 3 Elementen.

Ubung 2.24 Bestimmen Sie fir die Sy welche Untergruppen in
welchen Untergruppen Normalteiler sind.

Ubung 2.25 Finden Sie mit Hilfe von GAP alle Konjugations-
klassen von Untergruppen der Sy. Bestimmen Sie auch jeweils die
Michtigkeit der Konjugationsklassen und die Gruppenordnung
der Elemente. Welche Untergruppen der Sy sind Normalteiler?

Interpretieren Sie die Konjugationsklassen von Untergruppen
geometrisch, indem Sie die Sy als Symmetriegruppe des Tetra-
eders T auffassen und Untergruppen als Stabilisatoren Stab (A)
von Teilmengen von A c I’ beschreiben.

Hinweis: Verwenden Sie die GAP-Befehle SymmetricGroup,
LatticeSubgroups, ConjugacyClassesSubgroups, Size und
Representative.

Ubung 2.26 Bestimmen Sie mit Hilfe von GAP simtliche Nor-
malteiler von Sy und von der Symmetriegruppe G = Sym (W) des
Wiirfels W.

Ubung 2.27 Sei Sy = Sym (T) c Sym (R3) die Symmetriegrup-
pe des Tetraeders T mit den Ecken

er=(1,-1,-1) ey=(-1,1,-1) es=(-1,-1,1) eq=(1,1,1)
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Abbildung 2.25: Tetraeder mit Kantenmittendiagonalen

Jede Symmetrie des Tetraeders T permutiert die Koordinaten-
achsen von R3, siehe Abbildung 2.25. Dies induziert einen Grup-
penhomomorphismus

p:9;—> 53

Bestimmen Sie
1) das Bild von (1,2) und von (1,2,3,4) unter .
2) den Kern von .

Ubung 2.28 Sei G eine Gruppe und Aut (G) die Gruppe der
Automorphismen von G und Inn(G) die Gruppe der inneren
Automorphismen, d.h. Automorphismen ¢, : G - G der Gestalt
g~ agat mit a€G. Zeigen Sie:

1) Aut (Q) ist vermdoge Komposition eine Gruppe und Inn (G)
st ein Normalteiler.

2) Bestimmen Sie fiir G = Zy x Ly, G = S3 und G = Z[AZ
jeweils die Gruppen der inneren und dufleren Automor-
phismen Inn (G) und Aut (G) und die Quotientengruppe
Aut (G) [Inn (G).
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Ubung 2.29 Bestimmen Sie fiir die Symmetriegruppe des Qua-
drats G = Dy die innere Automorphismengruppe Inn (G) und die
dufSere Automorphismengruppe Out (G) = Aut (G) /Inn (G).

Ubung 2.30 Zeigen Sie:

1) Die Gruppe Sg wird von den Elementen (1,2,3,4,5) und
(5,6) erzeugt.

2) Die Zuordnung

(1,2,3,4,5) ~ (1,2,3,4,5)
(5,6) ~ (1,2)(3,5) (4,6)

lisst sich zu einem Automorphismus ¢ von Sg fortsetzen.
@ ist kein innerer Automorphismus und somit Inn (Sg) &

Aut (Sg).
Ubung 2.31 Zeigen Sie, dass die Kleinsche Vierergruppe
Vi={0,(1,2)(3,4),(1,3) (2,4),(1,4) (2,3)}
ein Normalteiler in Sy ist und fir die Quotientengruppe gilt
Sy/Vyz Ss

Geben Sie eine geometrische Interpretation, indem Sie die Sy als
Symmetriegruppe des Tetraeders auffassen.

Ubung 2.32 1) Sei H eine Untergruppe von G. Zeigen Sie:
Ist [G: H] =2, dann ist H ein Normalteiler in G.

2) Zeigen Sie: Die alternierende Gruppe
Ay={oeSy|signo=1}c Sy

1st ein Normalteiler in Sy und V, ¢ As. Beschreiben Sie
den Normalteiler Ay/Vy c Sy/Vy und den Isomorphismus

(S4/Va) [ (Aaf Vi) = Suf Ay
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Ubung 2.33 Seien G und H Gruppen und ¢ : H - Aut (G) ein
Homomorphismus. Mit der Verkniipfung

(g1,h1) - (92, h2) = (91- @ (h1) (g2) , b1 - ha)

wird G x H zu einer Gruppe P, dem semidirekten Produkt von
G und H bzgl. .

1) Zeigen Sie, dass H={eq}x Hc P eine Untergruppe und
G =G x{ey} ein Normalteiler von P ist, dass G = G und
P/G=H.

2) Welche Gruppen erhdlt man fir H = Zo, G = Zs und ¢
definiert durch o (1) = (Zs - Z3, aw —a) bzw. (1) =
idz,.

Ubung 2.34 Sei H eine Untergruppe von G. Der Normalisator
von H ist
No(H)={geG|gHg" = H}
Zeigen Sie:
1) H c Ng (H) ist ein Normalteiler und N¢ (H) ist die beziiglich

Inklusion gréfste Untergruppe von G, in der H ein Normal-
teiler ist.

2) Bestimmen Sie den Normalisator Ng (H) von H = ((1,2,3)) c
Sy.

3) Geben Sie ein Beispiel einer Gruppe G und einer Unter-
gruppe H c G, sodass

No(H)S{9ecG|gHg™" c H}

Zeigen Sie, dass {ge G|gHg™ c H} dann keine Unter-
gruppe von G ist.

Ubung 2.35 Sei

t
P(n) = {(7’1, ...,T't) |t€ Z217 T1,...,T¢ € Zzo, Ty > 0 und Zrk k= n}
k=1

die Menge aller Partitionen von n € Zsy. Zeigen Sie:

1= ) L

(r1,...,re)eP(n) Hi/-:l ]{j"'krk!

Hinweis: Verwenden Sie die Klassengleichung der S,,.
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Ubung 2.36 Uberpriifen Sie fir die S,, n = 3,...,7 in GAP,
dass es von den Sylowuntergruppen jeweils nur eine Konjugati-
onsklasse gibt, d.h. den 2. Sylowsatz, und auch den 3. Sylowsatz.

Ubung 2.37 Bestimmen Sie die Anzahl und Isomorphietyp der
5-Sylowuntergruppen von Ss.

Ubung 2.38 Sei G die Symmetriegruppe des Ikosaeders (Abbil-
dung 2.22).

1) Basteln Sie einen Ikosaeder.

2) Bestimmen Sie die Gruppenordnung von G.

3) Bestimmen Sie fir jeden Primteiler p von |G| die Anzahl
der p-Sylowuntergruppen von G, und interpretieren Sie die
Sylowuntergruppen geometrisch.

Ubung 2.39 Eine Gruppe G heifit einfach, wenn sie keine nicht-
trivialen. Normalteiler hat (d.h. wenn {e} und G selbst die einzi-
gen Normalteiler sind). Zeigen Sie, dass es keine einfache Grup-
pe der Ordnung 84 gibt.

Ubung 2.40 1) Sei G eine endliche Gruppe und n, die An-
zahl der FElemente der Ordnung a. Zeigen Sie, dass die

Summe
’G|: Z Ng

a teilt |G|

durch Zusammenfassen von Termen der Klassengleichung
von G entsteht.

2) Welche Klassengleichungen kénnen fir eine Gruppe G der
Ordnung 10 auftreten? Bestimmen Sie auch jeweils die n,.

Ubung 2.41 Betrachten Sie die Gruppe R der Drehsymmetrien
des Ikosaeders.

1) Bestimmen Sie die Ordnung von R.
2) Beschreiben Sie die Elemente von R geometrisch.

3) Bestimmen Sie die Klassengleichung von R.
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4) Zeigen Sie, dass R einfach ist.

Ubung 2.42 1) Geben Sie Primzahlen p < q an, fir die es
eine nichtzyklische Gruppe der Ordnung pq gibt.

2) Seien p,q Primzahlen und G eine Gruppe der Ordnung
|G| = p-q. Zeigen Sie, dass G nicht einfach ist, d.h. ei-
nen nicht-trivialen Normalteiler besitzt.

Ubung 2.43 Sei p eine Primzahl und F, der Korper mit p Ele-
menten. Bestimmen Sie die Ordnung von SL(2,F,), eine der p-
Sylow-Untergruppen und die Anzahl s, der p-Sylow- Untergruppen.

Ubung 2.44 Bestimmen Sie die Sylowuntergruppen der Wiirfelgruppe.
Ubung 2.45 Sei G eine einfache Gruppe der Ordnung 60.

1) Bestimmen Sie die Anzahl der 3- und 5-Sylowuntergruppen
von G.

2) Zeigen Sie, dass As eine Untergruppe der Ordnung 12 hat.

3) Zeigen Sie: Hat G eine Untergruppe der Ordnung 12, dann
st G isomorph zu As.

4) Zeigen Sie: G is isomorph zu As.

Ubung 2.46 Sei G die Symmetriegruppe des regelmdfigen 5-
Ecks (Abbildung 2.26). Bestimmen Sie

1) Erzeuger von G, und beweisen Sie mit Hilfe von GAP Ihre
Behauptunyg.

2) Die Elemente von G.

3) Alle Untergruppen von G und welche davon Normalteiler
sind.

4) Die Sylowuntergruppen von G.

5) Die Konjugationsklassen von G, deren geometrische Inter-
pretation und die Klassengleichung von G.
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4 3

Abbildung 2.26: Regelméfiges 5-Eck

Hinweis: Verwenden Sie die GAP-Funktionen

e Group

e Order

LatticeSubgroups

ConjugacyClassesSubgroups

e Size

Representative
e ConjugacyClasses.

Ubung 2.47 1) Sei D, die Symmetriegruppe des Quadrats,
wie in Abbildung 2.27. Bestimmen Sie mit Hilfe von GAP
die Automorphismengruppe Aut (G) und die Gruppe der
inneren Automorphismen Inn (G), das Zentrum Z (G), und
zeigen Sie Aut (G) 2 Dy.

2) Zeigen Sie: Die Gruppe Sg wird von den Elementen (1,2,3,4,5)
und (5,6) erzeugt und die Zuordnung

(1,2,3,4,5) ~ (1,2,3,4,5)
(5,6) ~ (1,2)(3,5) (4,6)

lasst sich zu einem Automorphismus @ von Sg fortsetzen.
@ ist kein innerer Automorphismus und somit Inn (Sg) &
Aut (Sg).

Hinweis: Verwenden Sie die GAP-Befehle
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1° 2

Abbildung 2.27: Quadrat mit Nummerierung

Abbildung 2.28: Tkosaeder mit Nummerierung der Ecken

AutomorphismGroup

InnerAutomorphismsAutomorphismGroup

IsomorphismGroups
e GroupHomomorphismByImages

e Kernel.

Ubung 2.48 Finden Sie Erzeuger der Symmetriegruppe G des
Ikosaeders als Untergruppe der Sio, und bestimmen Sie die Klas-
sengleichung von G. Finden Sie alle Sylowuntergruppen von G.
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Ubung 2.49 Sei
A= {917 "'>gn}

eine endliche Menge und F die freie Gruppe erzeugt von A (mit
neutralem Element e). Seien 11, ...,rs Elemente von F und N der
kleinste Normalteiler von F', der ry,...,rs enthdlt. Dann heifst

(gh <y 9n | r=e€,..,rs= 6) = F/N

die Gruppe mit Erzeugern g; und Relationen r;. Zeigen Sie mit
Hilfe von GAP, dass fiir die Symmetriegruppe des Wiirfels gilt

WelaBlat=e, #=e (aB)=c, (a15?) =)
Hinweis: Verwenden Sie den GAP-Befehl FreeGroup.
Ubung 2.50 Bestimmen Sie mit Hilfe von GAP das semidirekte

Produkt G x, H von G =((1,2,3,4)) und H = ((1,2)) beziiglich

dem Gruppenhomomorphismus

o: H - Aut(G)
h +~ kp,=(g~ hgh™t)

Welche Gruppe erhalten Sie?
Uberpriifen Sie fiir G = Ay und H und ¢ wie oben, dass

Gx, H=S,
Hinweis: Verwenden Sie den GAP-Befehl SemidirectProduct.
Ubung 2.51 Zeigen Sie, dass fir G = A,, n>4 das Zentrum
Z(G)={aeG|ab=0ba Ybe G}

trivial 1st.
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Ringe

3.1 Ubersicht

Im ersten Kapitel hatten wir uns mit dem Ring der ganzen Zah-
len Z und dessen grundlegenden Eigenschaften beschéftigt, ins-
besondere mit der Existenz einer eindeutigen Primfaktorisierung,
dem Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten ge-
meinsamen Teilers und dem Chinesischen Restsatz. Hier wollen
wir untersuchen, inwieweit sich diese Eigenschaften auch bei an-
deren Ringen wiederfinden lassen. Auflerdem werden wir einem
Ring die sogenannte Einheitengruppe zuordnen und diese dann
mit Hilfe der Methoden der Gruppentheorie aus Kapitel 2 un-
tersuchen.

In Verallgemeinerung der ganzen Zahlen ist ein kommutati-
ver Ring mit 1 eine Menge R mit Verkniipfungen + (Addition)
und - (Multiplikation), sodass

1) (R,+) eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0)
ist,

2) (R,-) ein kommutatives Monoid (mit neutralem Element
1) ist,

3) das von Z bekannte Distributivgesetz
a-(b+c)=a-b+a-c

fiir alle a,b,c € R gilt.

103
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Neben 7Z ist zum Beispiel auch die Restklassengruppe
ZInZ=A0,...,n -1}
ein Ring durch Multiplikation der Repréasentanten
a-b=a-b
Dies ist wohldefiniert, denn

(a+ki-n)-(b+ky-n)=a-b+n-(k-b+ko-a+ky-ky-n)

Beispielsweise sind die Verkniipfungen auf Z/47Z gegeben durch

| O o | ]

1
1
2
3

wl ol = Dl +
wl | = ol | ol
Sl Wl D] = |
—| Ol Wl pol | Nl
DOl = O Wl | Wl

Wir sehen, dass 3 beziiglich - ein Inverses hat, denn
3:-3=1

Allgemein bezeichnet man ein Element a € R als Einheit, wenn

ein b € R existiert mit
a-b=1

Die Menge der Einheiten R* ist beziiglich - eine Gruppe, die
Einheitengruppe, zum Beispiel hat (Z/47)" die Gruppentafel

Dagegen ist 2 keine Einheit, es gilt sogar
2:2=0

Allgemein heifit a € R Nullteiler von R, wenn ein 0 # b € R
existiert mit

a-b=0
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Jede Einheit ist ein Nichtnullteiler, denn ist a eine Einheit und

a-b =0, dann ist b = alab = 0. In den Ubungen werden wir

zeigen, dass in einem endlichen Ring R jedes Element entweder

Einheit oder Nullteiler ist.
Im Ring Z gibt es (aufler 0) keine Nullteiler. Allgemein heifit

ein (kommutativer) Ring ohne nicht-triviale Nullteiler Integrititsring.

Man kann dann durch Einfiihren von Briichen jedes Element

aufler 0 zu einer Einheit machen. Die Verkniipfungen sind

a c
_+_
b d

_ad+cb und a
Y b d bd

c ac

wir brauchen also b,d # 0 = bd # 0. Zum Beispiel bilden wir so
Q aus Z. Ein Ring, in dem jedes Element ungleich 0 eine Einheit
ist, heifit Koérper. Durch Bruchrechnung mit Elementen eines
Integritédtsrings erhélt man den sogenannten Quotientenkorper.

Die folgenden weiteren Klassen verallgemeinern die wesentli-
chen Eigenschaften der ganzen Zahlen:

Eigenschaften

Beispiel fiir R =7

{Integritatsringe}
U

{Faktorielle Ringe}
U

{Hauptidealringe}

U

{Euklidische Ringe}

Quotientenkorperkonstruktion

Eindeutige Primfaktorisierung
(bis auf Einheiten),
Existenz des ggT

Jedes Ideal (d.h. eine Unter-
gruppe in der auch alle
R-Vielfache liegen) wird von
einem Element erzeugt

Euklidischer Algorithmus
zur Bestimmung des ggT

Q
120 = 23.3-5
84 = 22.3.7

ggT (120,84) =22-3

120Z +847Z = 127
——

egT(120,84)

120 = 1-84+36
84 = 2-36+12
36 = 3-12+40

Wir bemerken noch, dass die von 120 und 84 erzeugte Unter-

gruppe

120Z + 847 = {120 - ny + 840y | ny,n2 € Z} ¢ Z
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fiir r € Z auch
7 (120-ng +84-ny) =120+ (r-ny) +84- (r-ny)

enthilt, also ein Ideal ist. Wie in Beispiel 2.3.19 gezeigt, wird sie
schon von ggT (120,84) = 12 erzeugt.

3.2 Grundbegriffe

Definition 3.2.1 Ein Ring (R,+,-) ist eine Menge R zusam-
men mit zwer Verkniipfungen

+:RxR— R, (a,b) —a+b
RxR— R, (a,b)—a-b

fir die gilt
(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe,
(R2) die Multiplikation - ist assoziativ,
(R3) die Verkniipfungen sind distributiv, d.h.
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c
fiir alle a,b,c e R.

Existiert dariiber hinaus ein Einselement, d.h.

(R4) 31eR, 1+0 mit
a-1=1-a=a

fiir alle a € R so spricht man von einem Ring mit 1 (als
neutrales Element des Monoids (R,-) ist die 1 eindeutig),

und 1ist
(R5) die Multiplikation - kommutativ, d.h.
a-b=b-a

fir alle a,b € R, so nennt man R einen kommutativen
Ring.
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Ist @ + U ¢ R mit + und - ein Ring, dann bezeichnen wir U
als Unterring von R.

Wir schreiben fiir das Null- und Einselement auch 0 und
1R, falls im Kontext verschiedene Ringe vorkommen.

Beispiel 3.2.2 1) Z,Q,R ,C sind kommutative Ringe mit 1.

2) Sei' V' ein K-Vektorraum. Dann ist der Endomorphismen-
ring End (V') von V' ein Ring, der nicht kommutativ ist.

3) Die geraden Zahlen 27 c 7 bilden einen kommutativen Ring
ohne 1.

4) Sei X ein topologischer Raum (z2.B. X c R"), dann ist
C(X,R)={f: X —R| [ stetig}
ein kommutativer Ring mit 1.
5) Sei R ein Ring und X # @ eine Menge. Dann ist
Abb(X,R)={f: X — R}
ein Ring mit den Verkniipfungen

(f+9)(x)=f(x)+g(x)
(f-9) (@) =[f(2)-g(x)

Ist R kommutativ, dann auch Abb (X, R). Hat R ein Eins-

element, dann ist
X—R z~1
das Einselement von Abb (X, R).
6) Sind Ry, ..., R, Ringe, dann ist das kartesische Produkt Ryx

... x R, ein Ring mit komponentenweiser Addition

(al, ...,an) + (bl, ,bn) = (CLl + b17 ey Ay + bn)

(d.h. mit der Struktur des direkten Produkts der Gruppen
(R;,+)) und ebenso komponentenweiser Multiplikation

(al, ...,&n) . (bl, ...,bn) = (a1 'bl, ey Qg bn)
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Definition 3.2.3 Scien R und S Ringe. Fin Ringhomomor-
phismus
p:R— S

ist eine Abbildung, die

p(a+b)=p(a)+p(b)
und
¢ (a-b)=p(a) ¢(b)

fir alle a,b € R erfillt (insbesondere ist ¢ : (R,+) — (S,+)
ein Gruppenhomomorphismus). Sind R und S Ringe mit 1, so
verlangen wir (in der Regel) aufferdem

v (1r) = 1s
Das Bild von ¢ (R) c S ist ein Unterring, ebenso der Kern
kero={reR|p(r)=0}cR

Fiir einen Ring R mit 1 ist kerg ein Ring mit 1 nur in dem
Spezialfall der Nullabbildung, denn

lpekerp<=p(r)=¢(r-1g)=p(r)p(lg) =0 Vre R<=kerp=R

Auf diese FEigenschaft des Kerns werden wir im Abschnitt 3.3
tiber Ideale zuriickkommen.

Definition 3.2.4 FEinen Ring S zusammen mit einem Ringho-
momorphismus ¢ : R — S nennen wir auch eine R-Algebra,
wenn

1) ¢ injektiv ist und

2) jedes Element von R mit jedem Element von S vertauscht,
d.h.
©0(R)cZ(S)={2¢€S5|zs=52 Vse S}

Der Unterring Z (S) c S heifst Zentrum von S. Die Be-
dingung (2) impliziert, dass R kommutativ sein muss und

ist zum Beispiel fiir einen kommutativen Ring S automa-
tisch erfiillt.
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Fiir R-Algebren S, und Sy mit v; : R — S; injektiv, heifst ein
Ringhomomorphismus ¢ : S — So Homomorphismus von
R-Algebren, wenn er mit den ; vertrdglich ist, d.h. poty = ts.

Beispiel 3.2.5 1) Ist K ein Korper und L > K ein Oberkorper,

dann ist L eine K-Algebra.

2) Ein K-Vektorraum V ist eine K-Algebra, wenn auf V eine

3)

4)

Multiplikation
2V xV sV

gegeben ist, sodass (V,+,-) ein Ring mit 1 ist und fir alle
a,beV und \ e K gilt

A(a-b)=(Aa)-b=a-(\D)

Der Monomorphismus ¢ : K — V mit ¢ (\) = Ay re-
prdasentiert die Skalarmultiplikation, d.h.

Aa=p(N)-a
fir Ae K und aeV.

Beispielsweise ist der K -Vektorraum K™™ der nxn-Matrizen
eine K-Algebra mit der Matrizenmultiplikation - @ K™ x
Knxn N Knxn ’LL’fld

@ K — Ko

A — AE=

Fiir die Skalarmultiplikation gilt also
AM = QO()\) -M = ()\mw) e K™m

mit A e K und M = (m;;) e K™

Man beachte auch, dass Vielfache der Finheitsmatriz E
(der 1 des Rings K™ ) mit jeder anderen Matriz kommu-
tieren, obwohl K™ nicht kommutativ ist.

Allgemeiner, ist V' ein K-Vektorraum, dann ist End (V')
eine K-Algebra.
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5) Abb (X, R) ist eine R-Algebra.
6) C(X,R) ist eine R-Algebra.

Beispiel 3.2.6 Ist R ein beliebiger Ring mit 1, dann ist

X: Z — R
n +— n-lg=1g+..+1p
| —
n-mal

ein Ringhomomorphismus.
Durch x wird R zu einer Z-Algebra, denn fir alle n € Z und
reR gilt

r=(lp+..+1p)r= =7r(1 o+ 1p)=1r-
x(n)r=0g+..+1g)r=r+..+r =r(lg+..+1g)=rx(n)

n-mal

(und x ist durch die Figenschaft x (1) = 1r eindeutig bestimmdt).

Ein wichtiges Beispiel fiir Homomorphismen von Algebren ist
das Einsetzen in ein Polynom.

Definition 3.2.7 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Po-
lynomring R[z] diber R in der Unbestimmten x ist die Menge
aller Abbildungen a: Ng - R mit a (j) =0 fir alle bis auf endlich
viele 7 € Ng. Die Abbildung

o 1 firj=n
0 sonst

bezeichnen wir als . Dann hat jedes 0 # f € R[x] eine eindeu-
tige Darstellung

f=apz® + a1zt + ... + a,a"

mit n € Ny, a; € R, a, #+ 0. Wir nennen deg (f) :=n den Grad
von f und setzen deg(0) = —oo.

Durch R - R[z], ap = apz? ist R[z] eine kommutative R-
Algebra mit 1 und wir konnen 1gp) = 1-2° = 1 identifizieren.
Polynome werden auf die ibliche Weise addiert und multipliziert:

(ap + a1z + ... + a,z™) + (bo + byx + ... + byz™)

=(ag+bo) +(ar+b1)x+ ...+ (a, +by) z"
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(man beachte, dass wir annehmen kénnen, dass beide Polynome
den selben Grad haben, indem wir Koeffizienten gleich 0 zulas-
sen)

(ag + a1z + ... + apz™) - (bo + byx + ... + byz™)

=Cco+ 1T+ ...+ Cpamr™t™

wobei
k
Ci = Z ajbk—j
§=0
Polynomringe in mehr als einer Variablen definieren wir induktiv
als

Rlz1,...;xn] = R{x1, ..., xno1] [240]

Bemerkung 3.2.8 Flir einen Korper K konnte man versuchen,
K [z] als Unteralgebra von Abb (K, K) aufzufassen. Dieser An-
satz versagt fir endliche Korper F, (mit ¢ Elementen), denn
Abb (F,,F,) hat nur endlich viele Elemente, F,[x] aber unend-
lich viele.

Siehe auch Ubung 3.12.

Satz 3.2.9 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings) Sei
R ein kommutativer Ring mit 1 und S eine R-Algebra und s € S
ein Element. Dann gibt es genau einen R-Algebrenhomomorphismus

p:R[x] — S

mit

=S

den sogenannten Substitutionshomomorphismus. Das Bild
R[s]:=Bild (¢) von ¢ heifst die von s erzeugte Unteralgebra.
Genauso geht man in mehreren Variablen vor.

Beweis. Durch

©(ap+a1x + ...+ a,x") == ag+ a1s + ... + a,s"
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ist der eindeutig bestimmte Homomorphismus gegeben, beispiels-
weise die Multiplikativitét

o ((Zihaa') - (Eaba’)) = o (i (Eiaibei) )
= Zi{n(Z;ﬁﬂaibk%) s
= Z?:lz:jnllaisibjsj
= (Z?ﬂaisi) ' (Zgilbjsj)

wobel wir verwenden, dass s und b; vertauschen. Weiter ist

R[s]c S ein Ring und Rc R[s]. m

Beispiel 3.2.10 1) Sei K ein Korper. Einsetzen eines En-
domorphismus A € K™ = End (K™) in Polynome

pa: K[xr] — End(K")
x — A

ist ein Substitutionshomomorphismus. Zum Beispiel sind
das charakteristische Polynom xa und das Minimalpoly-
nom pa von A im Kern von 4.

2) Sei d € Z. Betrachte fir \/d € C den Substitutionshomo-
morphismus

Z[z] > C, x> Vd

Dann ist

Z[\/E]:{cmb\/c_ﬂa,beZ}
denn \/EQZCZGZ.
3) SeideZ mitd=1mod4. Dann ist

Z[1+2ﬂ]={a+bl+ﬂ|a,b62}

2

denn

2
1+Vd 1+d 2 d-1 1+4d
= +-Vd= +
2 4 4 4 2

N——
cZ

da d—1 von 4 geteilt wird.
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3.3 Ideale

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, inwieweit wir der
Quotientengruppe die Struktur eines Rings geben koénnen. Sei
R ein kommutativer Ring mit 1. Jede Untergruppe I c (R,+)
ist ein Normalteiler, wir konnen also die Quotientengruppe R/I
bilden und der surjektive Gruppenhomomorphismus

m: (R,+) — (R/I,+)

r — r=r+l

hat ker 7 = I und das neutrale Element von R/I beziiglich + ist
0+1=1.

Wollen wir auch eine induzierte Multiplikation auf R/I, so-
dass 7 ein Ringhomomorphismus ist, dann muss die Multiplika-
tion repriasentantenweise definiert werden, denn

(ri+1)-(ro+ 1) =m(ry) m(ro) =m (rore) =rre + I

Im Allgemeinen wird die repriasentantenweise Multiplikation
jedoch nicht wohldefiniert sein. Ist 7} = ro+b mit b € I ein anderer
Repréasentant von r + I, dann gilt

TLoTh=T1To+T1b

also sollte ry -b € I fiir alle r; € R und b € I gelten. Untergruppen
von (R, +) mit dieser Eigenschaft nennt man Ideale:

Definition 3.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ide-
al ist eine nicht leere Teilmenge I ¢ R mat

a+bel

racl
fiir alle a,be I und r € R.

Wir bemerken, dass mit a € I auch das additiv Inverse —a € I ist.
Insgesamt haben wir also gezeigt (als leichte Ubung folgt das
Distributivgesetz in R/I direkt aus dem in R):
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Satz 3.3.2 Sei I c R ein Ideal. Dann trigt die Quotientengrup-
pe R/I die Struktur eines kommutativen Rings mit 1 mit re-
prasentantenweiser Multiplikation

(T1+I)'(T2+I) 127“17“2-1-]

Das neutrale Element von R/1 beziiglich - ist 1+1. Wir bezeichnen
R/I als Quotientenring von R nach I.

Ideale spielen also eine wichtige Rolle in der Ringtheorie.

Beispiel 3.3.3 1) Seip: R— S ein Ringhomomorphismus.
Dann ist der Kern

kero={reR|p(r)=0}cR
ein Ideal, denn ist o (r) =0 und ' € R, dann ist auch
P =0 () 5 () =0
2) Seien aq,...,a, € R. Dann ist
(a1, ..., an) ={X" ria; | r; € R}

ein Ideal, das von von dem Erzeugendensystem aq,...,a,
erzeugte Ideal. Mit Ringen, in denen jedes Ideal von die-
ser Form ist, werden wir und in Abschnitt 3.6 genauer
beschdftigen.

3) Sind Iy, I c R Ideale, dann auch deren Durchschnitt Iy 1.

4) Fine weitere wichtige Klasse sind Ringe, in denen ein Ide-
al stets von einem einzigen Element erzeugt wird, die so-
genannten Hauptidealringe, die wir in den Abschnitten 3.8
und 3.9 behandeln werden. Zum Beispiel sind die Ideale
von Z alle von der Form

nZ={na|aeZ}=(n)

mitne:

In Beispiel 2.2.6 hatten wir schon gezeigt, dass dies genau
die Untergruppen von (Z,+) sind. Weiter ist nZ c Z ein
Ideal, denn fir m € Z und n-k € nZ ist m-(n-k) =n-
(m-k)enZ.
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5) Sei I =(n)cZ, dann ist die Restklassengruppe modulo n
Zn = {(_), 1,.,n - 1} =7[ (n)
ein kommutativer Ring mit 1.

Satz 3.3.4 (Homomorphiesatz) Sei ¢ : R — S ein Ringho-
momorphismus. Dann gilt

R/ker ¢ = Bild ¢
Beweis. Aus Satz 2.3.15 erhalten wir einen Isomorphismus

P : R/kerp — Bild ¢

r=r+kerypr— p(r)

der additiven abelschen Gruppen. Weiter ist @ ein Ringhomo-
morphismus, denn

P ((r1+kerp) (ro+kerp)) =@ (rire + ker ) =  (r172)
=@ (r1)p(r2) =P (r1 +ker o) & (ry + kerp)

Bemerkung 3.3.5 Allgemeiner kann man @ tiber R/I fiir jedes
Ideal I c ker ¢ faktorisieren.

3.4 Integrititsringe

3.4.1 Einheiten und Nullteiler
Definition 3.4.1 Sei R ein Ring.

1) Ein Element a € R heifit rechter (linker) Nullteiler von
R, wenn ein x € R\ {0} ezistiert mit xa =0 (bzw. ax =0).

2) Ein Ring ohne rechte und linke Nullteiler aufer O heifst
nullteilerfres.

Nullteilerfreie kommutative Ringe nennt man Integritdtsringe.
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3) Sei R ein Ring mit 1. Ein Element u € R heifit Einheit
von R, wenn ein w € R existiert mit

uw=wu =1

Die Menge der Einheiten wird mit R* bezeichnet. Mit u ist
offenbar auch w eine Einheit und (R*,-) ist eine Gruppe,
die Einheitengruppe von R. Das Inverse w = u=! ist in
R* eindeutig (Ubung 2.1).

Siehe auch Ubungsaufgaben 3.8 und 3.9.
Definition 3.4.2 Einen Ring R mit 1, sodass
R* = R\ {0}

nennt man Schiefkorper. Ein kommutativer Schiefkorper ist
ein Korper.

Bemerkung 3.4.3 Jeder Unterring eines Integritdtsrings ist selbst
ein Integritdtsring.

Beispiel 3.4.4 1) 7Z ist ein Integrititsring. Die Einheiten sind
+1 und -1, also

7¢={+1,-1} =2 7Z/2
2) Jeder Kérper K ist ein Integrititsring. Die Einheiten sind
K> = K\{0}.

3) Z](6) = {6, 1, 5} ist kein Integrititsring, 2,3,4 (und natiirlich
0) sind Nullteiler, 1,5 sind Einheiten. Siehe auch Ubungsaufgaben
3.2 und 3.5.

4) Sei R ein Integrititsring. Dann ist auch R[x] ein Inte-
gritdtsring, denn fiir

f=a+ax+...+a,x™ und ¢g=by+bix+..+Db,x™
mit a,, b, #0 ist

frg=(co+cix+...+cpma™™)
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und
Crnam = Qp - by £ 0
Fiir die Finheitengruppe gilt
R[z]" = R~
denn falls f-g=1, dann

0=deg(1) =deg(f-g)=deg(f)+deg(g)=n+m
alson=m =0.
Induktiv folgt, dass R[x1,...,x,] ein Integrititsring ist.

5) Der Ring C ([0,1],R) der stetigen Funktionen [0,1] — R
15t kein Integrititsring, da stetige Funktionen ungleich 0
existieren, deren Produkt die Nullfunktion gibt. Die Finhei-
ten C ([0,1],R)” sind die stetigen Funktionen ohne Null-
stellen.

6) Die Einheiten des Rings der Gaujf3schen Zahlen
Zli]={a+ibla,beZ}cC
sind
Z[i]* = {1,~1,4,~i}
denn sind z; = a; +1ib; € Z[i], dann gilt
|21+ 20| = [21] - |22
und |z|* = ai +b3 € Z. Ist also 21 - 2y = 1, dann folgt
a? +b3 = lzi)* =1

mit a;,b; € Z also z1,z9 € {1,-1,4,—i} und dies sind offen-
bar Finheiten.

Weiter ist Z[i] ein Integridtsring, denn wire z1 - z3 = 0,
dann auch |z1| = 0 oder |z| = 0. Es gilt aber 0 = |z;|* = a3 +b;
genau dann, wenn a; = b; = 0.

Zum formalen Potenzreihenring siche Ubung 3.12.
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Beispiel 3.4.5 Die Quaternionen
H={a+bi+cj+dk|a,b,c deR}

mit den Regeln
==k =ijk=-1

sind ein Beispiel fiir einen Schiefkorper, der kein Korper ist. Aus
obigen Regeln folgt

ij = k = —ji
jk o= i = <k
ki = j = —ik

Satz 3.4.6 Jeder endliche Integrititsring ist ein Kérper.
Dies zeigen wir in Ubung 3.5.

Bemerkung 3.4.7 Fiir Integrititsringe konnen wir analog zur
Konstruktion von Q aus Z den Quotientenkdrper bilden, siche
Ubungsaufgabe 3.10.

Definition 3.4.8 Sei K ein Korper und

X: Z — K
n — n-lg

die charakteristische Abbildung. Der Kern ist ein Ideal

kerx = (p)

mit p > 0. Zwer Fille konnen auftreten:

1) p =0, d.h. x ist injektiv. In diesem Fall ldsst sich x zu
einem Monomorphismus Q — K fortsetzen (siche Ubung
3.10), d.h. wir haben Monomorphismen

7Z - K
l
Q

(mit der Einbettung j:7Z - Q, n+ % ).



3. RINGE 119

2) p>0. Dann ist
Z) () > K

nach dem Homomorphiesatz 3.5.4 ein Unterring von K
und damit ein Integrititsring. Somit muss p eine Primzahl
sein, denn wire p = a-b mit a,b > 1, dann a-b =0, also
a,b+ 0 Nullteiler. Dann ist

F, = 2/ (»)
der Korper mit p Elementen (siche auch Ubung 3.5).
In beiden Fillen nennt man
char (K)=p>0

die Charakteristik des Korpers K.

3.4.2 Primideale und maximale Ideale

Hier wollen wir untersuchen, wann der Quotientenring nach ei-
nem Ideal ein Integritdtsring oder ein Korper ist. Im folgenden
Abschnitt geben wir eine geometrische Interpretation dazu.

Definition 3.4.9 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fin Ideal
P & R heifit Primideal, wenn Ya,be R gilt

a-be P=—=acP oderbeP
FEin Ideal m & R heiffit maximales Ideal, wenn fiir Ideale I ¢ R
qgilt
mclER=m=1
Beispiel 3.4.10 Sei (n) =nZ c Z ein Ideal, n>0. Dann gilt
(n) st ein Primideal <= n ist eine Primzahl
Ist p prim, dann gilt
abe (p)=pla-b=pla oderp|b=ac(p) oderbe (p)

Ist (ab) ein Primideal mit a,b >0, dann a € (ab) oderb € (ab),
d.h. ab teilt a oder b und somit b=1 oder a =1.
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Ist p prim, dann ist (p) auch schon ein maximales Ideal: Sei
(p) & I ¢ Z. Dann existiert ein q € I mitp + q, also ggT (¢,p) = 1.
Damit liegt auch 1 in I, also I = R.

Wir bemerken noch, dass (0) c Z ein Primideal ist, aber nicht
maximal, denn

0)&()&Z

Satz 3.4.11 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I & R ein
Ideal. Dann gilt

1) I prim < R/I ist ein Integrititsring.

2) I mazimal < R/I ist ein Korper.

Beweis.

1)

Ist I prim, dann

ab+1
—_——

(a+I)(b+1)=0p;=I<a-bel
=aeloderbel
=a+1=1=0gyoderb+1=1=0g;

das heifit R/I ist ein Integrititsring.
Sei umgekehrt R/I ein Integritdtsring. Dann gilt
a-bel <= (a+I)(b+1)=1=0g;

ﬁCL-FI:OR/]:IOdel"b-l-]:OR/[=I
=>aeloderbel

Sei m ¢ R maximal und a +m # O, =m = a ¢ m =
R=m+(a)={w+ba|wem,be R}
< JdbeRundwemmita-b+w=1
< (a+m)(b+m)=1+m=1gy,
Somit ist R/m ein Korper und
(a+m) " =b+m

Umgekehrt: Ist R/m ein Korper und a ¢ m, dann gibt es
ein b € R mit

(a+m)(b+m)=1gm
< m+(a)=R. Ist also m & I, dann ist [ = R.

Siehe auch Ubungsaufgabe 3.15 und 3.13.
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3.5 Ideale und affine Varietiaten

Wir wollen nun Primideale und maximale Ideale des Polynom-

rings geometrisch interpretieren. Dieser Abschnitt ist als Ein-

schub zu verstehen, wir werden einige Aussagen nicht beweisen.
Sei K ein Korper.

Definition 3.5.1 FEine affine Varietdt ist die gemeinsame Nullstellenmenge
von Polynomen fi,..., fr € K[x1,...,2,]

V(fi,.fr)={pe K" | fi(p) =0,..., fr (p) = 0}
Beispiel 3.5.2 1) V(1) =@.
2) V(0)=K".
3) Sind
fi= Zaijll?j - b;
j=1
lineare Polynome, dann ist

V(fi,sfr)={pe K" | A-p=0}

die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Ax =b
mit A = (a;;) und b= (b;). Wir kénnen dann V (f1,..., f)
mit Hilfe des Gauf$-Algorithmus bestimmen.

4) Ist g = ¢ € K(x1) = Q (K [21]) eine rationale Funktion
und
f=xa-b(x1) —a(xy) € K[1,22]

dann ist V (f) c K? der Graph von g. Siehe zum Beispiel
Abbildung 3.1 fir den Funktionsgraphen

Vv (xgxl - x:{’ + 1)
von
3 -1

X1

g(z1) =
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Abbildung 3.1: Funktionengraph

Eine wichtige Beobachtung ist, dass V' (f1, ..., f,-) nur von dem
von fi,..., f erzeugten Ideal

I=(f1,....[r)cK[x,...,7,]

abhéngt: Gilt fi(p) = 0,..., f, (p) = 0, dann verschwindet auch
jede R-Linearkombination

(Zse5) )= Lo £ =0

i=1 i=1

fir alle s; € K [x1,...,x,]. Deshalb definiert man:
Definition 3.5.3 Ist [ ¢ K [xy,...,x,] ein Ideal, dann heifst

V(I)={peK"|f(p)=0Vfel}

die Verschwindungsmenge von I. Dies ist eine affine Va-
rietit, denn jedes I c k|[xy,...,x,] ist endlich erzeugt (wie wir in
Abschnitt 3.0 zeigen).

Definition 3.5.4 Ist S c K™ eine Teilmenge, dann ist

I(S)={feK[x1,....z,]| f(p)=0VpeS}

(wie wir oben gesehen haben) ein Ideal, das Verschwindungs-
tdeal von S.
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Abbildung 3.2: Ellipsenabschnitt

Beispiel 3.5.5 Betrachten wir den Ellipsenabschnitt
S = {(xl,xg) eR?*| 2%+ 222 =1 und z1, 29 > O}
in Abbildung 3.2, dann ist
1(S)=(a%+223-1)

und V (1 (S)) die ganze Ellipse. Dies ist der Abschluss von S in
der sogenannten Zariskitopologie.

Durch [ und V sind also inklusionsumkehrende Abbildungen
zwischen der Menge der Untervarietdten von K™ und der Ideale
von K [x1,...,2,] gegeben (jedoch keine 1 : 1-Korrespondenz).
Mit Idealen und deren Varietdaten beschéftigt sich die algebrai-
sche Geometrie.

Definition 3.5.6 Wir nennen die Varietit V (I) c K™ irredu-
zibel, wenn sie sich nicht als

V() =V (h)uV(J])
mit V (J1),V (J2) £V (I) schreiben lisst.
Dann gilt (ohne Beweis):

Satz 3.5.7 Durch

{Primideale von K [x1,...,x,]} % {irreduzible affine Var. in K"}

1st dann eine 1: 1-Korrespondenz gegeben.
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Wir iiberpriifen dies an einigen Beispielen:

Beispiel 3.5.8 1) Das Ideal (z3) ¢ K [x1,x2] ist ein Primi-

2)

3)

deal, denn
K[Jfl,l‘g]/(l'g) = K[.Z‘l]

ist ein Integritdtsring. Dagegen ist (1 - x2) kein Primideal,
denn
Z’_l'.fC_Q:l'l Lo = 0e K[Z’l,xg]/[

und T1,T3 + 0. Geometrisch entsprechen die Primideale
(z1) und (x9) jeweils einer der Koordinatenachsen und
(z1-x2) deren Vereinigung, also

Vi(zy-x9) =V (x1) UV (x2)

Das Ideal (z9 - 23) ¢ K [x1,22] ist ein Primideal, denn
K[z, 2] [ (v -27) - K[t]
ry = t

Ty = t2

ist ein Isomorphismus und K [t] ein Integrititsring. Die
Verschwindungsmenge V (xo — 2%) ist eine Parabel.

Das Ideal
I=((22-2%) (21 -23))

1st kein Primaideal, und
V(I)= V(a:z—xf)uV(:cl—:cg)

siehe Abbildung 3.5. Die Elemente

) —$%, 1 —I% € K[QEI,IQ] /I
sind Nullteiler.

Das Ideal (x1,72) ¢ K[x1,22] ist ein maximales Ideal,
denn K [x1,x9] [ (x1,22) 2 K ist ein Korper.
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Abbildung 3.3: Reduzible affine Varietét

Ist K = C (allgemeiner K algebraisch abgeschlossen), dann
entsprechen die Punkte genau den maximalen Idealen, d.h. wir
haben eine 1: 1-Korrespondenz

Kn

(z-ay,...,z—ay,) (ay,...,an)

{maximale Ideale in K [x1,...,x,]}

~N=

Siehe auch die Ubungen 3.22, 3.15 und 3.23.

Beispiel 3.5.9 Ist (f) c¢ C[xy,x2] ein Primideal erzeugt von

einem Polynom f vom Grad 3 und V (f, %, g—i) =@, dann heift
C =V (1) elliptische Kurve. Abbildung 5./ zeigt die Punkte
mit reellen Koordinaten von einer elliptischen Kurve.

Auf der Menge der Punkte einer elliptischen Kurve existiert
die Struktur einer abelschen Gruppe mit der Verkniipfung wie
Abbildung 3.5. Was ist das neutrale Element?

Von besonderem Interesse in der Zahlentheorie sind die Q-

rationalen Punkte

C(Q)={peQ?|f(p)=0}

von C. Der Satz von Mordell besagt, dass C(Q) als Gruppe end-
lich erzeugt ist.

Die Struktur von endlich erzeugten abelschen Gruppen ist
bekannt: Wir werden spdter zeigen, dass jede endlich erzeugte
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Abbildung 3.4: Elliptische Kurve

abelsche Gruppe ein Produkt von Faktoren Z und Z[n (d.h. von
zyklischen Gruppen) ist.

Die Frage nach der Anzahl von Z-Faktoren von C(Q) ist Ge-
genstand aktueller Forschung in der Zahlentheorie (2.B zur Ver-
mutung von Birch und Swinnerton-Dyer).

3.6 Noethersche Ringe

Wie lassen sich Ideale beschreiben? Eine Moglichkeit ist durch
ein Erzeugendensystem:

Definition 3.6.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und aq, ..., a,, €
R. In Beispiel 3.3.3 hatten wir gesehen, dass

((11, ...,an) = {Z biai | bz € R} cR
i=1
ein Ideal ist. Wir nennen Ideale dieser Art endlich erzeugt.

Satz 3.6.2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent.

1) Jedes Ideal I c R ist endlich erzeugt.
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/\b\/ -(a+Db)

a

a+b

Abbildung 3.5: Gruppenstruktur auf elliptischen Kurven

2) Jede aufsteigende Kette
Iyclyclyc..cl,c..
von Idealen wird stationdr, d.h. es gibt ein m, sodass
Iy =11 =1lnio= ..
qgilt.

3) Jede nicht leere Menge von Idealen besitzt beziiglich Inklu-
sion ein mazimales Element.

Erfillt R diese dquivalenten Eigenschaften, dann nennt man
R mnoethersch.

Diese Ringe heiflen noethersch nach Emmy Noether (1882-
1935), die die allgemeine Strukturtheorie dieser Ringe formuliert
und damit die Séatze von Kronecker und Lasker allgemeiner und
einfacher bewiesen hat.

Beweis. (1) = (2): Sei I; c I, c ... eine Kette von Idealen.
Dann ist

[=U2,
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ebenfalls ein Ideal: Sind a,b € I, dann existeren ji,js € N mit

aelj, belj,, also

@+ b€ Inax(jy.j) © 1

Nach (1) ist I endlich erzeugt, also gibt es ai,...,a, € I mit
I=(a,...,a,). Fir jedes a; existiert ein j; mit ay, € I;,. Fiir

m:==max {ji | k=1,...,n}
gilt dann a4, ..., a, € I,,, also
I=(ay,...;ap)clyclypc...cl

und somit
Iy =T = ...

(2) = (3): Angenommen (3) ist nicht erfiillt. Dann gibt es eine
Menge M von Idealen, sodass fiir jedes I € M ein I’ € M existiert
mit [ & I'. Induktiv kénnen wir also eine Folge

LELGIG ..

von Idealen aus M konstruieren, die nicht stationdr wird, d.h.
(2) ist nicht erfiillt.
(3) == (1): Sei I ein beliebiges Ideal. Die Menge

M ={Jc ]| J ist endlich erzeugt}
ist nicht leer, z.B. (0) € M. Sei J ein maximales Element von M,
also gibt es ay,...,a, € J mit J = (ay,...,a,). Wir zeigen [ = J:
Angenommen dies gilt nicht, dann gibt es ein a € I\ J mit
J & (ay,...,an,a) c 1

Dies widerspricht der Maximalitéit von J. m

Beispiel 3.6.3 1) Der Ring der ganzen Zahlen 7 ist noe-
thersch, denn die Ideale von Z sind alle von der Form

(n)=nZ={nk|keZ}

also endlich erzeugt (von einem einzigen Element).
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2) Ein Korper K hat nur die Ideale (0) und K = (1), siche
auch Ubungsaufgabe 3.4. Insbesondere ist K noethersch.

Hilbert hat 1890 gezeigt, dass der Polynomring K [z1,...x,]
noethersch ist.

Satz 3.6.4 (Hilbertscher Basissatz) Sei R ein noetherscher
Ring, dann ist R[x] ebenfalls noethersch.

Daraus erhalten wir mit Induktion nach der Anzahl der Va-
riablen
Rlx1,...,xp] = R[x1, ..., xn ] [20]

und da K und Z noethersch sind:
Corollar 3.6.5 Set K ein Korper. Dann ist der Polynomring

K [z1,...x,] in n Variablen noethersch.
Ebenso ist Z[x1,...x,] noethersch.

Der Beweis des Hilbertschen Basissatzes betrachtet die Leit-
koeffizienten in R von Polynomen in R[z].

Definition 3.6.6 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und
f(z)=apz® + ... +a1x +ag e R[z]

ein Polynom. Ist aj, + 0, also deg (f) =k, dann heifst der Term
grofiten Grades

LT (f) = apa®

Leitterm von f und

LC(f)=ak

Leitkoeffizient von f.
Ist der Leitkoeffizient aj, = 1, dann heifst f normaiert.

Beweis. Angenommen R [x] ist nicht noethersch. Dann gibt es
ein nicht endlich erzeugtes Ideal I ¢ R[x]. Sei f; € I mit deg (f1)
minimal, fy € I\ (f1) mit deg (f2) minimal, und induktiv

fk EI\(flv"wfk*l)
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mit deg (fx) minimal. Dann gilt

deg (f1) <deg(f2) <...<deg(fx) < ...

und wir erhalten eine aufsteigende Kette von Idealen in R

(LC(f1) € (LC(f1) . LC(f2)) € oo (LC (1) s LC (i) € .o

Wir zeigen, dass diese strikt aufsteigend ist (und somit R nicht
noethersch): Angenommen

(LC (fl) ) 7LC (fk)) = (LC (fl) ) 7LC (fk+1))

Dann konnen wir schreiben
k
LC (fee1) = Y b; LC(f5)
j=1
mit b; € R. Somit hat
k
g = Z b] . mdeg(flwrl)*deg(fj) . fj € [
j=1

den selben Leitkoeffizienten wie f,1, also

deg (g = fres1) < deg (fre1)

ein Widerspruch, da fj,;; mit minimalem Grad gewéhlt war. =

3.7 Faktorielle Ringe

Im ganzen Abschnitt ist R ein Integritétsring.

3.7.1 Teilbarkeit und Zerlegung in irreduzible
Elemente

Definition 3.7.1 Seien a,b € R. Dann heifit a ein Teiler von
b, wenn es ein c € R gibt mat

a-c=b

Wir schreiben a | b.
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Lemma 3.7.2 In einem Integrititsring R gilt:

1) (Kiirzungsregel) Fir a,b,ce R, ¢+ 0 folgt aus ac = be, dass
schon a = b.

2) FiralleaeR gilt a|0 und a|a und 1| a.
3) Seien a,b,ce R. Gilt ¢|b und b|a, dann c|a.
4) Ista€ R und u e R* und a|u, dann ist a € R*.

5) Seien a,b,d € R mit d|a und d|b. Dann gilt d | (xa +yb)
fir alle x,y € R.

6) Seien a,be R. Dann ist (a) c (b) <= b|a.
7) Seien a,be R. Dann gilt

albundbla <= Jue R mita=u-b<= (a)=(b)

Dies iiberlegen wir uns in Ubung 3.16.

Definition 3.7.3 1) Zwei Elemente a,b € R heiflen assozi-
tert, wenn u € R* mit a = u-b. Wir schreiben dann a ~b.
Dies ist eine Aquivalenzrelation.

2) Ein Element g€ R, ¢+ 0, q ¢ R* heifit irreduzibel, wenn
qilt
g=a-bmita,be R=—>ae R* oder be R*

3) Ein Element p € R, p # 0, p ¢ R* heifst Primelement,
wenn gilt

pla-bmita,be R==p|a oderp|b

Die Beziehung zu den Begriffen Primideal und maximalen
Ideal aus Abschnitt 3.4.2 stellt folgende Bemerkung her:

Bemerkung 3.7.4 FirqeR, q+0, g¢ R* gilt

(q) ist ein mazimales Ideal = q ist irreduzibel
(q) ist ein Primideal <= q ist Primelement

Ist q irreduzibel, dann muss (q) nicht mazimal sein, betrachte
zum Beispiel g = xy — 1€ Clz,y], siehe auch Ubung 3.15.
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Beweis. Sei (¢) maximal und ¢ = a-b mit a,b ¢ R*, dann (q) &
(a), denn sonst a =g-b', also 1 =b-b', ein Widerspruch.
Die zweite Aquivalenz folgt sofort aus a € (¢) < ¢|a. m

Satz 3.7.5 Ist R ein Integrititsring und p € R, dann gilt
p prim == p irreduzibel

Beweis. Sei p prim und p = a-b, dann p | a - b also ohne Ein-
schrankung p | @ und somit a = p-r. Dann folgt p = p-r-b also mit
der Kiirzungsregel in Integritétsringen 1 =r-b und somit b € R*.
]

Satz 3.7.6 Ist R noethersch, dann qilt: Jedes a € R, a # 0, a ¢
R* ist ein Produkt

a=qr-... qr

von irreduziblen Elementen.

Beweis. Ist a irreduzibel, ist nichts zu zeigen. Sei a reduzibel,
etwa a = a1by mit aq,b; ¢ R*. Wenn a; und b; irreduzibel sind,
sind wir fertig. Ist ohne Einschrinkung a; nicht irreduzibel, dann
existieren as, by ¢ R* mit a; = asbs. Somit erhalten wir eine Folge
von Elementen a; und eine Kette von Hauptidealen

(a) c(ar)c(ar)c ...

die stationdr werden muss. ®

3.7.2 Zerlegung in Primelemente

Definition 3.7.7 Ein Integrititsring heifit faktoriell, wenn je-
desae R, a+0, a¢ R* ein Produkt

a=p1-... Dy
von Primelementen p; ist.

Beispiel 3.7.8 1) Z ist faktoriell.
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2) Der Integrititsring
R=K[z,y,z,w]/(zy - zw)
1st nicht faktoriell, denn
Ty = Zw

Primelemente sind stets irreduzibel, in faktoriellen Ringen
gilt auch die Umkehrung:

Satz 3.7.9 Sei R faktoriell und q € R, dann gilt
q prim <= q irreduzibel

Beweis. Ist ¢ irreduzibel, dann ist ¢ kein Produkt von minde-
stens zwei Nichteinheiten, also auch nicht von Primelementen.
In der Darstellung a = p; - ... - p, muss also r =1 und ¢ = p; prim
sein. m

Satz 3.7.10 FEin Integrititsring R ist faktoriell genau dann, wenn
jedes ae R, a+0, a¢ R* ein bis auf Permutation und Finheiten
eindeutiges Produkt von irreduziblen Elementen ist.

Das heifit, a ldsst sich schreiben als

a=pi-... Py
mit p; irreduzibel, und sind
P1-."Pr=a=q1"... (s

zwet solche Darstellungen, dann ist r = s und es existiert eine
Permutation o € S, sodass p; ~ oy -

Beweis. Sei R faktoriell, also gibt es eine Zerlegung in irreduzi-
ble (dquivalent prime) Elemente. Zur Eindeutigkeit: Seien

Pi--"Pr=4q1--.." Qs

zwei solche Zerlegungen. Da p; prim ist, gilt p; | ¢; fiir ein j,
ohne Einschrankung j =1, also

g1 =wW-p1
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und w € R* (wegen ¢ irreduzibel und p; prim).
Mit der Kiirzungsregel folgt aus

Pre-c'Pr=wW-pP1-q2-..."gs

dass
P2 Pr = (wQQ) Tt gs
Induktion nach r gibt die Behauptung.
Umgekehrt miissen wir nur zeigen, dass jedes irreduzible Ele-
ment prim ist:
Sei ¢ irreduzibel und ¢ | a-b. Ist a eine Einheit, dann ¢ | b, ist

a =0 dann ¢ |a.
Sind a,b ¢ R* und a,b # 0, dann

a-b=q-w

Nach Voraussetzung haben a, b, w Zerlegungen in irreduzible Ele-
mente. Setzen wir diese ein, dann liefert die Eindeutigkeit, dass
q bis auf eine Einheit einer der irreduziblen Faktoren von a oder
b sein muss, also ¢ | a oder ¢ |b. Somit ist ¢ prim. =

Da fiir noethersche Ringe eine Zerlegung in irreduzible Ele-
mente existiert (Satz 3.7.6), folgt sofort:

Corollar 3.7.11 FEin noetherscher Integrititsring ist genau dann
faktoriell, wenn jedes irreduzible Element auch prim ist.

Beispiel 3.7.12 Der Ring
R:Z[\/—B] - {a+b\/—3 | a,beZ} cC
1st nicht faktoriell, denn

4=2-2=(1-v=3)(1+V=3)

sind Zerlequngen in irreduzible (nicht prime) Elemente und die
Faktoren 2 und 1 + /-3 unterscheiden sich nicht nur um FEin-
heiten:

o Wir bestimmen die Einheitengruppe: Ist

1= (a+bV=3) (c+dv=3)
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dann folgt
1= (a2 + 3b2) . (02 + 3d2)
also a,c=+1 und b=d =0, d.h.

R*=7"={-1,+1}
o Wir zeigen, dass 2 und 1+~/-3 irreduzibel sind: Angenom-

e 2:(a+b\/—_3>-(c+d\/—_3)

oder

1i\/—_3:<a+b\/—_3)-(c+d\/—_3)

st ein Produkt von Nichteinheiten a + b\/—3. Nehmen wir
das Betragsquadrat, erhalten wir in jedem Fall

4= ‘a + b\/—_3‘2 : ‘c+ d\/—_B‘2 = (a?+3b%) - (¢* + 3d?)

also a® + 3b® = 2 + 3d? = 2, was offenbar fir a,b,c,d € Z
nicht moglich ist.

Siehe auch Ubungsaufgabe 3.17.

Wir bemerken noch folgenden Satz (auf den wir in Abschnitt
8.3 zuriickkommen werden):

Satz 3.7.13 (Satz von Gau}) Sei R ein Integrititsring. Dann
qgilt
R faktoriell <= R[x] faktoriell

Induktiv ist also jeder Polynomring R[z1,...,z,] faktoriell,
wenn R faktoriell ist (insbesondere wenn R ein Korper ist).

3.7.3 Grofiter gemeinsamer Teiler

Analog zum Konzept des grofiten gemeinsamen Teilers in Z aus
Abschnitt 1.3 formulieren wir allgemeiner:

Definition 3.7.14 Sei R ein Integrititsring. Dann heifit d € R
ein grofiter gemeinsamer Teiler (kurz ggT oder ged fir
greatest common divisor) von ay,...,a, € R, wenn gilt
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1) d|a; Vj=1,..,r, d.-h. d ist ein Teiler von allen a;, und

2) ist cie R ein Teiler aller a;, d.h. d | a; Yj=1,..,r, dann
gilt d | d.

Bezeichne mit ggT (aq, ..., a,) die Menge aller ggT von aq, ..., a,.
Ist d ein ggT von ay,...,a,, dann gilt

ggT (a1, ....ar) ={u-d|ueR"}
Wir schreiben kurz
ggT (ah '-'7ar) =d

das heifst d reprisentiert alle Elemente von ggT (aq,...,a,) bis
auf Assoziiertheit.

Beweis. Sind dy,d; € ggT (ay,...,a,), dann d; | ds und dy | dy,
nach Lemma 3.7.2 sind d; und dy also assoziiert. Ist umgekehrt
dy € ggT (ay,...,a,) und dy = u-d; mit u € R*, dann gilt auch
ds | a; Vj und haben wir d | a; Vj, dann nach Voraussetzung
d|dy also auch d|dy. m

Beispiel 3.7.15 Fir Z ist Z* = {+1,-1} also
ggT (67 15) = {_37 3} =3

Durch die Zusatzbedingung ggT > 0 ist der ggT eindeutig be-
stimmdt.

Analog geht man fiir das kleinste gemeinsame Vielfache vor:

Definition 3.7.16 Weiter heifst m € R kleinstes gemeinsa-
mes Vielfaches (kurz kgV oder lem fiir least common multi-
ple) von aq,...,a, € R, wenn gilt

1) aj|m VYj=1,..,r, d.h. m ist ein Vielfaches aller a;, und

2) ist m € R ein Vielfaches aller a;, d.-h. a; | m Vj=1,..,r,
dann gilt m | m.



3. RINGE 137

Bezeichne mitkgV (ay, ..., a,) die Menge aller kgV von aq, ..., a,.
Ist m ein kgV von aq,...,a,, dann gilt

keV (a1, ...,a.) ={u-m|ueR*}
Wir schreiben kurz
kgV (a,...,a.) =m
Definition 3.7.17 a4, ...,a, € R heifien teilerfremd, wenn
geT (ar,....a,) =1

Satz 3.7.18 Sei R faktoriell. Dann gibt es einen ggT und kgV
VoM Ay, ..., ap € R: Sind

s TS T
aj = ;- [Tip;

mit paarweise nicht-assoziierten Primelementen py, ..., ps und rj; >
0 und u; € R*, dann ist

ggT (al, ceey a,,) = Hlep;ninj{”i}
keV (ai,...,a.) = TI; pmaxj{f‘ji}

i=1D;
Sind a,b € R und schreiben wir

geT (a,b) -kgV (a,b) :={d-m|deggT (a,b), mekgV (a,b)}
={u-a-b|ueR*}

dann gilt mit obiger Notation
geT (a,b) -kgV (a,b) =a-b

Das heifit aber nur, ist d € ggT (a,b) und m € kgV (a,b), dann
sind d-m und a- b assoziiert

d-m~a-b
dquivalent, es gibt d € ggT (a,b) und m € kgV (a,b) mit

d-m=a-b
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3.8 Hauptidealringe

Definition 3.8.1 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal
I c R, das von einem einzigen Element a € R erzeugt wird, d.h.

von der Gestalt
I=(a)

heifst Hauptideal. Ein Integrititsring R, in dem jedes Ideal ein
Hauptideal ist, heifst Hauptidealring.

Da ein Ideal, das von einem einzigen Element erzeugt wird,
insbesondere endlich erzeugt ist, gilt:

Satz 3.8.2 Jeder Hauptidealring ist noethersch.

Primelemente sind stets irreduzibel. In Hauptidealringen ist
auch die Umkehrung richtig:

Satz 3.8.3 In einem Hauptidealring gilt
p rreduzibel =—> p prim
Mit Satz 3.8.2 und 3.7.11 folgt daraus sofort:
Corollar 3.8.4 Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis. Wir zeigen Satz 3.8.3: Sei p irreduzibel und p | ab. Es
ist (p) c (p,a) und (p) c (p,b). Es kénnen nicht (p,a) und (p,b)
beide gleich (1) sein, denn sonst gibe es r;, s; mit

ria+$1p=1=ryb+ s9p
also
1= (ria+s1p)-(rob+ sop) = rireab+riasyp +s1robp+s159p* € (p)

Somit ist ohne Einschrankung (p,a) = (d) ¢ R mit d ¢ R*, also
p =cd und a = ed. Da p irreduzibel ist, folgt ¢ € R* und somit
a=ec'pe(p),dh.p|la. m

Satz 3.8.5 Sei R ein Hauptidealring und aq,...,a, € R. Dann
qgilt:
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1) Das von Elementen ay, ..., a, erzeugte Ideal wird schon vom
grofiten gemeinsamen Teiler erzeugt, d.h.

(ai,...,a,) = (ggT (ay,...,a.))
Insbesondere lisst sich der ggT darstellen als
geT (ar,....,a,) = x101 + ... + T0,
mit x; € R.

2) Der Durchschnitt der von ay,...,a, erzeugten Hauptideale
wird vom kleinsten gemeinsamen Vielfachen erzeugt, d.h.

(a1)n...n(a,) = (kgV (a1, ...,a,))

Wir bemerken: Die Ideale (ggT (ay, ..., a,)) und (kgV (ay, ..., a,))
sind wohldefiniert, denn nach Lemma 3.7.2 gilt a ~ b genau dann,
wenn (a) = (b).

Beweis. Wir zeigen Satz 3.8.5:

1) Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein d € R mit
(ai,...,a,) =(d) ={veR|d teilt v}
also d | a;. Weiter gibt es x; € R mit
d=1z101+ ...+ 2.0,

Somit ist jeder Teiler von allen a; schon ein Teiler von d,
also

d=ggT (ay,...,a,)

2) Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein m € R mit

(a1)n...n(a,) =(m)

Somit m € (a;) d.h. a; | m Vi. Gilt a; | m Vi d.h. m € (a;)
Vi also
me(a;)n..n(a.)=(m)

dann m | m, also

m =kgV (a,...,a,)
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Beispiel 3.8.6 1) Der Ring der ganzen Zahlen Z ist ein Haupti-

2)

3)

dealring, denn jedes Ideal hat die Form
nZ = (n)

Wir erinnern uns an Beispiel 2.5.19, wo wir schon fiir die
abelschen Gruppen

(n,m) =mZ+nZ = (ggT (n,m))
gezeigt hatten. Beispielsweise ist

(6,10) = (ggT(6,10)) = (2)
Eine Darstellung
2=2-6+(-1)-10
wie in Satz 3.8.5 erhalten wir mit dem erweiterten euklidischen

Algorithmus (siehe auch Beispiel 1.5.3).
Weiter ist

(6) N (10) = {gemeinsame Vielfache von 6 und 10}
= (kgV (6,10)) = (30)

(was wir schon in Beispiel 2.3.19 fir die abelschen Grup-
pen gezeigt haben).

Sei K ein Kdérper. Der Polynomring in (mindestens) 2
Variablen K [x,y] ist kein Hauptidealring, denn das Ide-
al (x,y) lasst sich nicht von einem einzigen Element er-
zeugen. Siehe auch Ubung 3.19. Nach dem Satz von Gaufs
3.7.13 ist K [z,y] faktoriell, es existiert also der ggT (x,y),
jedoch gilt

(2,9) & (eeT (z,9)) = (1) = K[z, 9]

Dagegen ist der Polynomring K [x] in einer Variablen iiber
einem Korper K ein Hauptidealring, wie wir auch mit dem
FEuklidischen Algorithmus sehen werden.
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In Hauptidealringen gilt auch die Umkehrung von Bemerkung
3.7.4:

Bemerkung 3.8.7 Ist R ein Hauptidealring und q € R, q ¢ R*,
q+0, dann

(q) ist mazimales Ideal <= q ist irreduzibel

Beweis. Sei ¢ irreduzibel und (¢) c (a) ¢ R. Dann gibt es ein
be R mit ¢ = a-b. Somit ist a € R* oder b e R*, also (a) = R oder
(q) = (q), das heifit (¢) maximal. =

Der Nachweis, dass zum Beispiel Z und K [z] Hauptidealrin-
ge sind, erfolgt nach dem selben Schema. Wir abstrahieren daher
den wesentlichen Teil:

3.9 Euklidische Ringe

Definition 3.9.1 Ein euklidischer Ring ist ein Paar (R,d)
aus einem Integrititsring R und einer Abbildung

d: R\ {0} — N,

sodass fiir je zwei Elemente a,b € R\ {0} Elemente g,r € R exi-
stieren mat

1) a=g-b+r und
2) r=0 oder d(r)<d(b).

Wir bezeichnen dies als Division von a durch b mit Rest r.
Die Abbildung d heifst euklidische Norm.

Beispiel 3.9.2 1) Der Ring der ganzen Zahlen 7 ist eukli-
disch mat der Betragsabbildung

d(n) = n]

und der tiblichen Division mit Rest zur Bestimmung von g
und r, siehe auch Beispiel 1.5.5.
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2) Sei K ein Kérper. Der Polynomring R = K [x] in einer
Variablen ein euklidischer Ring mit der Gradabbildung

d(f)=deg(f)

und der tiblichen Division mit Rest zur Berechnung von g
und r.
Konkrete Beispiele:

Teilen wir a = x2 + %:c + % durch b =2x — 1 erhalten wir

w?+iz+l = (3z)-(2z-1) + (z+3)
= (zz+3) (2z-1) + L
———

T
g

also d(r)=0<1=d(b).

Teilen wir a=x" -1, n>1 durch b=x—1 erhalten wir

-1 = avlo(z-1) + (am1-1)
= (x”‘1+x”‘2)~(:z:—1)' + Fx”‘z—l)

= (avlt+am 2+ +2+1)-(z-1) + O
——

~~

T
g

3) Z[x] ist kein euklidischer Ring. Siehe auch Ubungsaufgabe 3.19.
4) Der Ring der Gaufischen Zahlen
R=Z[i]={a1+i-as|ai,azeZ} cC
ist euklidisch mat

d: R\{0} — Zx

d(ay+i-as) =ar +i-asf” = a?+d3
Die Abbildung d setzt sich zum Betragsquadrat
|_|2 : C — Ry

fort, und es gilt |z -w|* = |2* - Jw|*.
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Seien a,b € Z[i], a,b # 0. Wir miissen die Ezistenz von
g, r€Z[i] mita=g-b+r und|r|’> < |b]* zeigen:

Wir konnen den Quotienten € C durch Runden von Real-
und Imagindrteil mit einer Gaufschen Zahl g =n+1i-m €
Z.[i] approximieren, sodass fir die Differenz

qgilt

Somit

also erfillt der Rest
r=a-bg=0-w

dass ]
P < 5 P <

Konkretes Beispiel: Wir teilen =1+12i durch 3+4i in Z[i]:

-1+12¢  (-1+12i)(3-44) 9+8.
= = — —1
3+4q 25 5 5
Mt
g=2+2
qgilt
—2+141 r

——
14 12i=g-(3+4i) + (1-20)

und der Rest hat kleinere Norm als der Divisor:
d(1-2i)=5<25=d(3+4i)
Satz 3.9.3 Fuklidische Ringe sind Hauptidealringe.

Beweis. Sei (R, d) ein euklidischer Ring und I c R ein Ideal. Das
Ideal I = (0) ist ein Hauptideal. Sonst betrachten wir b€ '\ {0}
mit d (b) minimal.
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Sei a € I beliebig und a = g-b+r mit r =0 oder d(r) < d (b).
Da mit a und b auch r € [ ist, muss r = 0 sein, denn sonst hétten
wir ein Element kleinerer Norm gefunden. Also ist a € (b).

Damit folgt I c (b)c . m

Somit sind euklidische Ringe auch faktoriell und noethersch.
Insbesondere gilt dies also fiir die ganzen Zahlen Z und den Po-
lynomring in einer Variablen K [z] und den Ring der Gauflschen
Zahlen Z[i]. Weitere Beispiele werden wir in Ubungsaufgabe
3.24 sehen.

Bemerkung 3.9.4 Der Ring 7 [“T\/’_lg] st ein Hauptidealring,

aber kein euklidischer Ring (ohne Beweis).

In euklidischen Ringen kann man analog zu Z und K [z] die
Division mit Rest und den euklidischen Algorithmus zur Bestim-
mung des gg'T' durchfithren. Somit hat man eine Methode, den
gg'T effizient zu berechnen, ohne wie in faktoriellen Ringen auf
die (im Vergleich dazu ineffiziente) Faktorisierung in Primele-
mente zuriickgreifen zu miissen.

Satz 3.9.5 (Euklidischer Algorithmus) Sei (R,d) ein eukli-
discher Ring und a1,ay € R\{0}. Dann terminiert die sukzessive
Division mit Rest

a; = q1as + as d(az) <d(az)
aj = qjQje1 + Qjao d(ajs2) <d(aj1)
Ap-2 = Qpn-20n-1 t an d (an) <d (an—l)
Ap-1 = Qn-10n + 0 U1 =0
und
ggT (ah az) =dap
Riickwartseinsetzen

Ap = Ap-2 — qn-20n-1

az = a1 — q1a2
liefert eine Darstellung
geT (a1,a0) =x-a1+y-as
mit x,y € R.
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Beweis. Der Beweis geht vollig analog zum Beweis fiir Z. Alter-
nativ kann man folgendermafien vorgehen:
In jedem Schritt j=1,....,n -1 gilt

G LY [ \_[ @
1 0 Aj+2 Aj11

also mit
und a,.+; =0

Somit
ai,as € (ay)

und, da @ wegen det Q = +1 in R?>? invertierbar ist, auch

an € (ay,as)
also
(an) = (a1, a2)

d.h. a, ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von a; und ay. ®

Beispiel 3.9.6 Wir bestimmen den grifiten gemeinsamen Tei-
ler von
f=x*+23 und g=2*-1

in Q[x] mit dem euklidischen Algorithmus
e+t =1-(2* - 1)+ (2° + 1)
at-1=z-(®+1)+ (-2 -1)
d+1=(-2?+x-1) - (-2-1)+0
also

geT(f,g9) =z +1

und damit
(2% +2% 2*-1)=(z+1)
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Man beachte, dass im Polynomring K [x] iber einem Korper
K der ggT nur eindeutig bis auf Finheiten

K [2]" = K* = K\{0}

ist. Der gg'T wird eindeutig, indem wir den Leitkoeffizienten fest-
legen als

LC(ggT (f,9)) =1

Beispiel 3.9.7 Wir bestimmen den ggT von 3+4i und -1+ 121
In Beispiel 3.9.2 haben wir schon gesehen, dass die Divison
mit Rest von —1+ 127 durch 3 + 4i

—1+12i=(2+2i)-(3+4i)+ (1-29)
ergibt. Bei der ndchsten Division im euklidischen Algorith-

mus

3+4z. _ (3+4i) (1+2i) _ —5+10i - _142i e Z[i]
1-2i 5 g

bleibt kein Rest, und damit

geT (3+4i, —1+12i)=1-2i

Der ggT ist nur eindeutig bis auf Einheiten Z[i]" = {1,-1,4,-i},
also sind alle gréfiten gemeinsamen Teiler

goT (3+4i, —1+12)={1-2i, —1+2, 2+i, —2—4}

Siehe auch Ubungsaufgabe 3.25.

3.10 Chinesischer Restsatz

Wir wollen nun das Losen von simultanen Kongruenzen, das wir
in Kapitel 1 in Z kennengelernt haben, allgemein fiir einen kom-
mutativen Ring R mit 1 formulieren. Zunéchst formulieren wir
Teilerfremdheit fiir Ideale.
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Definition 3.10.1 Sind I;,Is ¢ R Ideale, dann sind die Sum-
me

L+L={a+blacl,bely}

der Durchschnitt
Il n IQ cR

und das Produkt
Iy Iy = {¥ cnaticnaibi | ax € 11, by € Iy}

wieder Ideale.
Zwei Ideale Iy und I5 heiffen coprim, wenn

[1 + [2 = (1)
Beispiel 3.10.2 Seien n,m € R.

1) Fir die Summe von Hauptidealen gilt

(n) +(m) = (n,m)

insbesondere ist in einem noetherschen Ring jedes Ideal ei-
ne endliche Summe von Hauptidealen.

2) Fir das Produkt von Hauptidealen gilt
(n)-(m)=(n-m)

3) In einem Hauptidealring R (zum Beispiel R =7 oder R =
K [z]) gilt
(n) und (m) coprim <= ggT (n,m)=1
<~ kgV(n,m)=n-m
<= (n)-(m) = (n)n(m)

() (keV(nm))

das heifit genau dann, wenn n und m teilerfremd sind.
Beweis.

1) klar.
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2) Fiir Hauptideale (n),(m) c R gilt
(n)-(m) = {Zenaricnsr -1+t - m} = {(Xenaiensk - te) -n-mj = (n-m)
3) Nach Satz 3.8.5 ist

(n) + (m) = (n,m) = (g&T (n,m))
(n) n (m) = (kgV (n,m))

Satz 3.10.3 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutati-
ver Ring mit 1 und Iy, ..., I, paarweise coprime Ideale. Dann ist
der Ringhomomorphismus

¢: R — R|Ix..xR/IL,
ro— (r+l,..,r+1I,)

surjektiv und hat Kern
kero=Ln..nl,=0-...- I,
also mit dem Homomorphiesatz 5.5./
R/(Iin..nl,)2 R/l x...x R/I,
Beweis.

1) Seien r; + I; € R/I;. Wir miissen ein r € R konstruieren,
sodass
T+ Il =7r;+ Iz

fiir 7 =1,...,n gilt. Nach Voraussetzung existieren Elemente
Qa;; € IZ und bl] € [] mit

aij + bm =1
Wir betrachten

sj=[lay=TT(1-by)

[E] i%*]
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Dann gilt s; € [; fiir 7 # j und s; € 1 + I;. Wir setzen nun
r= ZT’ij
j=1

Es gilt dann

T+ I,L =7;8 + [l = (T’i +[,L) (Si + Iz)

= (Ti‘f‘]i)(]-‘f‘]i):ri"'li Vi
Klar ist
kero=ILn..nl,

Bleibt
Ilﬂ...ﬂ[nzjl'...'ln

zu zeigen. Die Inklusion o ist klar.
Wir zeigen die andere Inklusion mit Induktion nach n:

Sei n =2 und 19 € [1,b12 (S IQ mit

a9 +b12 =1

Fiir a € Iy n I, gilt daher
a~1=aa12+ab12611-12

Also
Il . ]2 = ]1 n IQ

Sei nun n > 2 und sei
[1 et [n—l = Il n...N In—l

schon gezeigt. Nach Voraussetzung gibt es a;, € I; und b;, €
I, mit
Qi + bzn =1

also .
L=]](am+bin)eli-..-Iyy+1,

i=1
d.h. die Ideale I -...- I,,_; und I,, sind coprim und der Fall
n = 2 lasst sich anwenden. Somit folgt

Il Cat In—l . In = (Il Caet In—l) N In = ]1 n... m]n—l n ]n

mit der Induktionsvoraussetzung.
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| ]
Als Corollar fiir den Fall R = Z erhalten wir wieder Satz 1.4.1:

Corollar 3.10.4 (Chinesischer Restsatz iiber Z) Sindng,...,n; €
Zsq teilerfremd, dann gilt

Z](ny-...ony) 2 Z) (ng) x ... x Z] (ny)
das heifit, fir ay,...,a; € Z ist die simultane Kongruenz

T = a; modn,

T = a; mod ny
losbar, und die Lisung ist eindeutig modulo ny - ...-ny.

Beweis. Die Ideale I; = (n;) c Z sind nach Beispiel 3.10.2 coprim
und
]10...m]t =]1'“"It = (nlnt)

Bemerkung 3.10.5 Der Rechenaufwand der Multiplikation in
7 steigt starker als linear mit der Griffe der Zahlen. Deshalb
zerlegt man mit dem Chinesischen Restsatz das Problem in klei-
nere: Zum Rechnen mit Zahlen z € Z mit |z| < C' wdhlt man ein
n=ny-....n. >2C mit n; paarweise teilerfremd und alle n; etwa
gleich grof$ und rechnet in

Z](ny) x...xZ[(n,) 2 Z](n)

ersetzt also eine Operation der Bitlinge N durch r Operationen
der Bitlinge % (die auferdem parallel durchfihrbar sind).

Neben dem Fall R = Z kann man den Chinesischen Restsatz
z.B. auch fiir den Polynomring R = K [z] anwenden, zunéchst
ein Beispiel dazu:

Beispiel 3.10.6 Wir bestimmen die Lisungsmenge L ¢ Q[z]
der simultanen Kongruenzen

f=3mod(z+1)

f=2+zmod(z? +x+1)
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das heifst wir suchen alle Polynome f, sodass f—3 ein Vielfaches
von x+1 und f—(2+x) ein Vielfaches von x? + x + 1 ist. Der
Chinesische Restsatz gibt

Qz]/(2* +22% +20+1) 2 Q2] /(z + 1) x Q[z] / (2* + z + 1)

denn x+1 und 22+ x +1 sind mit dem Euklidischen Algorithmus
teilerfremd:

geT(x+1,22+x+1)=1= (-z)-(x+1) + 1-(22+x+1)

Weiter ist —23+2+3=(2+x) - (—x) - (x+1) + 3-1- (22 +x+1)

nach dem Beweis des Chinesischen Restsatzes eine Ldsung der
simultanen Kongruenzen (iberprifen Sie dies nochmals analog
zur Formel fir Z aus Kapitel 1) und

L=-23+x+3 + (23+222+22+1)
=222+3x+4 + (23+222+2x+1)

mit der eindeutigen Losung 2x%+3x+4 von Grad < 3.Oder anders
ausgedriickt

L=222+3x+4eQ[z]/ (2% +22% + 22 +1)
1st unter obigem Isomorphismus das eindeutige Urbild von
(3, 2+2)eQa]/(z+1) x Q[z]/(a? + 2 +1)

Siehe auch Ubung 3.29. Eine zentrale Anwendung des Chine-
sischen Restsatzes ist die Interpolation durch Polynome:

Satz 3.10.7 (Lagrange-Interpolation) Sei K ein Korper. Sind
ty,...,t, € K paarweise verschiedene Stiitzstellen und cy,...,c €
K, dann gibt es genau ein Polynom f € K [x] mit deg f < k und

Beweis. Es gilt

(z=t:)) + (z=t;) = (L = 1;) = (1)

Somit liefert der Chinesische Restsatz

K[2] /(I (z-1)) 2 K [2]/ (z - t1) x..x K [2]/ (z - t) = K*
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Bemerkung 3.10.8 Mit

x -t
fi=Ta—2
Jiti—t
18t
fi=1mod (x -t;)
fi=0mod (x - t;)
also

k
f= Z;szz

Allgemeiner zeigen wir in Ubungsaufgabe 3.30:

Corollar 3.10.9 (Hermite-Interpolation) Seien ti,...,t, € R
paarweise verschieden und my,...,m, € N mit 3% ym; = d+ 1.
Dann gibt es fiir alle by, ..., 01 my-1, -, br0,--.; bpm,—1 € R genau
ein feR[x]_, mit

f9 (a;) = by

fur alle j=0,....om; =1, 1=1,...,7.

3.11 Ubungsaufgaben

Ubung 3.1 Sei R ein Ring. Zeigen Sie durch Verwendung der
Ringaxiome, dass fiir alle x,y € R gilt

Or=20=0
(-z)y=z(-y)=-zy
(-z) (-y) =2y

Ubung 3.2 Stellen Sie die Verkniipfungstafeln der Multiplika-
tion und Addition des Rings Z/10Z auf. Welche Elemente von
Z[10Z sind Einheiten und welche Nullteiler? Geben Sie auch die
Gruppentafel der Einheitengruppe (ZJ10Z)" an.

Konnen Sie ein Kriterium formulieren, wann ein Element
von Z[nZ eine Einheit oder ein Nullteiler ist?
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Ubung 3.3 Geben Sie dem duferen direkten Produkt

HRa:{f|f:[—>URa mit f(a) € Ry Va}

ael ael

wobei I + & eine Indexmenge und (R,),.; eine Familie von Rin-
gen ist, eine Ringstruktur.

Zeigen Sie, dass Abb (X, R) ein Sonderfall ist (deshalb schreibt
man auch Abb (X, R) = RX).

Ubung 3.4 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I ¢ R ein
Ideal. Zeigen Sie: I = R genau dann, wenn I n R* + &.

Ubung 3.5 Zeigen Sie:

1) Jeder Integritatsring mit endlich vielen Elementen ist ein
Korper.

2) In einem endlichen Ring ist jedes Element entweder eine
Einheit oder ein Nullteiler.

Ubung 3.6 Wir bestimmen die Einheitengruppe R* von R =
Z[\/Q] Zeigen Sie dazu:

1) +1 € R~
2) + (1 + \/§) e R
3) Ist a+b\/2 e R*, dann gilt a® - 202 = £1
4) Ist a+b\/2 € R*, dann gibt es ny,ny € Zso mit
a+bhV2=2(14v2)" (1-v2)"
Hinweis: Vollstindige Induktion nach |al.

5) Folgern Sie, dass

R={«(1+v3)" |nez)

Ubung 3.7 Sei ¢ : R - S ein Ringhomomorphismus. Zeigen
Sie:



3. RINGE 154

1) Ist J c S ein Ideal, dann ist =* (J) ein Ideal. Insbesondere
15t ker ¢ ein Ideal.

2) Ist @ surjektiv und I c R ein Ideal, dann ist ¢ (I) ein Ideal.

Geben Sie ein Gegenbeispiel, dass dies ohne die Vorausset-
zung @ surjektiv im Allgemeinen nicht richtig ist.

Ubung 3.8 Sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit nilpotent,
wenn es ein n € N gibt mit x™ = 0. Zeigen Sie: Ist x nilpotent
und R ein Ring mit 1, dann ist 1 —x eine Einheit in R.

Ubung 3.9 Sei R ein kommutativer Ring. Zeigen Sie, dass I =
{a € R|3IneN mit a® =0} ein Ideal in R ist. Bestimmen Sie die-
ses fir R="7](12).

Ubung 3.10 Sei R ein Integrititsring und S = R\ {0}. Wir kon-
struieren den Ring von Briichen

Q(R):{gheR,seS}

als Q (R) = (Rx S) [ ~ mit der Aquivalenzrelation
(r,s) ~(r',s") <= rs—sr'=0

und schreiben = := [(r,s)]. Addition und Multiplikation sind ge-
geben durch

71 9 1S9 + 17287
—_ 4 === = -

51 52 5152
o To T

51 S22 5152

Zeigen Sie:

1) Addition und Multiplikation sind wohldefiniert und Q (R)
15t etn Korper.

r

2) j: R—> Q(R), r+ { ist ein Monomorphismus.

3) Universelle Figenschaft: Ist K ein Korper und ¢ : R - K
ein Monomorphismus, dann existiert genau ein Monomor-
phismus ¢ : Q (R) - K, sodass ¢ = poj.
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Ubung 3.11 In Verallgemeinerung von Aufgabe 3.10 hat man
folgende Konstruktion: Sei R ein kommutativer Ring mat 1.

1) FEine Menge S c R heif$st multiplikativ abgeschlossen, wenn
1€S und s1,80 €S = 5180 € S. Zeigen Sie:

(a) Ist f € R, dann ist S = {1, f, f?,...} multiplikativ ab-

geschlossen.

(b) Ist pc R ein Primideal, dann ist S = R\P multiplika-

tiv abgeschlossen.

2) Wir konstruieren den Ring von Briichen
R[S_1]={C|T‘ER, SES}
s
als R[S~ =(RxS) /[~ mit
(r,s)~(r',s") <= 3JteS:t(rs —sr')=0

und schreiben t = [(r,s)]. Addition und Multiplikation
sind gegeben durch

™ T 1S9 + 17287
L2 -

S1 82 5152
rn Tre T2

S1 S2 5152

Zeigen Sie:

(a) R[S7'] ist ein kommutativer Ring mit 1.

(b) j:R— R[S™], r~ § ist ein Ringhomomorphismus.

(c¢) Universelle Eigenschaft von R[S™']:

Ist o : R — T ein Ringhomomorphismus, sodass jedes
Element s € S auf eine Einheit v (s) € T abgebildet
wird, dann existiert genau ein Ringhomomorphismus
Q: R[S > T, sodass p=poj.

(d) Ist R ein Integrititsring und S = R\{0}, dann ist
Q(R) = R[S™'] ein Korper (der Quotientenkérper
von R). Jede Inklusion von R in einen Korper K setzt
sich durch die universelle Eigenschaft auf Q) (R) fort.
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Ubung 3.12 Sei K ein Kérper. Der formale Potenzreihenring
K[[z]] ist die Menge der Reihen Y%, fix® mit f; € K (ohne
irgendeine Konvergenzbedingung). Eine solche Reihe ist durch
die Koeffizientenfolge

f : NO d K
g~
eindeutig bestimmt. Somit steht K[[x]] in Bijektion mit der Men-
ge aller Abbildungen von Ny nach K. Die Ringstruktur auf

K[[z]] = KM = {f| f:Ng - K Abbildung}

ist in Termen der Koeffizienten f(j) = f; folgendermafen gege-
ben: Komponentenweise Addition

+: K[[2z]]x K[[z]] - K[[z]]
(f.9) ~ Jrg:No > K
(f+9)(5) = f()+9(5)

und Multiplikation

K[[z]] < K[[z]] - K[[z]]
(f?g) = f‘g:NO_)K

(£-9) (F) = £ F(D)g(k=1)
Zeigen Sie:
1) K[[z]] ist ein kommutativer Ring mit 1.
2) K|[[z]] ist ein Integrititsring.

3) Kllall* ={ £ o' | fa0}.

Ubung 3.13 Zeigen Sie: Es gibt keinen Korper mit genau 6
Elementen.
Gibt es einen Korper mit genau 4 Elementen?

Ubung 3.14 Bestimmen Sie alle Elemente von
K =Fy[z]/(z* +x+1)

und die Additions- und Multiplikationstabelle von K. Zeigen Sie,
dass K ein Korper ist. Welche Charakteristik hat K ?
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Ubung 3.15 1) Bestimmen Sie
I={feQ[z]|f(0)=0}
und zeigen Sie, dass I c Q[x] ein mazimales Ideal ist.
2) Zeigen Sie, dass I = (xy—1) c C[z,y] ein Primideal ist.
3) Ist F3[z] [ (2? +x + 1) ein Integrititsring?
Ubung 3.16 Sei R ein Integrititsring. Zeigen Sie:

1) Fira,b,ce R, c#0 folgt aus ac = bc, dass schon a =b.
2) FiralleaeR gilt a|0 und a|a und 1|a.

3) Seien a,b,ce R. Gilt ¢|b und b|a, dann c|a.

4) Ist ae€ R und we R* und a|u, dann ist a € R*.

5) Seien a,b,d € R mit d|a und d|b. Dann gilt d | (xa + yb)
fir alle x,y € R.

6) Seien a,be R. Dann ist (a) c (b) <= b|a.
7) Seien a,be R. Dann gilt
albundbla < JueR* mita=ub<= (a)=(b)
Man sagt dann, a und b sind assoziiert. Dies ist eine Aquivalenzrelation.
Ubung 3.17 Sei
R=2][V=5|={a+bV/=5|abe L} cC
1) Bestimmen Sie die Einheitengruppe R*.

2) Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist.

3) Zeigen Sie, dass R noethersch ist.

Ubung 3.18 Sei F, ein endlicher Korper mit g Elementen.
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1) Zeigen Sie, dass es unendlich viele irreduzible Polynome in
F,[x] gibt, indem Sie Euklids Beweis fir Z (Satz 1.2.4) auf
den Polynomring Fy [x] dbertragen. Lasst sich auch Eulers
Beweis aus Ubungsaufgabe 1.3 iibertragen?

2) Bestimmen Sie alle normierten irreduziblen Polynome vom
Grad <4 in Fy[z].

Ubung 3.19 Sei K ein Kirper.

1) Zeigen Sie: Das Ideal (z,y) c K [x,y] ist kein Hauptideal.
2) Ist Z[x] ein Hauptidealring?

Ubung 3.20 Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass der formale
Potenzreihenring K[[x]] ein Hauptidealring ist.

Ubung 3.21 Sei
R={feQ[z]|f(0)eZ}
Zeigen Sie:
1) R ist ein Ring.

2) Jedes von zwei Elementen erzeugte Ideal von R ist ein
Hauptideal.

3) Das Ideal
I:(fwneN)cR
2n
1t kein Hauptideal.
4) Jedes endlich erzeugte Ideal von R ist ein Hauptideal.

5) R ist nicht noethersch.

Ubung 3.22 Sei K ein Kirper und (a1, ...,a,) € K. Zeigen
Sie:

(r1-ay,...,xy—ay) c K [21,...,2,]

1st ein maximales Ideal.
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Ubung 3.23 Bestimmen Sie alle mazimalen Ideale von R [z].

Ubung 3.24 Zeigen Sie fir n = -1,-2,2,3, dass R = Z[\/ﬁ]
zusammen mit
a+by/n +~ |(a+by/n)(a-byn)

ein euklidischer Ring ist. Geben Sie ein Verfahren an, um die
Division mit Rest durchzufiihren.

Ubung 3.25 1) Finden Sie alle griften gemeinsamen Teiler
von 1+ 5i und =1+ 5i in Z[i].

2) Bestimmen Sie jeweils einen Erzeuger der Ideale

(2-i,2+4i)cZ[i]  (11+8V3,7+2V3) cZ[V3]

Ubung 3.26 Schreiben Sie ein Maple Programm, das in R =
) [\/ﬁ], n=-1,-2,2,3 die Division mit Rest und den Euklidischen
Algorithmus zur Bestimmung des ggT durchfiihrt.

Ubung 3.27 Sei p eine Primzahl und I, der endliche Kdrper
mit p Elementen. Bestimmen Sie das Verschwindungsideal I (M) c
F, [z] von

M=F,

Ubung 3.28 Seien (ay,b1),...,(ar,b,) paarweise verschiedene
Punkte im R? und ¢y, ...,c, € R. Zeigen Sie: Es existiert ein Po-
lynom f € R[x,y], das in den vorgegebenen Punkten die vorge-
gebenen Werte annimmt:

f(aj,b)=c; firj=1,...r

Ubung 3.29 Bestimmen Sie die Menge L c R [x] aller Lisungen
f der simultanen Kongruenzen

f=2+3(z-1)mod (z-1)
f=1+2(z+1)mod (z+1)



3. RINGE 160

Ubung 3.30 Seien ay, ..., a, € R paarweise verschieden und m, ..., m, €
N mit 25:1 m; = d+ 1. Zeigen Sie mit Hilfe des Chinesischen
Restsatzes, dass es fir alle
b1,0y s 01my-15 s Or05 s Op 1 € R
ein eindeutiges Polynom f e R[x]_, gibt mit
f9 (a;) = by
fir alle j=0,....om; =1L undi=1,...,r.

Ubung 3.31 Sei R =Z[i] der Ring der Gaufischen Zahlen.

1) Zeigen Sie: Der Chinesische Restsatz gibt einen Isomor-
phismus

p: R/ (15-5i) — R/ (3+4i) x R/(1-3i)
2) Bestimmen Sie das Urbild x € R/ (15— 5i) von
(T+4, 2+i) e R/ (3+4i) x R/(1-3i)

unter @.



4

Moduln und der
Elementarteilersatz

4.1 TUbersicht

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Gauf-Algorithmus
zur Normalformbestimmung iiber Korpern auf beliebige Haupti-
dealringe. Aus der linearen Algebra wissen wir: Ist K ein Korper
und A € k™™ dann gibt es Basiswechsel T' € GL (m, K') und
S € GL (n, K), die A in die Normalform

1

S-A-T= 1

0 | o

bringen (mit rang (A) Einsen auf der Diagonalen). Ersetzen wir
K durch einen Hauptidealring R, kénnen wir dies nicht mehr
erwarten. Mit der Adjungierten-Formel fiir die Inverse ist eine
Matrix T € R™" invertierbar genau dann, wenn det (T') eine
Einheit ist. Somit ist zum Beispiel A = (2) € Z"! schon in Nor-
malform, denn Z* = {£1}. Im Allgemeinen kénnen wir erreichen,

dass
dy

S-A-T=D-= ¢ R

161
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wobei jedes d; ein Teiler von d;,; ist. Die sogenannten Elemen-
tarteiler d; sind eindeutig durch A bestimmt.

Das Kapitel baut sich wie folgt auf: Wir zeigen zunéchst im
Elementarteilersatz diese Aussage. Der Beweis gibt gleichzeitig
einen rekursiven Algorithmus zur Bestimmung von S, T und D.
Mit Hilfe der Normalform D zeigen wir dann verschiedene Struk-
turaussagen: Als Verallgemeinerung von Vektorrdumen iiber ei-
nem Korper fithren wir Moduln iiber einem Ring ein und be-
schreiben endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen, ins-
besondere endlich erzeugte abelsche Gruppen (Z-Moduln), und
die Jordansche Normalform.

4.2 Der Elementarteileralgorithmus

Bemerkung 4.2.1 Fine Matriz A € R™" ist invertierbar (d.h.
A e GL(n,R)) genau dann, wenn ihre Determinante eine FEin-

heit ist, d.h.
det (A) € R*

Beweis. Ist A-A~! = E, dann det (A)-det (A7) = 1. Umgekehrt:
Falls det (A) € R*, dann ist

. Aadj
 det (A)

MXN

mit der adjungierten Matrix A% = ((—1)i+j det (Aji))z‘j e R,
wobei Aj; durch Streichen der j-ten Zeile und i-ten Spalte von

A entsteht. =

Satz 4.2.2 (Elementarteilersatz) Sei R ein Hauptidealring
und A € Rv™ eine Matriz. Dann gibt es Basiswechsel S € GL (n, R)
und T € GL (m, R) und ein r <min (n,m) mit

dq
S-A-T=D-= e R

und
di|dy, dylds ... d.q]|d,#0
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Die d; sind bis auf Assoziiertheit ~ durch A eindeutig bestimmit
und heiffen Elementarteiler von A, und D heifit die Smith-
Normalform von A.

Bemerkung 4.2.3 Der Spezialfall fiir R = K ein Korper ist aus
der linearen Algebra als Gauf-Algorithmus bekannt:

Ist A= (a;;) € K™™, dann gibt es Basiswechsel T € GL (m, K)
und S € GL (n, K) in Quelle und Ziel, die A in die Normalform

1

S-A-T= )

0 0

bringen mit r =rang (A) Einsen auf der Diagonalen.

Dabei erhalten wir S und T als Produkt von Zeilen- bzw.
Spaltenoperationen: Durch Permutation von Zeilen und Spalten
konnen wir ay # 0 annehmen (falls A+ 0). Subtraktion des 7+L-
fachen der ersten Spalte von der j-ten Spalte (und analog fiir die
Zeilen) bringt A in die Form

ai ‘ 0 -+ 0

0
Schliefflich multiplizieren wir die erste Spalte mit ;11 Mt In-
duktion folgt die Behauptung.

In einem Ring R ist es dagegen im Allgemeinen nicht moglich,
% zu bilden, da a;; keine Einheit sein muss. Wir zeigen nun
zunéchst Satz 4.2.2 fiir den Fall, dass R ein euklidischer Ring
ist. Hier kénnen wir die Division Zi—i durch Division mit Rest
ersetzen. Der Beweis gibt einen Algorithmus zur Berechnung der
Smith-Normalform.

Beweis. Sei (R, d) ein euklidischer Ring und A # 0.

1) Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen kénnen wir an-
nehmen, dass a;; # 0 und

d(ay,1) <d(a;;) oder a;; =0
fir alle (4,7) # (1,1).
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2)

Ist ein Eintrag a;; der ersten Zeile (analog fiir die erste
Spalte) nicht durch a;; teilbar, dann schreibe a; ; mit Di-
vision mit Rest

rj=q-a11+7r

mit d (r) < d(ay1). Der Fall r = 0 tritt nicht auf, da nach
Voraussetzung a1 + ay ;.

Nach Subtraktion des g¢-fachen der 1-ten Spalte von der
j-ten Spalte erreichen wir also

d(aiy)>d (a1 )

Gehe nun zuriick zu Schritt (1). Dieser Prozess terminiert,
da d(a;1) in jedem Durchlauf echt kleiner wird.

Sind alle Eintrége der ersten Zeile und Spalte durch a;,
teilbar, dann konnen wir durch Addition von Vielfachen
der ersten Spalte A in die Form

arq ‘ 0 -+ 0

* *

und durch Addition von Vielfachen der ersten Zeile auf die

Form
a1 ‘ 0 - 0

0

: A

0
bringen. Hat A’ einen Eintrag a;;, der nicht durch a;,
teilbar ist, dann addieren wir die i-te Zeile zu der ersten

Zeile und gehen zuriick zu (2). Danach wird d (a; ;) wieder
echt kleiner.

Sind alle Eintrége von A durch a,; teilbar, dann auch die
Eintrdge von A’, da sie R-Linearkombinationen von Ein-
tragen von A sind.

Mit Induktion nach min (n,m) folgt die Behauptung.
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Fiir den Induktionsanfang (n = 1 oder m = 1) sind die Schritte
(1) - (3) der euklidische Algorithmus auf den Eintragen. m

Bevor wir den Fall R Hauptidealring und die Eindeutigkeit
behandeln, erproben wir diesen Algorithmus an einem Beispiel:

Beispiel 4.2.4 Wir bestimmen die Smith-Normalform von

(69 6 oes
A‘(6 6 7)EZ

und gleichzeitig S € 72 und T € Z>*3 durch simultanes Ausfiihren
der Zeilen- bzw. Spaltenoperation auf der 2 x 2 bzw. 3 x 3 Ein-
heitsmatriz. Division mit Rest (Schritt 2) gibt

( 1 0) (6 3 6) (1) _11
0 1 6 0 7 0 0
Vertauschen (Schritt 1)
( 10 ) ( 36 6 ) _11 (1)
01 0 7 0 0
Reduktion der ersten Zeile und Spalte (Schritt 3)
(1 0) (300) _11 _32 _22
01 0 6 7 0 0 1

Da 7 nicht durch 3 teilbar ist, addieren wir die zweite zur ersten
Zeile

_— o O
S~—

(o> e

= O O
N —

—_—
O =
— =
v
—_—
S W
S O
-~
v
—
|
O»—‘H
|
OMCO
|
»—lq;pb
SN—
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Vertauschen (Schritt 1)

(1) (5

Reduktion der ersten Zeile und Spalte (Schritt 3 und 4)

4 3 -1
g ) -4 -2 1
1 0 O

(o> e

(1 1) (10 0) _44‘2221‘1?
-7 -6 0 -36 -21 L 6

Rekursives Anwenden des Algorithmus auf die durch Streichen
(bzw. Ignorieren) der ersten Zeile und Spalte erhaltene Unter-
matriz, gibt

(-36 21 )~ (-15 =21 )~ (-15 6 )~ (-3 =6 ) (-3 0)

(in diesem Fall ist dies genau der euklidische Algorithmus) und
wir erhalten die Smith-Normalform

D=S-A-T
mat
4 2 -9
1 1 1 0 0
S:( ) _D:( ) T: _4 1 2
-7 -6 0 -30 L 3

Die Elementarteiler von A sind also
d1 =1 d2 = 3
bis auf Multiplikation mit Einheiten Z* = {1,-1}.

Wir beobachten hier eine Eigenheit des Smith-Normalform
Algorithmus: Die Groflie der Zwischenergebnisse kann im Verhéltnis
zu Input und Output stark ansteigen. Eine Fragestellung in der
Informatik ist die Vermeidung dieses Problems. Man kann z.B.
die Berechnung modulo Primzahlen durchfithren und die Resul-
tate mit dem Chinesischen Restsatz zu einem ganzzahligen Er-
gebnis "liften”.

Ist R allgemeiner ein Hauptidealring, kénnen wir im Be-
weis von Satz 4.2.2 analog vorgehen, verwenden aber statt des
Euklidischen Algorithmus die folgende Bemerkung:
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Bemerkung 4.2.5 Sei A= (a1, a12) € R? und
gg'T (al,ly Cl1,2) =d=x- ai1ty-aipg

(fir R euklidisch finden wir eine solche Darstellung mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus). Schreibe

CL1’1=U'd CLLQ:U'CZ

mit u,v € R. Dann gilt mit
T:( v )eGL(z,R)
Yy ou

dass
A-T=(d, 0)

Wir bemerken noch, dass sogar det (T') =1, d.h. T € SL (2, R).

Mit diesem Verfahren kann man (wie in Schritt (1) — (3)
des FElementarteileralgorithmus fir euklidische Ringe) abwech-
selnd alle Eintrdge auffer ai 1 # 0 in der ersten Zeile oder Spalte
zu 0 machen. Dieser Prozess terminiert, da die Eintrige a,, ei-
ne aufsteigende Kette von Idealen bilden. Diese muss stationdr
werden, da Hauptidealringe noethersch sind.

Bemerkung 4.2.6 Da die Basiswechsel in dem Elementartei-
leralgorithmus alle Determinante 1 haben und Permutationsma-

trizen Determinante 1, konnen wir in Satz /.2.2 erreichen, dass
T eSL(m,R) und S € SL(n,R).

Dass r < n und die Elementarteiler d; bis auf Einheiten ein-
deutig bestimmt sind, folgt aus:

Satz 4.2.7 Fir die Elementarteiler dy,...,d, von A € R™™ in
Satz J.2.2 gilt fir i <r (bis auf Einheiten)

d1d1=ggT(det(ALJ) | |]|:|J|=Z) =: Dz

Fiir i >r sind alle det (A ;) = 0.
Hier bezeichnet fir I c{1,...n} und J c {1,...,m}

Ap 5 € R
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die Untermatriz von A mit den Zeilen aus I und Spalten aus J.
Die det (Ay,y) mit |I| =|J| =1 heiffen i x i-Minoren von A.
Man nennt D; auch als den i-ten Determinantentetler von
A.
Insbesondere ist dy = Dy der grofite gemeinsame Teiler aller
Eintrdge von A.

Beweis. Wir skizzieren den Beweis unter Verwendung folgen-
der Ergebnisse aus der (multi-)linearen Algebra: Die Eintréige
der darstellenden Matrix der i-ten dufleren Potenz A'A von A
(beziiglich einer geeigneten Basis) sind genau die i x i-Minoren
von A. Ist weiter S € R™", dann gilt

(A'S)-(A'A) = N (S~ A)
Ist S € GL (n, R) invertierbar, dann folgt damit fiir den ggT der
Eintrage
ggT (A'(S-A)) =ggT (A'A)

(bis auf Einheiten), denn jeder Eintrag von A’(S-A) ist ei-
ne Linearkombination der Eintrige von A’A und somit wird
ggT (/\i(S-A)) von ggT(/\iA) geteilt. Die Umkehrung folgt,
da A=5"1-(S-A).

Analog geht man fiir einen Basiswechsel 7" in der Quelle vor.

Haben wir nun geméaf dem Elementarteilersatz

dy

S-A-T=D-=

dann gilt
geT (A'A) = ggT (A'D)
=ggT(dj, -...-dj, | 1<j1 <...<ji <)
=dy-...-d;
denn d; | dj, fir j<k. m
Beispiel 4.2.8 Wir bestimmen fiir

1 1 1
-3 1 1
A= 1 -3 1
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die Smith-Normalform:

1 0 0 1 0 0
Ao 0 4 4 o 4 4

0 -4 0 0 -4 0

0 0 -4 0 0 -4

10 0 1 00

0 4 0 0 40

“loo 4« |7looa]|P
0 0 -4 000
Andererseits ist offenbar
D1:1:d1

die 2 x 2-Minoren sind 0, 4 oder 8, also
Dy=4=d;-dy
und die 3 x 3 Minoren sind +16, also
D3 =16=d;y-dy-ds

Der Elementarteilersatz 4.2.2 beschreibt die Struktur von
endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealringen:

4.3 Moduln und Prasentationen

Sei im Folgenden R ein (nicht notwendigerweise kommutativer)
Ring.

Definition 4.3.1 FEin R-(Links)-Modul (M, +,-) ist eine Men-
ge M mit Abbildungen

+  MxM— M
RxM—M

sodass

1) (M,+) eine abelsche Gruppe ist,
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2) die Skalarmultiplikation - iber der Addition + distributiv
1st, also

r-(mi+mg)=r-mq+7r-ms
R
(ri+ry) - m=ry-m+ry-m
fur alle r,ri,79 € R und m,my,mo € M, und
3) fir alle r,s € R und me M gilt
(r®s)y-m=r-(s-m)
Hat R ewn 1-Element, so verlangen wir zusdtzlich 1-m =m.

Aus dem Kontext ist typischerweise klar, ob + die Addition
in R oder in M bezeichnet. Wenn wir prézisieren wollen, von wel-
cher Verkniipfung wir sprechen, notieren wir R bzw. M dariiber
(ebenso fiir ).

Beispiel 4.3.2 1) Sei R = K ein Korper. Dann ist ein K-
Modul nichts anderes als ein K -Vektorraum.

2) Ein Z-Modul G ist nichts anderes als eine abelsche Gruppe
(G,+). Die Skalarmultiplikation ist

ZxG— G
(n,g)—mn-g:== g+..+g
—_——
n-mal

mit (1) -g:=—g.
3) Sei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Dann ist I ¢ R ein

Ideal genau dann, wenn (I,+,-) ein R-Modul ist.

4) Sind My und My Moduln iber R, dann ist auch das di-
rekte Produkt My x My ein R-Modul mit r - (mq,ms) =

(r-mq,r-msy), insbesondere:
5) Ist R ein Ring, dann ist
R"= Rx..xR

————
n

ein R-Modul.
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6) Sei (M,+,-) ein R-Modul. Ein Untermodul U c M ist

7)

8)

9)

eine Untergruppe von (M,+), auf die sich die Skalarmul-
tiplikation einschrdinkt, d.h. mit

r-meU

fir alle m € U und r € R. Ein Untermodul ist wieder ein
R-Modul.

Eine Teilmenge U c M st ein Untermodul genau dann,
wenn U + @ und

m1+m26U
r-melU
fiir alle m;;m e U und r € R.

Sei M ein R-Modul und U ¢ M ein Untermodul. Dann
ist die Quotientengruppe MU wieder ein R-Modul (der
Quotientenmodul) mit der Skalarmultiplikation

r-(m+U)=r-m+U
fiirre R und m e M.

Sei V' ein K-Vektorraum und A € End (V') ein Endomor-
phismus (2.B. V = K™ und A € K™ ). Dann wird V' durch

den Substitutionshomomorphismus

K[z] — End(V)
r A

zu einem K [x]-Modul mit der Skalarmultiplikation

Klz]xV —V
(f,v)— f-v:=f(A)(v)

FEine R-Algebra S war ein Ring (S, +,-) mit einem injekti-
ven Ringhomomorphismus ¢ : R — S und ¢ (r)-s =s-p(r)
fiir alle r € R und s € S. Mit der Skalarmultiplikation

s RxS — S
(r,s) = rxs=¢(r)s



4. MODULN UND DER ELEMENTARTEILERSATZ 172

wird S zu einem R-Modul.

Eine R-Algebra ist also nichts anderes als eine Menge S
mat Verkniipfungen

+:9%x 8-S (Addition)
2 Sx S =8 (Multiplikation)
*: Rx S-S (Skalarmultiplikation)

sodass
(a) (S,+,*) ein R-Modul ist,
(b) (S,+,-) ein Ring ist und
(c) fir alle r € R und s1,s9 €S gilt
rx(S1-82)=(r*s1)-S2=81-(r*s3)

Definition 4.3.3 Ein R-Modulhomomorphismus ist ein R-
linearer Gruppenhomomorphismus f : M - N zwischen R-Moduln,

das heifst
1) f(my+mg)=f(my)+ f(my) fiir alle my,mye M
2) f(r-m)=r-f(m) fir alle meM undreR.

Kern und Bild sind Untermoduln, und es gilt der Homomor-
phiesatz fiir Moduln

M /ker (f) =z Bild (f)
Definition 4.3.4 Sei M ein R-Modul.

1) M heifst endlich erzeugt, wenn es einen surjektiven R-
Modulhomomorphismus

p: R =M

gibt. Die Bilder m; = v (e;) € M der Standardbasisvekto-
ren e; nennt man Erzeuger. Die Abbildung ¢ ist surjek-
tiv genau dann, wenn sich jedes Element von M als R-
Linearkombination von mq,...,m, schreiben ldsst, d.h.

Yme M Faq,...,a, € R mit m=aymq + ... + a,m,
Wir schreiben dann wie fiir Gruppen

M = <m17 "'7m7‘)
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2) M heifit frei vom Rang r, wenn es einen Isomorphismus
p:R"— M gibt, d.h.

M=R"

Obige Darstellung m = aymy + ...+ a,m, ist dann eindeutig,
und wir bezeichnen myq,...,m, als eine Basts von M.

3) Ein R-Modul M heifit endlich prdsentiert, wenn M
endlich erzeugt ist und ker ¢ ebenfalls endlich erzeugt ist.

Beispiel 4.3.5 Die rationalen Zahlen Q sind als Z-Modul nicht
endlich erzeugt: Angenommen Q wird vonry, ...,r, erzeugt. Dann
gibt es ein d € 7 teilerfremd zu den Nennern der r; und é lvegt
nicht in dem vonry, ..., r, erzeugten Z-Modul (d.h abelschen Grup-

pe) (11, .y Tn).

Fin K-Vektorraum der Dimension r ist als K-Modul frei vom
Rang r (denn er hat eine Basis).

Der Ring R = K [x1, 23, ...] der Polynome in abzihlbar vielen
Variablen ist als R-Modul endlich erzeugt (von 1), der Untermo-
dul

M={feR| £ (0)=0)
jedoch nicht, da jede endliche Menge von Polynomen nur endlich
viele Variablen involviert.

Wir fiihren folgende Kurzschreibweise ein:
Definition 4.3.6 FEine Sequenz von R-Modulhomomorphismen
= M; 5 i+l = Mo — ...
heifit exakt, wenn

Bild (¢;) = ker (¢i11) Vi

Bemerkung 4.3.7 Ein Homomorphismus ¢ : N - M st also
surjektiv, wenn die Sequenz

N5 M0
exakt ist, bzw. injektiv, wenn
0->NSM

exakt ist.
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Definition 4.3.8 Ein endlich erzeugter Modul M ist also eine
exakte Sequenz
R"5 M -0

Mt der Inklusion des Kerns erhalten wir auch eine exakte Se-
quenz
0—-ker(p) > R"S M -0

Somit ist ein endlich prasentierter Modul M eine exakte Sequenz

R"5 R3S M >0
mit A € Rv™™. Diese Matriz A heifst Prdsentationsmatrix
von M und beschreibt M wvollstindig, denn mit dem Homomor-
phiesatz gilt
M = R"/ker (7) = R"/ Bild (A)
Das heifit, das Bild von A sind alle Relationen, die zwischen den
Erzeugern w (e;) von M gelten (mit e; die Standardbasis von R™ ).

Oder anders ausgedriickt: Wir erhalten M aus dem freien Modul
R™, indem wir die Rechenregeln

rie;+...+rpe, =0

fordern fiir alle
T1
€ Bild (A4)

T'n

d.h. aus dem Spaltenraum von A.

Jeden endlich erzeugten Modul iiber einem noetherschen Ring
konnen wir so darstellen: Analog zum Resultat fiir Ideale kann
man folgende Aquivalenz zeigen (Ubung 4.6):

Definition und Satz 4.3.9 Sei R ein kommutativer Ring mit
1. Fin R-Modul M heif$st noethersch, wenn er folgende dquivalente
Bedingungen erfiillt:

1) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln wird stationdr.

2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.
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3) Jede Teilmenge von Untermoduln enthdilt ein maximales
Element.

_ Mit der Kettenbedingung zeigt man die folgenden Aussagen
(Ubung 4.7 und 4.8):

Lemma 4.3.10 Ses
0O-U—->F->M-=>0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann ist F' noethersch genau
dann, wenn U und M noethersch sind.

Lemma 4.3.11 Ist R ein noetherscher Ring, dann ist R" ein
noetherscher Modul.

Da jeder endlich erzeugte Modul M von der Form M = R*/U
mit einem Untermodul U c R" ist, folgt:

Satz 4.3.12 Endlich erzeugte Moduln tiber noetherschen Ringen
sind schon endlich prisentiert.

Oder allgemeiner: Endlich erzeugte Moduln iiber noether-
schen Ringen sind noethersch.

Insbesondere kénnen wir mit Satz 4.3.12 endlich erzeugte Z-
Moduln (d.h. endlich erzeugte abelsche Gruppen) und endlich er-
zeugte K [x]-Moduln mittels einer Priasentationsmatrix beschrei-
ben.

Beispiel 4.3.13 Wir betrachten die abelsche Gruppe G mit der
Prisentation als Z-Modul

0573574 >G>0

gegeben durch die Matrix

1 1 1
-3 1 1
A= 1 -3 1
1 1 -3
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(also G = Z*| Bild (A) ). Bestimme zundchst die Smith-Normalform
D=S-A-T von A mit

0 0

1 1000
1 -1 0
0 4 0 3100
D‘004 8‘2110 T‘g(l)_ll
00 0 1111

Wir haben also ein Diagramm

0 > 78 5 7+ 3 G > 0
T VS >

0 - 7 B 7 -5 @ - 0

Die Spalten v; = S7 (e;), i=1,...,4 von

1 0 0 0
-3 1 0 0

-1 _
5= 1 -1 1 0
1 0 -1 1

(genauer deren Bilder unter w) sind Erzeuger von G mit den
Relationen

1-99=0 4-v3=0 4-v3=0
Der Erzeuger vy ist also irrelevant und
GG 2Z[AxZL]AxZ
wobei die Faktoren den Erzeugern vy, vs,vy entsprechen.

Wir formulieren im néchsten Abschnitt das allgemeine Re-
sultat.

4.4 Endlich erzeugte Moduln iiber Haupti-
dealringen

Mit Hilfe des Elementarteilersatzes konnen wir endlich erzeugte
Moduln iiber Hauptidealringen beschreiben:
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Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Nach Satz 4.3.12 ist M endlich préasentiert
A T
R" > R"'"-> M -0
und A € R™™. Der Elementarteilersatz 4.2.2 gibt S € GL(n, R)
und 7" € GL (m, R) mit

R 5 R 3 M > 0
A ) =

D
—

Rm

und

0 0

Somit sind mit der Standardbasis e; von R™
v, =T (5"1 (ei))
Erzeuger von M mit den Relationen
divr=0 ... dv,=0

Ist d; eine Einheit, dann folgt aus d;v; = 0 schon v; = 0, also
konnen wir den Erzeuger v; (und damit die i-te Zeile von D)
streichen. Die letzten m —r Spalten kann man streichen, da sich
dadurch Bild (A) = ker (7) nicht dndert.

Um dies als Satz zu formulieren, verwenden wir noch folgende
Notation:

Definition 4.4.1 Man sagt, ein R-Modul M ist die direkte
Summe
M=Uweo..®oU,

von Untermoduln Uy,...,U, ¢ M, wenn M von den Elementen
der U; erzeugt wird und fiir alle u; € U; gilt

U+..+u, =0 = wu=..=u,=0
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Definition 4.4.2 Ein Modul heifst zyklisch, wenn er von ei-
nem einzigen Element erzeugt wird.

Satz 4.4.3 Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeug-
ter R-Modul. Dann gult:

1) FEs gibt Erzeuger vy, ...,v, von M und dy,...,d. € R, 7 <n
mit d; ¢ R* und d; | diyy firi=1,...,7 =1, sodass M durch
die Relationen

divr=0 ... dw.=0
beschrieben wird.
2) M ist eine direkte Summe
M=Ue..0U,

von zyklischen Untermoduln, und

U R/ (d;) firi<r
‘=1 R firi>r

3) das heifst
M=z R/(dy) x ... x R[(d,) x R*™"

Der Rang n —r von M ist durch M eindeutig bestimmd,
ebenso die Elementarteiler d; von M (bis auf Einheiten).

Corollar 4.4.4 Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Sei

T={meM|IreRmitr-m=0}cM

der Torsionsuntermodul von M.
Dann gibt es einen freien Untermodul F' c M mit

M=TeF

Der freie Anteil F' ist im Gegensatz zu T als Untermodul
nicht kanonisch (vielmehr ist der Quotient M /T = F' kanonisch).
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Bemerkung 4.4.5 Fin Modul M heifit torsionsfres, wennT =
{0}, bzw. ein Torsionsmodul, wenn M =T.

Corollar 4.4.4 gibt: Fin endlich erzeugter Modul tiber einem
Hauptidealring ist frei genau dann, wenn er torsionsfrei ist.

Damit folgt:

Bemerkung 4.4.6 Sei R ein Hauptidealring. Dann ist jeder
Untermodul eines freien R-Moduls wieder frei.

Beispiel 4.4.7 In Ubung 3.19 haben wir gezeigt, dass das Ideal
M =(z,y) c R=K [z,y] kein Hauptideal ist. Als R-Untermodul
von R ist M torsionsfrei, jedoch nicht frei (siche Ubung 4.9).

Beispiel 4.4.8 In Beispiel 4.5.13 hatten wir gesehen, dass die
abelsche Gruppe G mit Prasentation

07237 >G -0

1 1 1
-3 1 1
A= 1 -3 1
1 1 -3
erzeugt wird von
0 0 0
1 0 0 )
w=l vs=| vi=] e Z7Z* Bild(A)
0 -1 1

mit den Relationen

Also

mit dem (eindeutigen) Torsionsuntermodul

T= (’UQ,U3> = Z/4 X Z/4
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und dem (nicht eindeutigen) freien Anteil
F = <U4> ~7

Beispielsweise konnten wir fir vy statt ey auch es oder e; neh-
men.

In Abschnitt 4.6 und z.B. in Ubung 4.12 werden wir noch
weitere Beispiele iiber dem Polynomring K [z] sehen.

Die Zerlegung in Satz 4.4.3 kann noch verfeinert werden: Ist
de Rund d =p,...,p;* eine Primfaktorisierung (mit allen e; >
0), dann folgt mit dem Chinesischen Restsatz

R/(d) 2 R/ (p{") x ... x R (pi*)
denn die Ideale (p{") sind paarweise coprim. Somit gilt:

Satz 4.4.9 Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich er-
zeugter R-Modul. Dann gibt es ein t € Ny und Primelemente
D1, Ps € R und eq,...,es € N mit

G=R/(p]') x ... x R/ (p) x K

und diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der
Faktoren.

4.5 Der Hauptsatz iiber endlich er-
zeugte abelsche Gruppen

Als Spezialfall konnen wir endlich erzeugte Z-Moduln, d.h. end-
lich erzeugte abelsche Gruppen, betrachten. Wir fassen die Er-
gebnisse aus dem letzten Abschnitt nochmals fiir diesen zentralen
Fall zusammen:

Satz 4.5.1 Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann
qgilt:

1) G ist die direkte Summe von zyklischen Untergruppen.
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2) Es gibt 0 < r < n und dy,...,d, > 2 mit d; | diyy fiir i =
1,...,7r =1, sodass
Gz2Z[(d) x ... x Z](d,) x Z""

3) Ebenso gibt es Primzahlen p1,...,ps (nicht notwendig paar-
weise verschieden) und ey, ...,es € N mit

G2Z]/(p]') x ... x Z] (p%) x 2"

Dabei sind r,n und d; eindeutig bestimmt, ebenso die pi* (bis
auf Reihenfolge).

Im folgenden Beispiel verwenden wir zur Abkiirzung des Ele-
mentarteileralgorithmus eine Bemerkung, die sich sofort aus dem
Determinantenteilersatz 4.2.7 ergibt: Ist A € Z?*? dann sind die
Elementarteiler von A

dy =ggT (A) dy = ;g((i))

Insbesondere fiir eine Diagonalmatrix ist dy das kleinste gemein-
same Vielfache der Eintrage.

Beispiel 4.5.2 Sei G gegeben durch die Prdasentationsmatrix

0
8 € Z5X5

S O O N
S O W o
O = O O
—_

8

Mit dem Elementarteiler-Algorithmus erhalten wir die Smith Nor-
malform D von A als

100 0 10 0 0 100 0
060 0 02 0 0 020 0

Al oo a0 |7loo2 of"loos o |72
00 0 18 00 0 18 000 36

Die Elementarteilerdarstellung in Satz 4.5.1 ist also

G =7)2x 76 x Z,/36
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und die Primpotenzdarstellung mit 6 =2 -3 und 36 = 22 - 32
G2Z[2xZ[|2x 7|3 x 7|2 x 7|3
Aus dieser erhalten wir wieder die Elementarteilerdarstellung als

G

IR

Z]2 x Z[2 x Z]2?
x Z|3 x Z]3?
Z]2 x 7Z]6 x 7]/36

112

denn wegen der Teilbarkeitsbedingung gilt: Schreiben wir alle Ele-
mentarteiler

€41 €4t

di =py" - Dy

mit Primzahlen py,...,ps und e; ; >0, dann muss €; ; < €;.1,; sein.
Desweiteren dirfen wir jeden Primpotenzfaktor nur einmal ver-
wenden. Siehe dazu auch Ubungsaufgabe /4.10.

4.6 Die Jordansche Normalform

Neben der Z-Modul-Struktur von abelschen Gruppen ist auch die
durch einen Endomorphismus A = (a; ;) € K™ (K ein Korper)
spezifizierte K [z]-Modul-Struktur von K™ von besonderem In-
teresse.

Bemerkung 4.6.1 In Beispiel /.3.2(4) haben wir gesehen, dass
K™ vermdge Substitution von x durch A ein K [x]-Modul ist mit
der Skalarmultiplikation

K[z]x K" — K"
(f?U)Hf(A)U

Aus der K [x]-Modul-Struktur erhalten wir A zurick als die K -
lineare Abbildung

K* - K©»

v T
FEine K [z]-Modul-Struktur auf K™ ist somit das gleiche wie ein
Vektorraumendomorphismus A € K™,

Bemerkung 4.6.2 Fin Untervektorraum U ¢ K™ ist ein K [z]-
Untermodul genau dann, wenn A(U) c U.
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Beweis. Sei u € U. Dann ist f-u € U Vf € K[x] genau dann,
wenn x -u € U, genau dann, wenn A-ueU. m

Bemerkung 4.6.3 Die Standardbasisvektoren ey, ..., e, von K"
sind offenbar auch Erzeuger von K™ als K [x]-Modul, d.h. es gibt
eine exakte Sequenz

K[z]" -5 K" —0
Zunschen den e; haben wir die offensichtlichen Relationen

ay,; n
r-ej=A-e= : =Y a;;-eeK"
.y i=1
Da sich vermdge dieser Relationen jedes Element Y., fi-e; €
K [z]" mit f; € K[z] zu einem Vektor von Konstanten (d.h.
einem Element von K™) reduzieren lisst, erzeugen diese Rela-
tionen schon ker (m) als K [z]-Modul.

Somit hat K™ als K [x]-Modul die Prisentation
n tE-A
—

K [z] K[z]"— K"—0

mat der Prdsentationsmatrix

T —ag —Q21 —ai1
—Q12 T a3 :
ok - A= o '
_al,l cee e ‘T f— an7n

Diese Matriz bezeichnet man in der linearen Algebra auch als
charakteristische Matrixz von A.

Bemerkung 4.6.4 Der Kern des Substitutionshomomorphismus
(siehe auch Beispiel 3.2.10)

e K [$] -  Kmxn
T > A

ist ein Hauptideal im Hauptidealring K [x]. Das Minimalpo-
lynom p, von A wird in der linearen Algebra definiert als der
normierte Erzeuger des Kerns, also

ker (¢a) = (pa)
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Somit ist jedes v € K™ die Skalarmultiplikation pa-v = 0, das
heifft K™ ist ein (endlich erzeugter) Torsionsmodul.

Gemdf dem Satz von Cayley-Hamilton ist das charakteri-
stische Polynom

xa=det(zE - A)eker(pa)
also pa | xa. Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 4./.

Lemma 4.6.5 Angenommen das charakteristische Polynom x a
zerfallt in Linearfaktoren. Dann ist K™ als K [x]-Modul eine di-
rekte Summe

Kr=Ueo..eoU,

von zyklischen Untermoduln
Uiz K [2]/ ((z - \)7)

und
[T (2= X)“ = xa

Beweis. Wir bestimmen fiir zF — A die Smith-Normalform

dy
D =
dy

mit d; # 0 (beachte K™ ist ein Torsionsmodul), und zerlegen wei-
ter mit dem Chinesischen Restsatz (d.h. wir wenden Satz 4.4.9
an). Damit erhalten wir eine Zerlegung

K'=Uyo&..0U
in eine direkte Summe von Untermoduln U; und Isomorphismen
a;: Ui — K [2]/ (5"
mit irreduziblen Polynomen p; € K [z]. Es gilt dann
[_pf=dy-...-d, =det (D) =det (zrE - A) = xa

Da x4 in Linearfaktoren zerfallt, miissen die p; schon von der
Form p; = x — \; mit \; € K gewesen sein. m
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Wir beschreiben nun eine K-Vektorraumbasis von U;, beziiglich
der A |y, zu einem Jordanblock wird: Als K-Vektorraum hat

K [z]/((z-X\)™)

die Basis
L=, (=), ..., (z-2)""

Die Urbilder '

viy =it ((2 = X))
unter dem Isomorphismus «; : U; — K [z]/(p{") bilden also
eine Basis B; = (Uz‘,j)j:1 von Us.

Es gilt dann

..... 61'*1

(A= XNE)vi; = (x=A)oi ((w = X)) = a7 ((2 = X)) = i
fir j=0,...,e; —2 und
(A - )\iE) *Uje;-1 = (ﬂU - /\i) *Vje-1 = 0

Das heifit, beziiglich B; hat A als darstellende Matrix einen e; xe;-
Jordanblock zum Eigenwert )\,

A1 0
Mg (Alp) =T () = CL ek
0 i

Wir haben damit gezeigt:

Satz 4.6.6 (Jordansche Normalform) Sei A e K™ und x4 (t)
zerfalle iber K in Linearfaktoren (z.B. fir K = C). Dann exi-
stiert ein S € GL (n, K), sodass

J()\l,el) 0
SAS™ == [T Qa0) |

0

Blockdiagonalgestalt hat mit Jordankdstchen J (A;,r;) zu den (nicht
notwendigerweise verschiedenen) Eigenwerten A1, ..., \s auf der
Diagonalen. Bis auf Reihenfolge der Blocke ist J eindeutig durch
A bestimmt.
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Wir bemerken noch: Die Primpotenzfaktoren des letzten Ele-
mentarteilers entsprechen den maximalen Jordanblocken, also ist
d, = pa das Minimalpolynom.

Beispiel 4.6.7 Wir erproben den Algorithmus an der Matrix

01000
00100
A=10 0 0 0 O
000O0O0
0 00O0T1

(der Einfachheit halber schon in Jordanscher Normalform). Zundichst
bestimmen wir die Smith-Normalform von xE — A:

z -1 0 0 0 -1 0 0 0 0
0z -1 0 0 0 22 -1 0 0
00 0 0 |[=|0 0 2 0 o
00 0 z 0 0 0 0 z O
00 0 0 z-1 0 0 0 0 z-1
-1 0 00 © 1000 0
0 -1 0 0 0 0100 0

- 0o 0 20 0o [~]0010 0 =D
0 0 0 = O 000 0
0 0 0 0 z-1 0000 23(x-1)

Aus den FElementarteilern sehen wir, dass die Jordansche Nor-
malform von A jeweils einen Jordanblock hat der Dimension

1x1 zum Eigenwert 0
3 x 3 zum Figenwert 0
1x1 zum Eigenwert 1

Die Primpotenzfaktoren des letzten Elementarteilers entsprechen
den mazimalen Jordanblicken, die des vorletzten den ndchstkleineren
Blocken und so weiter.

Beispiel 4.6.8 Hitte A dagegen zwei 1 x 1 Blocke und einen
3 x 3 Block, alle zum Eigenwert 0, dann wiirden wir als Smith-
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Normalform von xE — A erhalten

o
Il
o O o o
SO O O = O
oo K88 OO
o8 ©O OO
o O O O

8
w

Fiir ein weiteres Beispiel siche Ubungsaufgabe 4.12.

4.7 Ubungsaufgaben

Ubung 4.1 1) Bestimmen Sie fiir

die Smith-Normalform D und S, T € GL (3,Z) mit

S-A-T=D

4 6 2
ar=| 21|, a=| 3 |, as=| 2 |eZ
2 -2 -2

Bestimmen Sie eine Basis der von ay, ...,az erzeugten Un-
tergruppe U von Z3.

2) Seien

3) Beschreiben Sie Z3|U.

Ubung 4.2 Seien

1 1 -3 1
g=1 01|, =121 9g=| 31|, ga=]| 2 |eZ®
2 0 -3 2

Bestimmen Sie eine Basis der von gy, ..., g4 erzeugten Untergrup-
pe von 73.



4. MODULN UND DER ELEMENTARTEILERSATZ 188

Ubung 4.3 Sei G eine endliche abelsche Gruppe und
Zr 57 G >0

mit A = (a;;) € ZV" eine Prdasentation. Zeigen Sie, dass fir die
Gruppenordnung von G gilt

|G| = |det A

Ubung 4.4 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und M ein R-
Modul mit Prdsentation

R*"5R"> M0
Der Annihilator von M st
Anmn(M)={reR|r-m=0 VYmeM}
Zeigen Sie:
1) Ann (M) ist ein Ideal.
2) det (A) € Ann (M).

Ubung 4.5 Implementieren Sie in Maple oder GAP den Algo-
rithmus zur Bestimmung der Smith-Normalform D einer ganz-
zahligen Matriz A € Zm:

1) Schreiben Sie eine Funktion die die Elementarteiler dy, ..., d,
von A berechnet.

2) Implementieren Sie auch die Bestimmung von T € GL (m,Z)
und S € GL(n,Z) mit

d

S-A-T=D-= d,

0 0

3) Erproben Sie Ihre Implementation an dem Beispiel aus
Aufgabe /.1 und vergleichen Sie mit den integrierten Funk-
tionen von Maple bzw. GAP.
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Ubung 4.6 Ein R-Modul M heifit noethersch, wenn er folgende
dquivalente Bedingungen erfillt:

1) Jede aufsteigende Kette von Untermoduln wird stationdr.
2) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

3) Jede Teilmenge von Untermoduln enthdlt ein maximales
Element.

Zeigen Sie die Aquivalenz.

Ubung 4.7 Sei

7

0->M SMEM 50

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Zeigen Sie M ist noethersch
genau dann, wenn M' und M" noethersch sind.

Ubung 4.8 Sei R ein noetherscher Ring. Zeigen Sie:
1) Fiir neN ist R™ ein noetherscher Modul.
2) Jeder endlich erzeugte R-Modul ist schon endlich prdsentiert.

Ubung 4.9 Sei K ein Korper und R = K [x,y]. Zeigen Sie,
dass M = (x,y) ¢ R als R-Modul torsionsfrei, aber nicht frei ist.

Ubung 4.10 Bestimmen Sie die Elementarteiler d; von
G=Z2xL2x 1|2 x |2 x L] 3* x ZL]3* x 7.|3°> x ZL]5 x 7|5 x 7|7

das heifst die Darstellung G 2 Z]/dy x ... x Z]d, mit d; > 2 und
di | di+1 furz: 1,...,7”— 1.

Ubung 4.11 Sei R = C[z]. Bestimmen Sie die Smith-Normalform
D wvon
r—-1 1 =2
A= 1 =z -3 € R3S
0 1 z-3
und S, TeGL(3,R) mit D=S-A-T.
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Ubung 4.12 Sei
1 -1 2
B=| -1 0 3 |eEnd(C?)
0 -1 3

1) Zeigen Sie: Vermdige der Operation von x durch B aufV =
C3 hat V' als C[x]-Modul die Prisentationsmatriz

z—-1 1 =2
A=xF-B-= 1 r -3
0 1 -3

2) Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von B mit Hil-
fe des Elementarteileralgorithmus.
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Die prime
Restklassengruppe

5.1 Ubersicht
Die Restklassen modulo n € Z
a=a+nZ={a+nk|keZ}
bilden einen Ring
Z/n={0,1,...,n—-1}

mit reprasentantenweiser Addition und Multiplikation

G+b=a+b a-b=a-b

wie wir in Abschnitt 3.3 gesehen haben. Die Menge der Restklas-
sen ungleich 0 ist aber im Allgemeinen keine Gruppe beziiglich
der Multiplikation: Beipielsweise gilt in Z/8, dass

2:4=0

und damit auch

6-4=0
Dagegen sind 1, 3,5, 7 Einheiten (das heifit beziiglich - invertier-
bar), denn

1-1=1  3-3=1 5.5=1 7-7=1

191
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(siche auch Ubungsaufgabe 3.2). Tatséchlich ist jedes Element
von Z/n entweder ein Nullteiler oder eine Einheit, wie wir in
Ubungsaufgabe 3.5 gezeigt haben.

Die Menge der Einheiten bildet offenbar eine Gruppe (siehe
auch Abschnitt 3.4), die Einheitengruppe (Z/n)”, deren Struktur
wir in diesem Kapitel untersuchen wollen.

Dabei werden wir verschiedene praktische Anwendungen se-
hen, zum Beispiel in der Kryptographie, bei Tests ob eine Zahl
(wahrscheinlich) eine Primzahl ist und bei der Primfaktorisie-
rung.

5.2 Die Einheitengruppe von Z/n

Ein Element @ € Z/n ist invertierbar genau dann, wenn es ein
b e Z gibt mit a-b =1, das heifit, wenn es b, k € Z gibt mit

a-b+k-n=1

Solche b und k erhalten wir mit dem erweiterten Euklidischen
Algorithmus, falls
ggT (a,n) =1

Haben wir umgekehrt eine solche Darstellung der 1, dann miissen
natiirlich a und n teilerfremd sein (denn jeder gemeinsame Teiler
teilt auch 1). Somit konnen wir die Elemente der Einheitengrup-
pe beschreiben:

Satz 5.2.1 FiirneN ist
(Zn)" ={aeZ/nZ|ggT (a,n) =1}

Die Elemente heifien prime Restklassen. Die Gruppe (Z/n)"
bezeichnen wir auch als die prime Restklassengruppe.

Als direkte Folgerung sehen wir nochmals:

Corollar 5.2.2 Der Ring Z/n ist ein Korper genau dann, wenn
n eine Primzahl ist.
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Beispiel 5.2.3 Die Restklasse 8 € Z/15 hat ein Inverses, d.h.
8¢ (Z/15), denn
ggT(8,3-5) =1

Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir eine
Darstellung des gréfiten gemeinsamen Teilers

1=(2)-8+(-1)-15

also ist
8 =2

Tatséichlich kénnen wir uns bei der Beschreibung von (Z/n)*
darauf beschrinken, dass n eine Primpotenz ist, denn der Iso-
morphismus im Chinesischen Restsatz 3.10.3 liefert:

Corollar 5.2.4 Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und I, ..., I
R coprime Ideale und sei I := Iy n...n I,. Dann ist

(RIT) = (RJ1) % ... x (R] )"

Beweis. Mit dem Chinesischen Restsatz ist a+1 € (R/I)” genau
dann, wenn

(a+1,...,a+1)e(R/I x..xR|I})"

also genau dann, wenn a + I; € (R/I;)”* Vj, da die Multiplikation
komponentenweise definiert ist. m

Damit konnen wir die Einheitengruppe als kartesisches Pro-
dukt beschreiben:

Corollar 5.2.5 Ist
n=pi'-..-prel
eine Primfaktorzerlequng, dann ist

(Zn)* = (Zfps) % .. x (Z)p§*)
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5.3 Die Eulersche Phi-Funktion und
der kleine Satz von Fermat

Definition 5.3.1 Die Fulersche p-Funktion ¢ : N — 7 ist
definiert durch

en)=reZ|1<r<n, ggT(r,n)=1}= |(Z/n)X

gibt also fiir n die Ordnung @ (n) der Einheitengruppe (Z/n)"
an.

Satz 5.3.2 (Satz von Fermat-Euler) Fir allea,neZ, n>1
mit ggT (a,n) =1 gilt

a?™ = 1modn

Beweis. Nach Corollar 2.2.38 teilt die Ordnung jedes Elements
g € G die Gruppenordnung, also ist

6 = ¢
Angewendet auf @ € (Z/n)” erhalten wir

arm =1

[
Fiir Primzahlen p ist

e(p)=p-1

also
a’ ' = 1modp

falls p 4+ a, und somit:

Corollar 5.3.3 (Kleiner Satz von Fermat) Istp eine Prim-
zahl und a € Z, dann gilt

aP = amod p

Mit dem Corollar 5.2.4 zum Chinesischen Restsatz sehen wir,
dass ¢ multiplikativ ist:
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Lemma 5.3.4 Sind mq, mo € N teilerfremd, dann ist
@ (mimz) = ¢ (1) ¢ (m2)
Beweis. Es gilt
‘(Z/mlmﬂx

= ‘(Z/ml)X

|(Zfms)”

]

Damit konnen wir die Berechnung von ¢ auf den Fall von
Primpotenzen reduzieren, fiir die sich das Ergebnis explizit an-
geben lasst:

Satz 5.3.5 Ist
n=pi' ... pF
eine Primfaktorzerlequng, dann gilt
p(n) = Hf:l%p (pi') = Hf:lpfi_l (pi—-1)

Beweis. Fiir p prim ist

() ={aecZ|l<a<p’, ggT (a,p°) =1}

e P
=p° - —
p
Die Behauptung folgt dann mit Lemma 5.3.4 oder Corollar 5.2.5.

5.4 Die Struktur von zyklischen Grup-
pen

Fiir zyklische Gruppen, das heifit Gruppen, die von einem einzi-
gen Element erzeugt werden, kann man die Untergruppen expli-
zit beschreiben. Daraus folgt eine interessante Aussage iiber die
Eulersche Funktion.

In Beispiel 2.3.17 haben wir gesehen, dass jede zyklische Grup-
pe isomorph zu der additiven Gruppe Z/n mit n > 0 ist (d.h. falls
unendlich, isomorph zu Z, d.h. n = 0). Man beachte, dass die
Gruppe der Einheiten (Z/n)” beziiglich der Multiplikation nicht
zyklisch sein muss. Allerdings wird uns spéter hauptséchlich die-
ser Fall interessieren.
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Beispiel 5.4.1 Die Gruppe der n-ten Finheitswurzeln
pn={CeC|¢"=1}cC

(mit der Multiplikation als Verkniipfung) ist nach Beispiel 2.2.12(7)
vermaoge

12
=
3

(Z/@,+)

7 = en’
isomorph zu Z[n, also zyklisch.

Satz 5.4.2 Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Dann ist auch
jede Untergruppe von G zyklisch.

Beweis. Sei U c G eine Untergruppe und
d::min{jeN|gjeU}

Dann ist U o (g?). Fiir die andere Inklusion sei g™ € U ein be-
liebiges Element von U. Division mit Rest in Z liefert eine Dar-
stellung der Exponenten

m=q-d+r
mit 0 <r < d. Somit gilt
g =(9")" g
Da mit g%, g™ € U auch ¢g" € U, folgt r = 0, also
g" = (9")" < {9’)
]

Satz 5.4.3 Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n =
|G| < 00. Dann gilt:

1) Fiir jeN ist
n

ord (¢7) = geT (n,7)

2) Ist d € N ein Teiler von n, dann gibt es genau ¢ (d) Ele-
mente der Ordnung d in G, ndamlich

{g’"%|1£7’sd, ggT('r,d):l}
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3) Insbesondere hat G genau ¢ (n) zyklische Erzeuger.

Beweis. Teil (1) zeigen wir in Ubung 5.1. Zur Aussage (2): Es
gilt mit (1)
~ n

ggT (n,5)
Ist also ord (¢7) = d, d.h. § = ggT (n,j), und schreiben wir j =
geT (n,j) - r mit r € Z, dann gilt

ord (gj)

=7-

<.
Ul 3

und somit % = ggT (d- o %), also
geT (r,d) =1
]
Beispiel 5.4.4 Wir betrachten die zyklische Gruppe
G=((1,2,3,4,5,6)) c Sg
der Ordnung 6 und geben die Ordnung der Elemente an

j__[0]1]2]3]4]5]
ord(¢?) [ 1]6|3][2]3][6]

Dementsprechend ist
e()=1  »(@2)=1 ¢B)=2 »(6)=p(2)p(3)=2

Ebenso hétten wir natiirlich auch (ue,-) = (Z/6,+) = G be-
trachten kénnen.

Definition 5.4.5 FErzeuger von pu, bezeichnet man auch als pri-
mitive n-te Finheitswurzeln. Abbildung 5.1 gibt fiir die Ele-
mente von g jeweils thre Ordnung an, ebenso Abbildung 5.2 fiir
die Elemente von usg.

Mit Satz 5.4.3 sehen wir, dass es in einer endlichen zyklischen
Gruppe zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Unter-
gruppe dieser Ordnung gibt (und diese ist wieder zyklisch nach
Satz 5.4.2):
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Abbildung 5.1: Sechste Einheitswurzeln und deren Ordnungen

Satz 5.4.6 Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n =
|G| < c0. Zu jedem Teiler d von n hat G eine eindeutige Unter-

gruppe der Ordnung d, und diese ist
(g%) C G

Beweis. Die Ordnung von U := <g§> ist die Ordnung des Ele-

ments g4, also gleich d. Weiter enthilt U alle Elemente ¢" der
Ordnung d, es kann also keine weitere Untergruppe der Ordnung
d geben (beachte, dass jede Untergruppe zyklisch ist mit Satz

5.4.2). m

Bemerkung 5.4.7 Ist G zyklisch und U c G eine Untergruppe,
dann ist auch G|U zyklisch. Beispielsweise ist

722 - 0

7/6Z

—— ~7/27

2767 /

mit dem zweiten Isomorphiesatz 2.5.20, explizit

0 — 2Z/6Z — Z/GZ N
0 > 0 -
1 >
2 - 2 >
3 >
4 > 4 e
5 >

= Ol = Ol = O
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Abbildung 5.2: Achte Einheitswurzeln und deren Ordnungen

wobei die Untergruppe 27Z[67 = 7|37 zyklisch erzeugt wird von
2.

Beispiel 5.4.8 Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung
36. Abbildung 5.5 zeigt die Ordnung d aller Untergruppen und
deren Inklusionsrelationen. Dabei ist die Untergruppe der Ord-
nung d erzeugt von g%.

Aus Satz 5.4.3 erhalten wir auch das folgende grundlegende
Resultat zur Euler-Funktion:

Corollar 5.4.9 FirmneN gilt

> p(d)=n

din
Beweis. Sei G die zyklische Gruppe der Ordnung n. Da die
Ordnung d jedes Elements ein Teiler von n ist und es genau
¢ (d) Elemente der Ordnung d gibt, folgt die Behauptung. m

Es gibt eine Vielzahl von Anwendungen, die im Wesentlichen

auf der Struktur der Einheitengruppe (Z/n)* beruhen. Im Fol-
genden wollen wir einige behandeln.

5.5 Der Fermatsche Primzahltest

Angenommen wir wollen testen, ob n eine Primzahl ist.
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36

Abbildung 5.3: Untergruppenverband der zyklischen Gruppe der
Ordnung 36

1) Zunéchst wihlen wir ein a € Z und bestimmen ggT (a,n)
mit dem Euklidischen Algorithmus. Falls ggT (a,n) # 1,
war n nicht prim.

2) Ist ggT (a,n) =1, dann testen wir, ob
a" ' =1modn

Gilt dies nicht, dann kann nach dem kleinen Satz von Fer-
mat n auch nicht prim gewesen sein. Anderenfalls konnen
wir keine Aussage machen und gehen zuriick zu (1).

Falls n prim war, bricht der Algorithmus nicht ab, man kann
also nur durch mehrfaches Durchlaufen die Wahrscheinlichkeit
erhohen, dass n prim war.

Es gibt auch Zahlen, bei denen der Test in (2) fiir kein a mit
geT (a,n) =1 erkennt, dass sie nicht prim sind, die sogenannten
Carmichael-Zahlen. Diese erkennt Schritt (1) fiir geeignetes a.

Definition 5.5.1 FEine Zahln heiffit Fermatsche Pseudoprim-
zahl zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber dennoch a™ ' =
1 modn gilt.

Beispiel 5.5.2 Die Rechnung
2% = 2mod 6
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zeigt, dass 6 nicht prim ist.
Dagegen gilt
2310 = 1 mod 341

aber ungliicklicherweise ist
341=11-31

nicht prim, also 341 eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis
a = 2. Testen wir nochmals zur Basis a = 3 erhalten wir

3340 = 56 mod 341

und haben damit gezeigt, dass 341 keine Primzahl ist.
Man beachte:
Dies konnten wir erkennen, ohne einen Teiler zu finden.

Siehe dazu auch Ubung 5.2 und 5.4.

5.6 Primfaktorisierung und das Ver-
fahren von Pollard

Zunichst behandeln wir folgendes offensichtliche Primfaktorisie-
rungsverfahren:

Algorithmus 5.6.1 (Probedivision) Sei n € Z zusammenge-
setzt. Fiir den kleinsten Primteiler p von n gilt

pem=|val

(zeigen Sie dies). Kennen wir alle Primzahlen p < m, dann testen
wir diese mit Division mit Rest. Damit kénnen wir eine gegebene
Zahl faktorisieren (und beliebig grofse Primzahlen finden).

Praktisch zahlt man die notwendigen Primzahlen mit dem
Sieb des Eratosthenes auf:

Algorithmus 5.6.2 (Sieb des Eratosthenes) Wir erhalten ei-
ne Liste aller Primzahlen kleiner gleich N € N wie folgt:

1) Erstelle eine boolsche Liste L zu allen Zahlen 2,...,N. Mar-
kiere alle Zahlen als prim (true). Setze p = 2.
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2) Markiere alle j-p mit j > p als nicht prim (false).

3) Finde das kleinste q > p das als prim (true) markiert ist.
Falls ¢> /N gebe L zuriick.
Setze p:=q, gehe zu Schritt (2).
Wir bemerken noch, dass in Schritt (2) alle j-p mit 2 <

J <p schon aus vorherigen Schritten markiert sind, da sie einen
Primteiler < p besitzen.

Beispiel 5.6.3 Wir bestimmen alle Primzahlen <15 und geben
in jedem Durchlauf die Liste aller j mit L; = true an

2 3 4 5 6 78 9 10 11 12 13 14 15
2 3 ) 7 9 11 13 15
2 3 5 7 11 13

Im ersten Schritt streichen wir alle Vielfachen von 2, im zweiten
Schritt alle Vielfachen von 3.

Es gibt wesentlich effizientere Methoden als Probedivision,
um einen Primteiler zu finden, als Beispiel behandeln wir ein
Verfahren von John Pollard, das unter folgender Voraussetzung
gut funktioniert:

Algorithmus 5.6.4 (Pollard Faktorisierung) Angenommen
ein Primfaktor p von n hat die Eigenschaft, dass p—1 nur kleine
Primpotenzfaktoren < B hat. Dann ldsst sich ein Vielfaches k
von p—1=p(p) bestimmen, ohne p zu kennen:

k= H q

q Primzahl
| mazimal mit ¢*<B

Sei nun 1< a <n beliebig gewdhlt. Teste zundchst ggT (a,n) =1
(wenn nicht haben wir einen echten Teiler gefunden). Anderen-
falls ist

ggT (ak - 1,n) >1

denn k ist nach Voraussetzung ein Vielfaches von ¢ (p), also
k=Fk"-v(p). Damit gibt der kleine Fermatsche Satz

ak = (aw(p))k, = 1lmodp
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also p | ggT (a* - 1,n).
Falls wir aufgrund der Wahl von a und B keinen echten Teiler
finden, dndern wir unsere Wahl.

Beispiel 5.6.5 Sein =21733 und B =10, also k=8-9-5-7. Sei

weiter a = 2. Dann st
geT (2" -1,n) =211

Sowohl 211 also auch 577 = 103 sind prim, was man z.B. mit

Probedivision sieht. Damit haben wir n vollstindig faktorisiert.
Man beachte, dass die gefundenen Teiler im Allgemeinen nicht
pPrim sein missen.

Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 5.6.

5.7 Der Primzahlsatz von Dirichlet

Dirichlets Primzahlsatz (den wir hier nicht beweisen kénnen)
besagt, dass es in jeder primen Restklasse

a={a+k-n|keZ}e(Z/n)"

unendlich viele Primzahlen gibt, und deren Anteil wird im Verhéltnis
zu allen Primzahlen durch die FEulersche Funktion beschrieben:

Satz 5.7.1 (Dirichlets Primzahlsatz) Sind a,n € Z mit
ggT (a,n) =1
dann gibt es unendlich viele Primzahlen mit
p=amodn
Quantitativ gult

{p <z |p Primzahl}|

lim =p(n)

woo |[{p < x| p=amodn, p Primzahl}|

Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 5.3.
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5.8 RSA

Beim RSA-Kryptosystem verwendet der Sender den o6ffentlichen
Schliissel des Empfiangers zum Chiffrieren einer Nachricht und
dieser seinen privaten Schliissel zu Dechiffrieren, d.h. es ist ein so-
genanntes Public-Key Kryptosystem. Das Verfahren wurde von
James Ellis, Clifford Cocks und Malcolm Williamson im briti-
schen Nachrichtendienst entwickelt (und geheim gehalten) und
ist nach Ronald Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman be-
nannt, die es spéter erneut entdeckt haben. Es basiert auf einer
Trapdoor (Geheimtiir) - Einwegfunktion

{Klartextnachrichten} — {verschliisselte Nachrichten}

die man leicht berechnen kann, das Urbild aber nur unter hohem
Rechenaufwand, sofern man nicht die Geheimtiir-Information
(d.h. den privaten Schliissel) besitzt.

Im Fall von RSA beruht dies darauf, dass die Primfaktorzer-
legung (und damit die Geheimtiir) heute nur schwer zu berech-
nen ist. Allerdings ist nicht klar, ob nicht in Zukunft schnellere
Verfahren zur Verfiigung stehen. Auch muss man bei der Verwen-
dung von RSA abschétzen, wie lange die Verschliisselung unter
dem typischen exponentiellen Anstieg der Rechenleistung von
Computern (Moores Gesetz) sicher ist.

Typischerweise wird aus Griinden der Geschwindigkeits RSA
nur zum Austausch eines Schliissels fiir ein konventionelles sym-
metrisches Kryptosystem (z.B. 3DES, AES, Twofish, Serpent)
verwendet.

5.8.1 Setup

Man wéahlt eine grofle Zahl N € N und codiert Nachrichtenein-
heiten in eine Zahl 0 < m < N (zum Beispiel N = 26¥ und re-
prasentiert Buchstaben durch Ziffern). In der Praxis verwendet
man ein N mit etwa 200 bis 600 Dezimalziffern.

Jeder Benutzer fiihrt nun die folgenden Schritte aus:

1) Wahle 2 Primzahlen p, ¢ mit p-g > N.

2) Berechne
n=p-q
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und den Wert der Eulerfunktion

p(n)=(rm-1)(¢-1)
Die Zahlen p und ¢ kénnen nun gel6scht werden.

3) Wibhle eine Zahl e € N mit
ggT (e, (n)) =1

4) Berechne das Inverse 0 < d < ¢ (n) von e modulo ¢ (n),

also mit
ed=1modp(n)

Nun kann ¢ (n) geloscht werden.

Der offentliche Schliissel ist das Tupel (n,e) und der pri-
vate Schliissel d.

5.8.2 Nachrichteniibertragung

Betrachten wir nun zwei Personen Alice und Bob mit Schliisseln

privat  offentlich
Alice dA (nA,eA)
Bob dB (TLB ,EB )

Will Bob an Alice eine Nachricht m senden, berechnet er
c:=mf*modny

und iibertragt ¢ an Alice.
Diese berechnet nun zum Entschliisseln

da

m = c*“modny

Dann gilt modulo n4, dass
,);"‘,L = CdA = (mEA)dA — mGAdA — m1+k80(nA) = m(mﬂa(nA))k = mnlod Iy

mit dem Satz von Fermat-Euler 5.3.2.
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Beispiel 5.8.1 Alice wdhlt
na = 7-11=77

also
w(na)=6-10=60

und
€p = 13

Der dffentliche Schliissel von Alice ist dann
(na,ea)=(77,13)
Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus erhalten wir
1= ggT (ea,(n)) = (-23) - 13+ (5) - 60
und somit das Inverse da von es modulo @ (na)
da =37

den privaten Schlissel von Alice.
Bob mdchte die Nachricht m = 31 verschliisselt an Alice sen-
den, berechnet also

mé modny =31 mod 77 = 3mod 77

und tbertrdgt
c=3

Zum Entschlisseln berechnet Alice dann

¢ modny =3% =31 mod 77

Siehe auch Ubungsaufgabe 5.5.

5.9 Ubungen

Ubung 5.1 1) Stellen Sie die Gruppentafel der Einheiten-
gruppe G = (Z/14)* des Rings 7Z]14 auf. Zeigen Sie, dass
G zyklisch ist und bestimmen Sie alle zyklischen Erzeuger.
Geben Sie auch fir jedes g € G seine Ordnung ord (g) an.
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2) Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n = |G| < oo.
Zeigen Sie: Die Ordnung von ¢7, j € N ist

n

ord (¢7) = geT (n,7)

Welche Ordnung hat die Einheitengruppe von Z] (n).

Ubung 5.2 Der Fermatsche Primzahltest: n heift Fermatsche
Pseudoprimzahl zur Basis a, wenn n nicht prim ist, aber dennoch
a™1! =1modn gilt.

Bestimmen Sie mit Computerhilfe jeweils alle Pseudoprim-
zahlen n < 1000 zur Basis a mit a = 2,3,5 und vergleichen Sie
deren Anzahl mit der Anzahl der Primzahlen.

Haben Sie eine Vermutung fiir eine Carmichael-Zahl?

Hinweis: Maple-Funktionen nextprime und mod.

Ubung 5.3 Uberpriifen Sie experimentell den Primzahlsatz von
Dirichlet, indem Sie den Grenzwert

{p <z |p Primzahl}|

zmoo {p< x| p=amodn, p Primzahl}|

fiir n = 1000 und alle 0 < a <n mit ggT (a,n) =1 approximativ
berechnen und mit @ (n) vergleichen. Bestimmen Sie auch den
Mittelwert (iber a) und die Standardabweichung.

Ubung 5.4 Sei m € Zso. Fiir ein a € Z gelte a™ ! = 1modm
m=1

und a » # lmodm fiir jeden Primteiler p von m — 1. Zeigen
Sie, dass dann m prim ist.

Ubung 5.5 Der dffentliche RSA-Schliissel von Alice ist

n4 = 16193582284064670754749147755570104509669721475765293619

ea=2"0+1

Bob hat eine verschliisselte Nachricht

c=13319877118067225831682957143105157757730827112934642828

an Alice geschickt. Was war der Inhalt der Nachricht?
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Hinweise: Alice hat ungeschickterweise einen Primfaktor p
von na = p-q gewdhlt, sodass ¢ (p) nur Primpotenzfaktoren <
200000 hat.

Um fiir a,b,n € N effizient a® modn zu berechnen, gibt es in
Maple das Kommando

a& b mod n

(das im Wesentlichen sukzessive modulo n mit a multipliziert).
Testen Sie, ob auch die Maple-Funktion ifactor zum Ziel
fiihrt.

Ubung 5.6 Implementieren Sie

1) das Sieb des Eratosthenes,

2) die Faktorisierung von ganzen Zahlen mittels Probedivision
und

3) das Faktorisierungsverfahren von Pollard.

Testen Sie Thre Implementierung jeweils an Beispielen, siehe
insbesondere auch Aufgabe 5.5.
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Korper

6.1 TUbersicht

In diesem Kapitel behandeln wir die Grundlagen der Korpertheorie.
Wir erinnern uns, dass ein Korper ein kommutativer Ring K mit
1 war, sodass fiir die Einheitengruppe gilt

K* = K\{0)

(das heifit jedes Element # 0 hat ein multiplikativ Inverses). Als
Beispiele von Koérpern kennen wir bisher neben den rationalen,
reellen und komplexen Zahlen

QcRcC
auch die endlichen Korper
F,=Z[p

fiir p eine Primzahl.

In erster Linie werden wir uns mit der Frage beschiftigen,
wie man einen Korper K vergroflern muss, um alle Nullstellen
eines Polynoms f € K [x] darstellen zu kénnen.

Beispielsweise benotigen wir im Satz 4.6.6 iiber die Jordan-
sche Normalform, dass das charakteristische Polynom in Linear-
faktoren zerfallt.

Beispiel 6.1.1 Das Polynom
f=2?+22-1eQ[x]

209
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hat die Nullstellen

r=-1+V2
Uber dem Ring

Q[\/ﬁ] = {a+b\/§|a,be(@}
zerfillt f in Linearfaktoren
f=(2-(-1+v2)) (e~ (-1-v2))

Tatsdchlich ist Q[ﬂ] schon ein Korper, denn fir a+bv/2 +0
15t das Inverse

1 a- /2 a b
= = - 2 2
a+b/2 a?-202 a?-20> a?-2b? Vae Q[\/_]

Euklids Beweis der Irrationalitit von /2 zeigt, dass der Nen-
ner a®>—2b # 0 ist: Gibt es a,b € Q mit a® = 2b2, dann auch teiler-
fremde a,b € Z. Somit wdre a durch 2 teilbar und damit wiederum
auch b, ein Widerspruch. Geometrisch ist die Verschwindungs-
menge {a® - 2b> =0} c Q? die Vereinigung von zwei Geraden mit
irrationaler Steigung /2.

Wie rechnet man praktisch in Kérpern der Form Q[ﬂ]?
Bemerkung 6.1.2 Der Substitutionshomomorphismus
Q[z] > Q[V2], 2= V2

hat als Kern das Ideal (2% -2) c Q[z] (warum?), also gibt der
Homomorphiesatz

Q[z]/(2*-2) 2 Q[V2], 7~ V2

Das heif$t: Man rechnet in Q[\/?] wie mit Polynomen in einer
Unbestimmten x mit der zusdtzlichen Rechenregel

x2=2

Somit hat jedes Element von Q [z] [ (22 - 2) einen Reprdsentanten
vom Grad <2, d.h. ist von der Form a+bx = a+bT mit a,be Q.
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Wollen wir das Inverse von a+bx + 0 bestimmen, verwen-
den wir analog zum Invertieren von primen Restklassen in Z[n
den erweiterten Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers: Dieser berechnet Polynome v,w €

Q[x] mat
v-(a+br)+w-(2*-2)=1

denn x? — 2 € Q[x] ist irreduzibel. Also gilt
v-(a+bx) = 1mod(:v2—2)
oder anders ausgedriickt

(a+b:10)_1 =7eQ[z]/(2*-2)
FEine explizite Losung wdre (analog zur Formel oben)

_ a _ b _ b
U= ~ ot W= 2
Beispielsweise ist das Inverse von T+1 gegeben durch x—1, denn
Division mit Rest gibt

?-2=(x-1)(z+1)-1

In Q[ﬁ] heif$t das
(v2+ 1)_1 -V2-1

Die hier demonstrierten Rechnungen werden wir im Konzept
der algebraischen Kérpererweiterungen formalisieren.

Im zweiten Teil des Kapitels betrachten wir dann insbesonde-
re endliche Korper. Auf der Basis der in diesem Kapitel geschaf-
fenen Grundlagen untersuchen wir im néchsten Kapitel weiter
die prime Restklassengruppe, insbesondere die Losbarkeit von
Gleichungen der Form

22 =amodm

mit a,m € Z.
Auf mehr Details iiber Kérperautomorphismen kommen wir
dann spéter nochmals genauer im Kapitel zur Galoistheorie zuriick.
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6.2 Korpererweiterungen

Die Inklusion
QcQlz]/(2*-2)
(oder auch Q c Q[\/E]) ist ein Beispiel einer Korpererweiterung:

Definition 6.2.1 Ist L ein Kéorper und K c L beziiglich den
Verkniipfungen von L ein Korper, dann heifit K ein Unterkorper

von L und das Tupel
KclL

eine Korpererweiterung. Man nennt L dann einen Oberkdrper
von K.
Dann ist L insbesondere ein K -Vektorraum mit der Skalar-
multiplikation
KxL—L, (k) »k-l

und die Dimension von L als K-Vektorraum
[L: K]:=dimg (L)
heifst Grad der Koérpererweiterung.

Andere gebrauchliche Schreibweisen fiir eine Korpererweiterung
K c Lsind L/K oder L> K.

Ist [L: K] =1, dann ist 1 € L eine K-Vektorraumbasis von
L, also:

Bemerkung 6.2.2 [L: K] =1 genau dann, wenn L = K.

Beispiel 6.2.3 Im Beispiel aus der Einleitung ist
[Q[z]/(2*-2):Q] =2

denn jedes Element des Oberkérpers hat einen eindeutigen Re-
prdasentanten der Form a + bx mit a,b € Q, d.h. 1 und T bilden
eine Q- Vektorraumbasis von Q[x]/ (22 -2).

Fiir die Korpererweiterungen

QcRcC
gilt
[R:Q]-c0 [C:R]=2

Jede komplexe Zahl z hat eine eindeutige Darstellung z =a+1-b
mit Realteil a = Re (2) € R und Imagindrteil b=1m (z) € R.
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Satz 6.2.4 (Gradsatz) Seien K c L c M Kérpererweiterungen
(man nennt L auch einen Zwischenkdrper von K ¢ M ). Dann
qgilt

[M:K]=[M:L]-[L:K]

Beweis. Wir miissen dies nur fiir [M : L],[L: K] < oo zeigen.
Sei vq,...,vs eine L-Vektorraumbasis von M und wq, ..., w, eine
K-Vektorraumbasis von L. Jedes m € M ldsst sich mit [; € L
schreiben

m = Zf:llivi

und jedes [; mit k;; € K als
l; = Z§=1kijwj

also

Ist m =0, dann [; =0 Vi und somit k;; =0 Vi, j.

Also bilden die s-7 Vektoren v; - w; eine K-Vektorraumbasis
von M,dh. s-r=[M:K]. m

Ist also zum Beispiel [ L : K] eine Primzahl, dann gibt es keine
echten Zwischenkorper von K c L.

6.3 Charakteristik und Primkorper

Wir beschreiben zunéchst den kleinstmoglichen Unterkorper ei-
nes gegebenen Korpers K.
In Abschnitt 3.4 hatten wir die charakteristische Abbildung

untersucht. Der Kern ist ein Ideal

ker x = (p)

mit p = 0 oder prim, und man nennt char (K) = p die Charak-
teristik von K. Ist char (K) = 0, dann setzt sich y zu einem
Monomorphismus Q < K fort, anderenfalls liefert der Homo-
morphiesatz einen Monomorphismus F, - K.
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Bemerkung 6.3.1 Ist K c L eine Korpererweiterung, dann gilt
char (K') = char (L)
denn 1g =1;.
Beispiel 6.3.2 Es gilt also
char(Q) = char (R) = char (C) =0
char (F,) =p
Ist |[K| < oo endlich, dann kann x nicht injektiv sein, d.h.

char(K)=0 = |K|=00
char (K) prim < |K|<oo

Nicht jeder unendliche Korper hat Charakteristik O, zum Beispiel
enthdlt der Quotientenkorper von IF, [x] unendlich viele Elemen-
te.

Definition 6.3.3 Ein Kiorper heifit Primkorper, wenn er kei-
nen echten Unterkérper besitzt. Ist K ein Korper, dann ist

P (K) = mUCK Unterkorper U

ein Primkorper, der Primkdrper von K.

Da das Bild des Monomorphismus Q < K bzw. F, - K ein
Unterkorper ist (und insbesondere dieselbe Charakteristik hat),
konnen wir die moglichen Primkorper klassifizieren:

Satz 6.3.4 FEs gilt

char (K)=0<= P(K)zQ
char (K)=p<= P(K)zF,

(mit p prim).
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6.4 Maximale Ideale in Hauptidealrin-
gen

Im Beispiel in der Ubersicht hatten wir gesehen, dass die Aus-
sagen a2 —2 € Q[z] irreduzibel und Q[z]/ (2% - 2) ein Korper
dquivalent sind.

Tatséchlich gilt in jedem Hauptidealring (siehe Bemerkungen
3.7.4 und 3.8.7, Satz 3.8.3, Satz 3.4.11):

Bemerkung 6.4.1 Ist R ein Hauptidealring und q € R, q # 0,
q ¢ R*, dann gilt

q irreduzibel <= (q) maximal <= R/(q) Kérper

g

q prim < (q) Primideal <= R/ (q) Integritdtsring

Beweis. Die Aquivalenz von irreduzibel und prim gilt, da Haupti-
dealringe faktoriell sind. Wir wiederholen nochmals den Beweis:
q irreduzibel < (¢) maximal:

<: Sei (¢) maximal und ¢ = a-b mit a,b ¢ R*, dann (q) & (a),
denn sonst 30’ mit a = ¢-0’, also 1 =b-b’, ein Widerspruch. Diese
Implikation gilt in jedem Integritétsring.

=: Sei ¢ irreduzibel und (¢) c (a) ¢ R (hier verwenden wir,
dass jedes Ideal ein Hauptideal ist). Dann gibt es ein b € R mit
q = a-b. Somit ist a € R* oder b e R*, also (a) = R oder (a) = (q),
das heifit (¢) war maximal. m

6.5 Algebraische Korpererweiterungen

Sei K c L eine Korpererweiterung und « € L. In Abschnitt 3.2
hatten wir

K [a] = Bild (¢a)
als das Bild des Substitutionshomomorphismus
Yo K[z]> L,z

definiert, d.h.
Kla]={f(s)|feK[z]}
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Ebenso definiert man
Klag,...;on] ={f(a1,...,an) | f e K[x1,...,2,]}
fiir aq, ..., € L.

Lemma 6.5.1 K [ay,...,a] ist der Durchschnitt aller Unter-
ringe von L, die K und ayq, ..., oy, enthalten.

Beweis. Jeder Ring, der K und «q,...,a, enthélt muss schon
K [ay,...,a,] enthalten, und K [ay, ..., a,] ist ein Unterring. m

Definition 6.5.2 Sei K c L eine Korpererweiterung und s, ..., oo, €
L. Dann definieren wir K (aq,...,a,) (genannt K adjungiert
Qq, ..., ) als den Durchschnitt aller Unterkorper von L, die K
und o, ..., o, enthalten.

Lemma 6.5.3 K («a,...,a,) ist der Quotientenkirper von K [y, ...,y ].

Beweis. Zunichst ist der Unterring K [ay,...,a,] ¢ L ein Inte-
gritatsring. Mit der universellen Eigenschaft des Quotientenkorpers
(siche Ubung 3.10) setzt sich die Inklusion

Klag,...,an] = K (aq, ..., )
zu einer Inklusion
Q(K[a1,....an]) > K (a1, ...,ap)

fort. m
Zum Beispiel fiir « € L ist

K(a)={£§j§ | fheK ], h(oz)#()}
Bemerkung 6.5.4 Se: K c L eine Koérpererweiterung. Man
kann auch fir eine beliebige (nicht notwendig endliche) Teil-
menge M c L die Kéorperadjunktion K (M) definieren als den
Durchschnitt aller Unterkérper von L, die K und M enthalten.

Ebenso ist die Ringadjuktion K [M] der Durchschnitt aller
Unterringe von L, die K und M enthalten. Dies stimmt fiir
M = {oq,...,a,} mit unserer obigen Definition iiberein, denn
K [ay, ..., ] ist ein Unterring und jeder Ring, der K und oy, ...,
enthdlt, muss schon alle f(ay,...,an), f € K[z1,...,x,] enthal-
ten.
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Definition und Satz 6.5.5 Sei K c L eine Korpererweiterung.
Ein Element o € L heif$t algebraisch iiber K, wenn die folgen-
den dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

1) Es gibt ein Polynom g € K [z]\ {0} mit

g(a)=0
d.h. es gibt n und cq,...,c,_1 € K mit

1

a”+cep1 "+ .+ +eg=0

2) ker (pq) #0,
3) Kla]=K(«), d.-h. K[«] ist ein Kérper.
Dann st der normierte Erzeuger m, des Hauptideals
(my) =ker (o) ¢ K [z]
wrreduzibel und heiffit Minimalpolynom von «. Es gilt
[K [a]: K= deg (ma)

und die Potenzen
deg(mea)-1
1,a, ..., ode80ma)

bilden eine K-Vektorraumbasis von K [a].

Der Grad von « ist deg («) = deg (my,).

Ist a micht algebraisch iiber K, dann heifit a transzendent
tber K.

Das Minimalpolynom von « ist das normierte Polynom klein-
sten Grades, das durch ¢, auf 0 abgebildet wird.
Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz in 6.5.5:

(1) < (2) ist klar.

(2) = (3): Mit dem Homomorphiesatz gilt

K [a] =Bild (¢,) 2 K [z] ] ker (¢q)
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Nach Bemerkung 6.4.1 miissen wir zeigen, dass der normierte
Erzeuger m, # 0 von ker (p,,) irreduzibel ist: Angenommen m,, =
g1 - g2, dann

0=mq () =g1(a) g2(a) € L
= ¢g(a)=0 oder g¢gy(ax)=0
=N Mo | 01 oder Me | g2
= deg(g2) =0 oder deg(g1)=0

Ein konstantes Polynom # 0 ist aber eine Einheit, d.h. in K* =
K[z]".
(3) = (2): Ist ker (4 ) =0, dann gilt mit dem Homomorphie-
satz

Kla]z K[z]

und dies ist kein Korper.

Fiir die restlichen Aussagen bemerken wir noch: Jedes Ele-
ment von K [z]/(m,) ldsst sich nach Division mit Rest nach
me durch ein eindeutiges Polynom vom Grad < deg(m,) re-
prisentieren. Somit bilden 1,7, ..., 798(m)"1 eine Basis von K [2]/ (mq)
als K-Vektorraum, d.h. 1, o, ..., ade8(ma)-1 eine K-Vektorraumbasis
von K [a] 2 K [z]/(m,). =

Zum Rechnen in

K[x]/(9) Kla] = K(a)

f f (@)

konnen wir jedes Element darstellen als ein Polynom f € K [z]
mit deg (f) < deg(m,) . Fiir die Berechnung des multiplikativ
Inversen eines Elements in K [«] siehe auch nochmals Ubung
6.2.

7

Definition 6.5.6 Eine Kdrpererweiterung K c L, fir die es ein
a € L gibt mit L = K («), heifit einfach und o nennt man ein
primitives Element von K c L.

Beispiel 6.5.7 1) Die Quadratwurzel /2 € R ist algebraisch
iber Q mit Minimalpolynom x? — 2 und

Q(v2)=Q[v2]=Q[a]/(+*-2)

also

deg(v3) = [0[v2]: 0] =2



6. KORPER 219

2) Die komplexen Zahlen sind
C R[z]/(x2+1)

a+b-i a+b-x

IR

3) Es gibt transzendente Zahlen: Die Menge der Polynome
vom Grad n tiber Q ist abzdhlbar, also die Menge der Null-
stellen auch, aber C ist iiberabzihlbar.

4) Die Kreiszahl 7 ist transzendent (Beweis von Ferdinand
von Lindemann 1882, Unmdglichkeit der Quadratur des
Kreises).

Bemerkung 6.5.8 Im Beweis von Satz 6.5.5 haben wir gese-
hen: Fiir a transzendent tiber K st

Kla]z K|z]

ein Polynomring, also kein Korper, und somit echt enthalten in
K (a) 2 K (z)

(dem Kérper der rationalen Funktionen in einer Variablen).

Definition 6.5.9 FEine Korpererweiterung K c L heifit alge-
braisch, wenn jedes o € L algebraisch ist, anderenfalls heifit sie
transzendent.

Beispiel 6.5.10 Der Korper der rationalen Funktionen K (x)
i einer Unbestimmten x tber einem Korper K ist eine tran-
szendente Korpererweiterung und [K (x): K] = co.

Fiir « algebraisch iiber K ist dagegen K c K («) eine alge-
braische Korpererweiterung, und wir hatten gesehen, dass

[K(a): K]<o0
beispielsweise [Q(\/i) : Q] = 2. Zur Umkehrung;:
Satz 6.5.11 Fliir eine Korpererweiterung K c L sind dquivalent:

1) [L:K]<o0
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2) K c L ist eine algebraische Korpererweiterung und es gibt
ary .o € Lmit L=K (g, ..., )

3) Es gibt iber K algebraische Elemente ay,...,c, € L mit
L=K(a,...,ap)

Wir bezeichnen K c L dann auch als endlich.

Beweis. (1) = (2) : Bezeichne n := [L: K] < oo die Dimension
von L als K-Vektorraum. Dann sind fiir jedes « € L die Elemente
1,a,...,a™ linear abhéngig iiber K, d.h. es gibt \; € K nicht alle
0 mit

ZZO/\iai =0

also g(a) = 0 mit g = Y7 Nzt € K [z]. Tst aq, ..., eine K-
Vektorraumbasis von L, dann gilt L = K (aq, ..., o).

(2) = (3) : klar.

(3) = (1) : Mit Satz 6.2.4 gilt

[L:K] = [K(a1,.an): K (ag,...;,1)]
K (a%, ey 1)t K (0, ey aa) ]

K (a1, a0) : K (01)]
- [K (o) K]

und fiir jeden Faktor
[K (0417 ...,CYZ') (oz“l) : K(al, ...,Q{i)] < [K (O-/i+1) : K] < 00
|

Bemerkung 6.5.12 Ist K c L eine Kdrpererweiterung und sind
i, ..., € L algebraisch iiber K, dann

K (aq,...,an) = K [ag, ..., ap]
(mit Induktion nach n).
Eine leichte Folgerung daraus ist (siche Ubung 6.4):
Satz 6.5.13 Fiir Korpererweiterungen K c L c M qilt:

K c M algebraisch <= K c L und L c M algebraisch
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Bemerkung 6.5.14 Ist K c L eimne Korpererweiterung, dann
bilden die iiber K algebraischen Elemente von L einen Korper
A, und K c A ist eine algebraische Korpererweiterung. Mit Satz
0.5.13 folgt, dass jedes iiber A algebraische Element schon tiber
K algebraisch ist.

Siehe auch Ubung 6.5.

Beispiel 6.5.15 Die iber Q algebraischen Elemente von C (das
heifit die Menge aller Nullstellen von Polynomen f € Q[z], z.B.
V2, i = \/-1) heiflen algebraische Zahlen. Sie bilden eine
algebraische, nicht-endliche Kérpererweiterung Q c Q.

Zu den algebraischen Zahlen siche auch Ubung 6.6.

6.6 Der Zerfillungskorper
In Bemerkung 6.4.1 haben wir gesehen, dass fiir g € K [z] gilt
K [z]/(g) ist ein Korper < g ist irreduzibel

Satz 6.6.1 (Satz von Kronecker) Sei K ein Korper, f € K [x]
ein Polynom und g ein irreduzibler Faktor von f. Dann hat f in
dem Oberkérper

L=K{z]/(g)

von K eine Nullstelle, ndmlich
a=r=x+(g)elL

und

L= Kla]
Beweis. Schreibe f = ¢-h mit h € K [x]. Dann
f(a)=f=g-h=0¢€L

Das Minimalpolynom von « teilt g, ist also (bis auf Normieren)
gleich g, denn g war irreduzibel. m

Corollar 6.6.2 Sei K ein Korper und f € K [z] ein Polynom
vom Grad d =deg(f)>0. Dann gilt:
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e FEs existiert ein Oberkorper L von K, in dem f vollstindig
in Linearfaktoren zerfdllt.

o Sind ay,...,aq € L die Nullstellen, dann ist K [aq, ..., 4]
der kleinste solche Kérper in L.

e Dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heift
Zerfallungskorper von f.

Beweis. Sei g ein irreduzibler Faktor von f. In Ly = K [z]/(g9) 2
K [a] hat f nach dem Satz von Kronecker eine Nullstelle «, also

f=(x-a) fi

mit f; € Ly [z]. Mit Induktion nach d existiert ein Oberkorper L

von Ly, sodass f; in L [x] in Linearfaktoren zerfillt. Also zerfallt

f tber L. Fiir den Induktionsanfang d = 1 nehmen wir L = K.
Sind ayq, ..., a4 € L die Nullstellen, dann ist

fzc.(x—al)-...-(x—ad) EK[OQ,...,Oéd]

und nach Definition ist dies der kleinste Korper der K und
aq, ..., ag enthalt.

Zur Eindeutigkeit:

Sei L’ ein weiterer Oberkorper von K, in dem f in Linear-
faktoren zerfallt mit Nullstellen o, also

K[ay,...,aq] c L K[a’l, "'70421] c L/
Zu zeigen ist
K [ay,...,aq] 2 K [af, ..., )]

Sei g der im ersten Schritt der Konstruktion betrachtete irredu-
zible (normierte) Faktor von f und oy = z + (g). Das Polynom
g zerfdllt iiber L' in Linearfaktoren. Sei ohne Einschréankung o
eine Nullstelle von ¢ in L’. Dann ist das Minimalpolynom von
o/ iiber K ein Faktor von g und damit gleich g. Also

L o Kloy] 2 Klz]/(9) 2 Klaj] c L’

Nach Konstruktion hat f in K [oq][z] bzw. K [of][z] Linear-
faktoren (z—oay) bzw. (x - «a}). Der Isomorphismus K [a;] 2
K [o}] induziert einen Isomorphismus

Klen][z] = Klai][z]
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der wegen
(x-a1) - fi=f=(x-a1) fi

f1 auf f abbildet. Mit Induktion hat f; € K [a1][x] einen ein-
deutigen Zerfiallungskoérper. m

Falls [K [aq,...,aq]: K] > 1 gilt, ist der Isomorphismus in
obigem Beweis nicht eindeutig bestimmt. Statt o] hétten wir
auch jede andere Nullstelle von g in L’ wihlen kénnen. Die Ga-
loistheorie studiert die Symmetrien, die aus dieser Nichteindeu-
tigkeit resultieren:

Definition 6.6.3 Seien K c Ly, Ly Kérper. Ein Isomorphismus
p: Ly = Ly heifst K-Isomorphismus, wenn ¢ |x=1idk.

Man definiert die Galoisgruppe von f € K|[x] bzw. der
Korpererweiterung K ¢ K [aq, ...,aq] als

Gal(f)=Gal(K c K [ay,...,aq])
={¢p:K|[a,....,aq] > K[a1,...,aq] | ¢ ein K-Isomorphismus}

Jedes solche  ist durch seine Wirkung auf den Nullstellen oy, ..., aq
bestimmt und bildet Nullstellen wieder auf Nullstellen ab

¢ (i) =q

denn schreiben wir f = c,x™ + ...+ c1x + ¢o € K [z], dann

0= (f(ai))

=p(cp@ + ...+ crag + o) = cpp ()" + ...+ crp (i) + ¢

= [ (¢ (@)

fiir alle i. Somit ist p eine bijektive Abbildung auf der Menge der
Nullstellen, also

Gal(f) c Sd =S5 ({041, ...7O[d})
Einige Beispiele von Zerfallungskorpern:

Beispiel 6.6.4 Die Nullstellen von f = x¢-1¢€ Q[z] in C bilden
die zyklische Gruppe

ud:{aj:e%”j:(),...d—l}CCX
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der d-ten Finheitswurzeln. Der Zerfallungskorper ist

Qlai,....,aq] = Q[oy]

fiir jeden zyklischen Erzeuger o von fiq, d.h. (nach Abschnitt
5.4) fiir alle 5 mit ggT(d,j) =1, d.h. j € (Z]d)". Siehe auch
Abbildungen 5.1 und 5.2. Konnen Sie Gal (f) bestimmen?

Beispiel 6.6.5 Das Polynom f = x3 -2 € Q[z] ist irreduzibel,
hat in C die Nullstellen

Qap = Y2e5m mitn=0,1,2

und Q [y, g, ag) ist der Zerfillungskiorper, jedoch Q[aq, ag, ag] #
Q[ay] Vi. Konnen Sie ein primitives Element der Erweiterung
Q c Q[ay, az, as] angeben?

Beispiel 6.6.6 Wir bestimmen den Zerfdillungskorper von
f=2%+zeFy[z]

Zundchst faktorisieren wir f in Fq[x]:

Ein normiertes Polynom in Fy [2] vom Grad d hat d Koeffi-
zienten, also gibt es 2% solche Polynome. In jedem Grad erhalten
wir die reduziblen Polynome als Produkt von irreduziblen von
kleinerem Grad:

d 2d reduzibel irreduzibel
1 2 T, x+1
2 4 2?2, 22 +x, 2?2+ 1 ?+r+1

3 8 a3+, 4w, d+at+r d+a+l, P +a?+1
B+, 3+ +r+1

Man beachte: Fir Grad d = 2,3 kinnen wir auch einfacher ent-
scheiden, ob ein Polynom irreduzibel ist, siehe Ubungsaufgabe
6.7.

Man beachte auch: In allen Rechnungen spielen Vorzeichen
keine Rolle, da in Fo =7/2 gilt 2 =0 also -1 = 1.

Faktorisiere

7+ 1

f=x-(x+1)- ]
=z-(z+1)-(a%+2

=z-(z+1)-(2®+2+1)- (2* +2% +1)

5 3

+axtyx +:1;2+:1:+1)
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Zur Konstruktion des Zerfillungskdorpers betrachten wir z.B. den
irreduziblen Faktor x3 + x + 1, der in dem Korper

K=Fy[z]/(2® +2+1)

={0,1,z,z+ 1,22, 22+ z,22 + 1,22 + z + 1}

die Nullstelle o =T besitzt. Division mit Rest nach x —a =1 + «
liefert

P rr+l=2" (z+a)+(az?+z+1)
:(:v2+oz:1:)~(x+oz)+((1+oz2)x+1)
=(2?+az+(1+a?)) - (z+a)+(a®+a+1)

=(2?+az+(1+a?)) (z+a)
Tatsdchlich zerfdllt dies weiter:
Brr+l=(z+a+a) (v+a?) (z+a)
Da auch
B+t +l=(z+a+l)-(z+a?+1)-(z+a’+a+1)
ist K schon der Zerfillungskorper von f.

Siehe auch Ubung 6.9.

Den Grund hierfiir werden wir im iibernéchsten Abschnitt
iiber endliche Korper in allgemeinerer Form sehen, zunéchst wol-
len wir aber noch die Beobachtungen aus Bemerkung 6.5.14 zum
algebraischen Abschluss etwas ergénzen.

6.7 Algebraisch abgeschlossene Korper
Definition und Satz 6.7.1 Sei K ein Kérper. Es sind dquivalent:

1) Jedes f e K [x] mit deg (f) > 1 hat eine Nullstelle in K.
2) [ e K [x] ist irreduzibel <= deg (f) = 1.

3) K lasst sich nicht algebraisch erweitern (d.h. ist K c L
eine algebraische Korpererweiterung, gilt schon K = L).



6. KORPER 226

Dann heifit K algebraisch abgeschlossen.

Beweis. (1) = (2) : Nach Voraussetzung hat f eine Nullstelle
a, mit Division mit Rest also

f=g(x-a)+r

und deg (r) =0. Da 0= f (a) =7 (a) ist = 0. Induktiv ist f ein
Produkt von Linearfaktoren.

(2) = (3) : Das Minimalpolynom jedes iiber K algebraischen
Elements a ist irreduzibel, also vom Grad 1, mit Bemerkung 6.2.2
also a € K.

(3) = (1) : Mit Satz 6.6.1 besitzt f eine Nullstelle a in einer
algebraischen Erweiterung und nach Voraussetzung gilt K (a) =
K,alsoae K. m

Nicht zeigen kénnen wir hier:

Satz 6.7.2 Zu jedem Korper K existiert eine algebraische Korper-
erweiterung K ¢ K mit K algebraisch abgeschlossen.

Der Kérper K st bis auf Isomorphie eindeutig und enthilt
jede algebraische Erweiterung von K. FEr heifst algebraischer
Abschluss von K.

Beispiel 6.7.3 Ser K c L eine Korpererweiterung und L al-
gebraisch abgeschlossen. Dann ist die Menge A der tiber K al-
gebraischen Elemente von L der algebraische Abschluss von K
(siche Ubung 6.5).

Beispielsweise ist die Menge aller Nullstellen in C von allen
Polynomen in Q[z] (2.B. \/2 oder i = /-1, nicht jedoch ) der
algebraische Abschluss Q von Q, denn es gilt der Fundamental-
satz der Algebra (ohne Beweis):

Satz 6.7.4 (Fundamentalsatz der Algebra) Der Kirper der
komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen.

6.8 Endliche Koérper

6.8.1 Konstruktion und Klassifikation

Ist F ein endlicher Korper, dann kann die charakteristische Ab-
bildung x : Z — F nicht injektiv sein. Somit folgt mit Abschnitt
6.3:
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Satz 6.8.1 SeiF ein Korper mit endlich vielen Elementen. Dann
ist char (IF) = p eine Primzahl, also F,, der Primkérper von F und
die Anzahl der Elemente von T ist eine p-Potenz

IF| = p"

mit
r=[F:F,] <o

Beweis. F ist ein endlicher F,-Vektorraum, also muss r = [F: F, | =
dimg, (IF) < co sein, d.h.
FxTF,
als F,-Vektorraum. m
Die Einheitengruppe F* = F\ {0} eines Korpers F mit p" Ele-
menten hat Ordnung
[F|=p" -1

also gilt mit Satz 2.2.38, dass a?"~! =1 fiir alle a € F* oder, wenn
wir die 0 mit einschliessen wollen,

a?" =q fiir alle a € F

Wir werden zeigen, dass [ tatséchlich isomorph zu dem Zerfallungskérper
von
a? -z eF,[7]

ist. Die Nullstellen dieses Polynoms kénnen wir mit Hilfe des
Frobeniushomomorphismus charakterisieren:

Definition und Satz 6.8.2 Sei L ein Kérper mit char (L) = p.
Die Abbildung

F:L—-L
F(a)=a"

st ein Korpermonomorphismus, der Frobenius- Homomorphismus.
Fiir einen endlichen Korper L ist also F' ein Automorphis-
mus.
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Beweis. Offenbar gilt F'(1) =1, F(0) =0 und
F(a)-F(b)=F(a-b)

fiir alle a,b € L. Erstaunlicher ist

F(a+b)=(a+b)p=Ep:(p,)ajbp‘j=ap+bp=F(a)+F(b)

j=0 \J

Dies gilt, da p fiir 0 < j < p den Zahler von

p) p!

)= —F— € Z
(] - (p =)

teilt, nicht jedoch den Nenner, und p-1 = 0.

Aus aP = 0 folgt a =0, also F' injektiv (und somit F': L - L
fiir L endlich schon bijektiv). m

Bemerkung 6.8.3 Sei L der Zerfillungskérper von axP" — x €
F,[z] und a € L. Dann ist a eine Nullstelle von zP" -z, genau
dann, wenn

F'(a)=a

d.h. wenn a ein Fixpunkt von F" ist.

Im Folgenden werden wir ein Kriterium beno6tigen, um festzu-
stellen, ob ein Polynom f € K [x] mehrfache Nullstellen hat: Sei
L der Zerfillungskorper von f. Dann heifit a € L eine m-fache
Nullstelle von f, wenn

(@-a)"|f wd (z-a)""+f

Die Ableitung eines Polynoms iiber einem endlichen Kérper kann
nicht mittels einer analytischen Grenzwertbildung definiert wer-
den. Stattdessen verwendet man allgemein die formale Ablei-
tung, die fiir einen kommutativen Ring R mit 1 und

f=cp-a"+..+cy-a*+c -1 +cye R[x]
definiert ist als

n—1

ff=n-cp- 2" +...+2-c0-x+0¢y

Es gelten die iibliche Produkt- und Kettenregel (Ubung).
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Lemma 6.8.4 Mit der Notation wie oben ist a € L eine mehr-
fache Nullstelle (d.h. m >2) von f genau dann, wenn f(a) =0
und f'(a) =0.

Beweis. Sei f=(x-a)™ g mit g(a) #0. Dann
fr=(z-a)""-(m-g+(x-a)-g¢)

Ist m>2, dann f (a) =0und f’(a) = 0. Ist m =0, dann f (a) # 0.
Ist m=1, dann f'(a)=g(a)#0. m

Ein Polynom, das nur einfache Nullstellen hat, (bzw. oft auch,
sodass jeder irreduzible Faktor nur einfache Nullstellen hat) be-
zeichnet man als separabel.

Satz 6.8.5 Zu jeder Primzahlpotenz p” gibt es bis auf Isomor-
phie genau einen Korper F,r mit p" Elementen, ndmlich den
Zerfallungskorper von

a? -z eF,[7]

Beweis. Das Polynom f = zP" — z hat keine mehrfachen Null-
stellen, denn .
fl=q- 2P ' -1=-1€F,[z]

hat keine Nullstellen. Der Zerfallungskorper L von f enthélt also
die p” Nullstellen von f. Wir zeigen, dass die Nullstellen von f
einen Korper bilden. Dann ist die Menge der Nullstellen von f
schon gleich L, also |L| = p".

Mit der r-ten Potenz F": L — L, a+ a?" des Frobenius gilt

a ist eine Nullstelle von 27" —z < F" (a) = a
Seien «, # Nullstellen von f. Dann ist
Fra+B)=F"'(F(a)+F(B)=..=F (a)+F"(B)=a+ 73
also auch a + 8 eine Nullstelle von f, ebenso
Fra-p)=F(a) - F'(B)=a-p

d.h. - 8 eine Nullstelle von f.
Mit der Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers ist jeder Kérper
mit p” Elementen isomorph zu L. m
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Bemerkung 6.8.6 Fir p prim und g € F, [x] ein irreduzibles
Polynom vom Grad r ist F, [x]/ (g) ein Korper mit p Elemen-
ten, also konnen wir Fyr explizit konstruieren als

Fpr 2T, [2]/(9)

sofern die Fxistenz eines solchen g gesichert ist. Dies werden wir
gleich in Corollar 6.8.10 sehen.

Wie man alle irreduziblen Polynome in einem gegebenen Grad
rekursiv aufzéahlt, haben wir bereits gesehen, siehe Beispiel 6.6.6,
oder auch nochmal das einfachst mogliche Beispiel:

Beispiel 6.8.7 Da [F,:Fy] =2, bendtigen wir, um Fy explizit zu
konstruieren, ein irreduzibles Polynom in Fy [x] vom Grad 2. Ein
normiertes Polynom vom Grad d hat d Koeffizienten, also gibt es
24 solche Polynome. In jedem Grad erhalten wir die reduziblen
Polynome als Produkt von irreduziblen von kleinerem Grad:

d 2d reduzibel irreduzibel
1 2 r,x+1
2 4 2?2 x?+z,22+1 22+ax+1

also

Fy2Fy[z]/(2? +2+1)

Siehe auch Ubungsaufgaben 3.14, 6.9 und 6.11.

6.8.2 Die Einheitengruppe eines endlichen Korpers

Wir zeigen nun, dass die Elemente ungleich Null eines endlichen
Korpers eine zyklische Gruppe bilden. Damit kénnen wir die
Resultate aus Abschnitt 5.4 anwenden.

Satz 6.8.8 Die Einheitengruppe Fy eines endlichen Korpers mat
q Elementen ist zyklisch.

Insbesondere gibt es mit Satz 5.4.3 in F; zu jedem Teiler d
von ¢ — 1 genau ¢ (d) Elemente der Ordnung d.
Beweis. Sei a € F} und d = ord (a), also d ein Teiler von
q — 1. Die Elemente der zyklischen Gruppe

(a) = {1,a,...,ad‘1}

F
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sind mit Satz 2.2.38 Nullstellen von 24 -1 € F, [z] und, da dieses
Polynom maximal d Nullstellen in [, haben kann, gilt

(a)={beF,|b’=1}

Jedes Element von F, der Ordnung d ist also in dieser Gruppe
enthalten. Mit Satz 5.4.3 gibt es in (a) genau ¢ (d) Elemen-
te der Ordnung d (d.h. zyklische Erzeuger), ndmlich die a’/ mit
geT (j,d) = 1.

Es gibt also fiir jeden Teiler d von ¢ —1 in F}; entweder kei-
ne oder ¢ (d) Elemente der Ordnung d. Andererseits gilt mit

Corollar 5.4.9
>, p(d)=q-1=
dl(q-1)

und somit muss es in Fy fiir jeden Teiler d von ¢ — 1 genau
¢ (d) Elemente der Ordnung d geben. Insbesondere existieren
v (g-1) >0 Elemente der Ordnung ¢ — 1 (d.h. zyklische Erzeu-
ger). m

Alternativ kénnen wir auch den Hauptsatz 4.5.1 iiber endlich
erzeugte abelsche Gruppen anwenden:
Beweis. Der Fall ¢ = 2 also F) = {1} ist klar. Sei also ¢ > 2. Da
[y eine endliche abelsche Gruppe ist, gibt es dy,...,d, > 2 mit
d; | disq fir i =1,...,r — 1, sodass

Fq

Fr=7Z/(d) x ... x Z](d,)
Diese Gruppe enthélt eine Untergruppe
Z](dy) x ... x Z[(dy)

r

und somit d; Elemente, die Nullstellen von z% — 1 sind. Ein
Polynom vom Grad d; kann aber maximal d; Nullstellen haben,
das heifit r = 1, also

F: 27/ (d)

|
Aus Satz 6.8.8 folgt:

Corollar 6.8.9 (Satz vom primitiven Element) Jede endli-
che Erweiterung eines endlichen Korpers ist einfach (hat also ein
primitves Element).
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Beweis. Ist |K| < oo und [L: K] < oo, dann auch |L| < co und
somit L* = () zyklisch nach Satz 6.8.8. Ist F, = P(L) c K der
Primkorper von L, dann L=F,[a] = K[a]. =

Es gibt auch eine Version dieses Satzes fiir nicht-endliche
Korper. Mit Corollar 6.8.9 sehen wir:

Corollar 6.8.10 Sei g eine Primpotenz. In F,[z] gibt es irre-
duzible Polynome vom Grad n fiir alle n € N.

Beweis. Die Korpererweiterung F, ¢ F,» ist mit Corollar 6.8.9
einfach, also existiert ein a € Fyn mit Fyn =F, [a],

deg(mgy) = [Fpn:Fy]=n

und das Minimalpolynom m,, € F, [z] ist irreduzibel. =

6.8.3 Die Unterkorper eines endlichen Korpers

Bemerkung 6.8.11 Fiir einen endlichen Korper ' mit Primkdrper
IF,, ist der Frobenius-Automorphismus F' ein F,-Isomorphismus,
denn die Elemente von F, c F sind, wie oben schon bemerkt,
Nullstellen von xP — x also Fixpunkte von F.

Sei ¢ ein Automorphismus von F. Dann ist

Fix(¢) ={aeF|¢(a) = a}

ein Unterkérper von T (Ubung).
Damit kénnen wir z.B. den Primkdrper von F beschreiben als

F, = Fix (F)

Beispiel 6.8.12 Flir

qilt

Fix(F)={aeF|a*=a}={0,1} =F,
Fix(F?)={aeF|a'=a}=F,
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Mit dieser Methode konnen wir alle Unterkorper finden:
Zunichst ist klar, dass IF,» nur Unterkorper der Form [F,s mit
s | r haben kann:

Bemerkung 6.8.13 Ist K c Fr ein Unterkorper, dann ist K =
F,s fiir einen Teiler s von 7.

Beweis. Der Korper K enthélt den Primkérper F,, und mit
s:=[K:F,] ist |[K|=p*, also K = F, mit Satz 6.8.5. Dann gibt
Satz 6.2.4, dass

r=[Fp i Fp] = [Fpr s K] [K:Fy] = [Fpr: K] -

Satz 6.8.14 In F,- existiert zu jedem Teiler s von r genau ein
Unterkorper von F,r mit p* Elementen, ndmlich

Fpe = Fix (F*) = {a € F,r | a?" = a}
Oder anders ausgedriickt, es gibt eine Bijektion
{Teiler von r} =2 {Unterkérper von F,-}
s > Fix (F*) = Fps
Beweis. Mit Satz 6.8.8 ist 5. = () zyklisch der Ordnung p”-1.
Schreiben wir r = s-d, dann
pr-1=p-1=(p°-1) (1 +p°+ ... +p(d’1)5)
Mit Satz 5.4.6 ist also
(0l DIC D) ¢ (a) = %

eine Untergruppe der Ordnung p* — 1, und somit ist diese in dem
Fixkorper

Fix (F*) ={a€F, |a =a}
enthalten, also [Fix (F*)|=p°. m

Bemerkung 6.8.15 Aus dem Beweis sehen wir noch: Ist s ein
Teiler von r und o ein zyklischer Erzeuger von

Fx = (a)

p

dann
F = (a(pr—l)/(Ps—l))
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Siehe dazu auch Ubung 6.11.
Beispiel 6.8.16 Wir betrachten
Foi 2 Fy [2]/ (2* + 2+ 1)

={0, 1,7, 0+ 1,22, 22+ 1,22 + 2,22 + w + 1,

ot + L+, a3+ a2, a3+ + 1,

B2+l +2+r, 3+ 22+ + 1}

Es qilt
(3:2+93)4:x8+x4::)32+1+:r+1::)32+:v
(x2+x+1)4:x8+x4+1:x2+x+1
also
Fy= Fix(F) ={aeFu|a?=a}={0,1}
N
Fye = Fix(F?) ={a€Fp|a*=a}={0,1,22+z,22+2+1}
N

Fou = Fix(F*) ={aeFu|a'f=a}
Siehe auch Ubung 6.14 und 6.10.

Beispiel 6.8.17 Der Korper Fa2 hat folgende Unterkorper: Den
Primkorper
]FQZ{CLE]FQIQ |a2=a}

die echten Unterkérper
ng =F4={CLEF212 |a4:a}
IF24 = FIG = {CL € F212 | CLIG = CL}
ngngz{ae]Fgm |a8=a}
ng‘ = F64 = {a € F212 | a64 = a}
und sich selbst

F212 = F4096 = {CL € F212 | CL4096 = CL}

Die Inklusionen zwischen den Unterkorpern sind in Abbildung
0.1 dargestellt.
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[,
I 4 IF,
| / |
IFy2 / I¥,
F,

Abbildung 6.1: Unterkorper von Fai2

\

6

3

/

Satz 6.8.18 Das Polynom az*" —x € F, [x] ist das Produkt aller
normierten irreduziblen Polynome vom Grad d mit d | r.

Beweis. Zeige: Ist f € F, [z] irreduzibel vom Grad d, dann gilt
fl(a" -2)<=d|r

Da 2P" — z nur einfache Nullstellen hat, folgt damit die Be-
hauptung.

1) Angenommen d | r. Mit Satz 6.6.1 gibt es einen Oberkorper
K > F,, in dem f eine Nullstelle o € K hat und fiir den
[K :TF,] =d gilt. Also ist |K]| = p? und

K 2 Fix (F*) c Fyr
Das Polynom
o = [aer,- (z-a)
wird somit von
2" =2 =[x (2 - a)

geteilt, hat also o als Nullstelle und wird damit vom Mi-
nimalpolynom f von a geteilt.
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2) Angenommen f | (27" - z). In Fyr [2] zerféllt mit 2P — z
also auch f in Linearfaktoren. Ist a € F,» eine Nullstelle
von f, dann

= [Ey B [Fy B, @) [F, (0)F,]

Beispiel 6.8.19 In Fy[z] ist

21

¥ —x= x(x-1)

¥ —x= x(x-1) (22+2+1)

22—z = z(x-1) (3 +x+1) (23 +22+1)

22 —x= 2(x-1) (22+zx+1) (B+az+1)(@3+22+1) (aS+2+1)...

das Produkt aller normierten, irreduziblen Polynome vom Grad
dmitd|1,2,3,6.

6.8.4 Die Automorphismengruppe eines end-
lichen Korpers
Bemerkung 6.8.20 Jeder Automorphismus ¢ € Aut (K) eines

Kiorpers K ist ein P (K)-Automorphismus, d.h. er ist auf dem
Primkorper die Identitdt

¢ ()= idp(r)
Beweis. Zunachst
p(1)=1

also fiir a € Z
ela-1)=a-1

Falls P (K) =F, = Z/p folgt die Behauptung, denn a-1 =a.
Fir P(K) =Q gilt

q

()56
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In Definition und Satz 6.8.2 hatten wir gesehen, dass fiir ei-
nen endlichen Korper K der Charakteristik p der Frobeniusho-

momorphismus
F: K - K
b — bp

ein Automorphismus ist. Wir beschreiben nun die Gruppe Aut (K')
aller Automorphismen von K:

Satz 6.8.21 Sei K ein Korper mit p™ Elementen, p prim. Dann
ist Aut (K) zyklisch der Ordnung |Aut (K)| = r und der Frobe-
nius F ein Erzeuger, d.h.

Aut (K) = (F)

Beweis. Mit Satz 6.8.8 ist K* = («) zyklisch. Somit hat F €
Aut (K) die Ordnung r, denn

Fr(a)=a" =«
und .
Fi(a)=a" #a

fir j =1,...,r =1, und ein Automorphismus ist durch sein Bild
von « eindeutig festgelegt. Somit ist (F') ¢ Aut (K') eine zyklische
Untergruppe der Ordnung r. Wir zeigen Gleichheit:

Nach dem Beweis von Corollar 6.8.9 gilt

K =T, (o)

und das Minimalpolynom m, hat Grad deg (m,) = [K : F,] =r.
Da F |g,= idg,, sind mit o auch alle [V (), j = 1,...,r Null-
stellen von m,,, d.h.

me = [T (x - FJ (04))

Sei nun ¢ € Aut (K). Da ¢ |,= idp, ist mit o auch ¢ (a) eine
Nullstelle von m,, also gibt es ein j mit

p(a) =F(a)

und damit
p=F
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6.8.5 Die Galoiskorrespondenz

Im Folgenden werden wir fiir eine Korpererweiterung K c L
(in unserem Fall von endlichen Kérpern) eine Korrespondenz
der Zwischenkorper und den Untergruppen der Gruppe der K-
Automorphismen von L herleiten. Diese Konzepte gehen auf
Evariste Galois zuriick, der sie zur Untersuchung der Losungen
von algebraischen Gleichungen verwendet hat.

Wir reformulieren Definition 6.6.3 fiir Kérpererweiterungen:

Definition 6.8.22 [st K c L eine Korpererweiterung, dann heifit
die Untergruppe

Aut (K cL)={peAut (L) |p|xk=1dg}

die Gruppe der relativen Automorphismen oder Galois-
gruppe von K c L.

Andere gebrauchliche Schreibweisen sind Autg (L), Aut (L/K)
oder Gal (L/K).
Damit konnen wir Bemerkung 6.8.20 auch formulieren als

Aut (P(K) c K) = Aut (K)

Die Korrespondenzen aus Satz 5.4.3 und 6.8.14 dehnen sich
direkt auf Zwischenkorper einer Erweiterung endlicher Korper
aus:

Bemerkung 6.8.23 Sei K c L eine Erweiterung endlicher Korper,
also K = F, und L = Fyn (mit einer Primpotenz q = p"). Man
erhdlt den Unterkorper K als Fixkorper

K =Fix (F,)
des Automorphismus
F,: L - L
b — b

(d.h. von F" = F,). Dieser heif$t auch relativer Frobenius, er
erzeugt die relative Automorphismengruppe

Aut (K c L) = (F,)
und hat Ordnung
JAut (K c L)|=[L:K]=n
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Beweis. Die Abbildung Fj ist die r-te Potenz
F,=F"

des Frobenius ' : L - L, b~ bP. Satz 6.8.14 gibt K = F,r =
Fix (F7).

Nach Satz 6.8.21 wird Aut (L) = (F') zyklisch von F' erzeugt,
also die Untergruppe Aut (K c L) von einer Potenz von F', wir
untersuchen welche: Mit Bemerkung 6.8.15 gibt es ein o € L,
sodass

L*={(a) und K*=(B) mit f=a@"-D/E-D

und ord 8 = p" - 1. Somit ist FJ ¢ Aut (K c L) fir j < r und
FreAut(K c L), dh.

Aut (K c L) =(F")
]
Bemerkung 6.8.24 Weiter erhalten wir eine Bijektion

{Teiler von n} = {Zwischenkirper von K c L}
s - Fix (F3) 2 F,s

denn g™ = p™, und mit Satz 6.8.1} entsprechen die Zwischenkdrper
den Teilern von nr, die Vielfache von r sind.
Da Aut (K c L) = (F,) = (F") zyklisch der Ordnung

JAut (K c L)|=[L:K]=n
ist, gibt Satz 5./.3 eine Bijektion

{Teiler von n}y =2 {Untergruppen von Aut (K c L)}
s - (£7)

Beide Bijektionen zusammen ergeben eine Korrespondenz der
Untergruppen und Zwischenkorper:

Definition 6.8.25 Sei K c L eine Erweiterung endlicher Korper.
Ist U c Aut (L) eine Untergruppe, dann heifst

Fix(U):={aeL|p(a)=a VpeU}
Fixkorper von U, und fir einen Zwischenkorper K ¢ M c L
Fix (M) := Aut (M c L)
Fixzgruppe von M.
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Satz 6.8.26 Ist K c L eine Frweiterung endlicher Korper, dann
15t durch

{ Untergruppen } {Zwischenkb’rper
2

von Aut (K c L) von K c L
U > Fix (U)

eine Bijektion gegeben. Fiir jeden Zwischenkérper K ¢ M c L
qgilt
Aut(KcL) _

m:AUt(KCM)

Das heifit, die Quotientengruppe der relativen Automorphis-

men von L iiber K nach den Automorphismen iiber M gibt die

relative Automorphismengruppe von M iiber K. Da|Aut (K c L)| =

[L: K]impliziert diese Beziehung die Gradformel fiir Kérpererweiterungen.
Eine vergleichbare Korrespondenz gibt es in allgemeinerer

Form auch fiir nicht-endliche Kérper.

Beweis. Sei K =F, und L =F,» und

Aut (]Fq C ]Fqn) = (Fq)

(also ord F, = [Fyn :F,;] = n). Wir haben oben schon geschen,
dass

{Untergruppen von (F,)} =2 {Zwischenkérper von F,c Fyn}
(Fs) Fix (F7) 2 Fye

wobei s | n eine Bijektion ist. Bemerkung 6.8.23 zeigt, dass die
Fixkorper- und Fixgruppenabbildungen zueinander invers sind,
insbesondere

)

Aut (Fqs Cc ]Fqn) = <Fqs>
Fiir den Quotienten gilt

Aut (Fq C Fqn) _ (Fq>
Aut (Fps cFpn)  (F)

ZinZ T
> — = Aut (IF, c Fys
SZInZ ~ SZ ut (F © o)

112
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Beispiel 6.8.27 Wir beschreiben die Galoiskorrespondenz fiir
die Kérpererweiterung
]F22 c F212

d.h. ¢ =22 und n = 6. Die Zwischenkorper entsprechen den Tei-
lern von 12 = 22-3, die ihrerseits von 2 geteilt werden, also

Fi096 = Fix (F?) = Fix (Fi006)
Fi6 = Fix (F?) = Fix (Fi6) Fey = Fix (F}) = Fix (Fe4)
F, = Fix (Fy) = Fix (F})
In Termen des Frobenius F geschrieben gilt fiir s |6
Fyes = Fix (F}) = Fix (Fye. ) = Fix (F)

Siehe auch Abbildung 6.2.

lez :FIX F46

PN

Fix B°=1F 4
I /

[F,6=Fix F,*

Abbildung 6.2: Galoiskorrespondenz fiir die Zwischenkorper von
ng c IFQlQ

6.9 Ubungen
Ubung 6.1 Sei K =Q (\/5, \/§)

1) Zeigen Sie, dass V3¢ Q(ﬂ)
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2) Folgern Sie [K : Q] = 4.
3) Zeigen Sie Q (\/5, \/3) = @(\/5 \/§)

4) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f € Q[x] von /2 +
V3.

5) Bestimmen Sie alle Nullstellen von f.

Ubung 6.2 Sei K c K [a] eine algebraische Korpererweiterung
und g € K [z] das Minimalpolynom von «.

1) Geben Sie ein Verfahren an, um das Inverse =1 von 0 #
f e K [a] zu berechnen.

2) Bestimmen Sie das Inverse von

(V2+v3) +v2+V3eQ[va, V3]

und machen Sie die Probe.

Ubung 6.3 Sei K ¢ L eine Korpererweiterung und a € L ein
tiber K transzendentes Element.

Zeigen Sie, dass die Kiorpererweiterung K ¢ K (a) unendlich
viele Zwischenkorper besitzt.

Ubung 6.4 Seien K ¢ L c M Kérpererweiterungen. Zeigen Sie

K c M algebraisch <= K c L und L c M algebraisch

Ubung 6.5 Sei K c L eine Korpererweiterung und A die Menge
der tiber K algebraischen Elemente von L. Zeigen Sie:

1) A ist ein Zwischenkorper von K c L.
2) Die Korpererweiterung K c A ist algebraisch.
3) Ist a € L algebraisch tiber A, dann schon iber K.

4) War L algebraisch abgeschlossen, dann ist A der algebrai-
sche Abschluss von K.
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Ubung 6.6 1) Sei Qc C der Kdirper der algebraischen Zah-
len. Zeigen Sie, dass Q abzdihlbar ist.

2) Sei F ein endlicher Korper und F o F eine algebraische
Korpererweiterung von F zu einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper F. Zeigen Sie, dass F abzdhlbar unendlich
15t.

Ubung 6.7 Sei K ein Korper und f € K [x]. Zeigen Sie:

1) Ist deg(f) =1, dann ist f irreduzibel.

2) Falls deg (f) >2 und f eine Nullstelle in K hat, dann ist
f reduzibel iiber K.

3) Fiir deg (f) =2 oder 3 gilt: f hat keine Nullstelle in K <
f st irreduzibel tiber K.

4) Geben Sie ein Gegenbeispiel fir die Aussage in (3) fiir
deg (f) =4.

5) Bestimmen Sie alle normierten, irreduziblen Polynome vom
Grad < 3 in Fy[z].

Ubung 6.8 1) Sei Fy ein Korper mit 4 Elementen. Zeigen
Sie, dass
F4EF2[I]/((E2+I+1)

2) Bestimmen Sie induktiv alle irreduziblen normierten Poly-
nome vom Grad 2 in F3[z].

3) Ist F3[z] /[ (x?+ 1) isomorph zu F3[y] /(> +y-1)7
Ubung 6.9 Betrachten Sie das Polynom
f=a"-xeFs[z]
mit Koeffizienten in dem Kérper Fs = Z]3 mit 3 Elementen.
1) Zerlegen Sie f in irreduzible Faktoren f; € Fy[x].

2) Bestimmen Sie zu jedem Faktor f; die Nullstellen in Fg =
Fs[z]/ (2?2 +1).
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Ubung 6.10 1) Bestimmen Sie alle Unterkirper von Fyse und
die Inklusionsbeziehungen zwischen diesen.

2) Beschreiben Sie die Korpererweiterung Fy c Fig als

Fis=F4[y]/(9)

mit g € By [y] irreduzibel.

Ubung 6.11 Schreiben Sie (z.B. in Maple) jeweils eine Funk-
tion, die

1) induktiv alle normierten, irreduziblen Polynome vom Grad
reN in F,[z] aufzihlt.

2) fir ein gegebenes normiertes irreduzibles f € F,[xz] vom
Grad r die Elemente von F,r 2 F,[x]/(f) bestimmt, d.h.

fiir jedes Element seinen Reprdsentanten vom Grad < r.

3) auf der Menge dieser Reprdsentanten die Addition, Multi-
plikation und Bildung des Inversen implementiert.

4) alle zyklischen Erzeuger von F2. bestimmt, d.h. alle g € F},
mit 5. = (q).

Hinweis: Maple-Funktionen Irreduc, Rem, Gecdex, mod.
Ubung 6.12 Sei
f=a5—2*—62%+62°-32+3

Bestimmen Sie tiber Fs und 3 jeweils die Primfaktorzerlequng
und die Ordnung des Zerfillungskorpers von f.

Ubung 6.13 Sei K =Fs, L = Fy[z]/(23 -2+ 1) und a = T +
T+1¢€ L. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von a tiber K und
geben Sie fir alle Automorphismen von L tiber K das Bild von
a an.

Ubung 6.14 Wieviele Elemente a € Fyp9s gibt es, sodass F 496 =
FQ [CL] ?
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Quadratische Reste

7.1 Ubersicht

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Losbarkeit von Glei-
chungen der Form
2? =amodp

mit p prim und a € Z beschiéftigen, also (fiir p + a, anderenfalls ist
r =0 eine Lésung) mit der Frage, wann @ ein Quadrat in [F; ist.
Diese Eigenschaft werden wir im Legendre-Symbol kodieren und
einen Algorithmus zu dessen Berechnung entwickeln. Hier spie-
len natiirlich Aussagen iiber endliche Korper eine entscheidende
Rolle.

Zunéchst wollen wir aber mit Anwendungen motivieren, war-
um es interessant ist zu entscheiden, ob @ € [y ein Quadrat ist.

7.2 Die Anzahl der Punkte einer el-
liptischen Kurve iiber F,

In Beispiel 3.5.9 hatten wir elliptische Kurven, gegeben als Null-
stellenmenge von Grad 3 Polynomgleichungen in zwei Variablen,
kennengelernt. Wir hatten in geometrischer Weise den Punkten
einer elliptischen Kurve die Struktur einer abelschen Gruppe ge-
geben (wobei noch die Punkte im Unendlichen hinzugefiigt wer-
den miissen, d.h. die Kurve liegt eigentlich im projektiven Raum
IP?). Abbildung 3.4 zeigt eine elliptische Kurve E (R) in der Ebe-

245
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a2 4 o 1 2 3

Abbildung 7.1: Elliptische Kurve iiber F;

ne R2 und Abbildung 3.5 die Konstruktion der Summe von zwei
Punkten.

Ebenso konnen wir eine kubische Gleichung in F, [z,y] be-
trachten und erhalten eine elliptische Kurve £ (IF,) in F2, also
eine endliche abelsche Gruppe.

Man kann zeigen, dass sich (fiir p > 5) in geeigneten Koordi-
naten jede Kurve als

E(F,) = {(z,y) €F; | f (2,y) =0} u{O}
schreiben ldasst mit einem Polynom
f= (x3+a'x+b)—y2€]Fp[x,y]

mit 4a3+27b? + 0 und dem Punkt im Unendlichen O, der auf jeder
Geraden parallel zur y-Achse liegt und das neutrale Element der
Gruppenverkniipfung ist.

In Abbildung 7.1 sind in schwarz die Punkte der Kurve

23 -2 +1-9y%=0
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iber F; markiert (wobei y nach oben aufgetragen ist). Weiter
sind in grau die Punkte der Geraden

r-2y-1=0

durch zwei Punkte P, Q € E (IF7) eingezeichnet. Die Summe P+Q)
erhdlt man als Reflektion des dritten Schnittpunkts — (P + Q)
der Geraden mit der Kurve.

Man beachte: Lost man die lineare Geradengleichung nach
einer Variablen auf, z.B.

r=2y+1

und setzt diese in f ein, erhélt man ein Polynom von Grad 3 in
einer Variablen

4y’ +2y=0
das 3 Nullstellen y = 0,1,2 entsprechend den 3 Schnittpunkten
besitzt (mit Vielfachheit und projektiv). Diese Aussage wird (all-
gemeiner) auch als der Satz von Bezout bezeichnet.

Als Anwendung kann man zum Beispiel in Public-Key Krypto-
systemen statt Fx eine Gruppe E (FF,) verwenden, was in der
Praxis bei gleicher Sicherheit zu wesentlich kiirzeren Schliisseln
fithrt. Es gibt auch ein Analogon zur Pollard-Faktorisierung. In
diesem Zusammenhang ist es natiirlich von Interesse, die Grup-
penordnung, d.h. die Anzahl der Punkte von E (F,), zu bestim-
men. Um die Punkte zu zédhlen, miissen wir also entscheiden, ob
3 +a-x+b fir gegebenes z € F), ein Quadrat ist:

Definition 7.2.1 Seip eine ungerade Primzahl. Das Legendre-
Symbol ist fiir a € 7 definiert durch

. 2
a 1 fir ace (F;) ,
(5) =\ -1 fiir geF;\(IF;)
0 fir a=0dh.p|a

Dabet bezeichnet (IF;)Z = {62 |ae ]F;} die Untergruppe der Qua-
drate.
Wir kénnen dquivalent auch schreiben

a 1 fir x?=amodp losbar und p + a
(—) =< -1 fir x?=amodp nicht losbar
0 fir a=0dh pla
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Im Fall ( ) =1 heifit a quadratischer Rest modulo p.

»
Bemerkung 7.2.2 Fiir p =2 ist die Gleichung

22 = amod?2

immer losbar (mit x = 0 fir 2 | a bzw. x = 1 fir 2 + a, denn
-1=1¢ ]FQ)

Zuriick zu der elliptischen Kurve: Mit dem Legendre-Symbol
gilt fiir gegebenes z € I,

1 < es gibt 2 Punkte (z,-) € E(F,)
=4 -1 < esgibt 0 Punkte (z,-) € E(F))

($3 +a-x+ b)
0 < esgibt 1 Punkte (z,-) € E(F))

p

das heifit, es existieren genau

(x3+a-w+b)
TR P
p

Punkte der Form (z,-) € E(F,). Summieren liefert folgenden
Satz (wobei wir den unendlich fernen Punkt O nicht vergessen
diirfen):

Satz 7.2.3 Auf der elliptischen Kurve
E(F,) ={(z,y) eFo|2® +a-z+b=y*} u{O}

gibt es genau

|E(]Fp)|:p+1+ Z

zelFy

>+a-r+b
=5
Punkte.
Mit dieser Formel sehen wir sofort
1<|E(F,)|<2p+1
Praziser gilt folgender Satz (den wir hier nicht beweisen kénnen):
Satz 7.2.4 (Hasse) Fiir eine elliptische Kurve E (F,) gilt
p+1-2/p<|E(F,)|<p+1+2/p

Man kann zeigen, dass alle moglichen Werte auch tatséchlich
angenommen werden.
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7.3 Das Legendre-Symbol

Wir wollen uns nun mit der Berechnung des Legendre-Symbols
beschéftigen, zunéchst einige offensichtliche, aber sehr niitzliche
Rechenregeln:

Bemerkung 7.3.1 Fliir p ungerade prim und a,b e Z qilt

1) (%) = (g) falls a = bmod p

Das heifst, wir kénnen a modulo p reduzieren.

2) (%) = (%) falls p + a.

Das heifst, wir kénnen Quadrate streichen.

Beweis. Die Aussage (1) ist klar. Zu (2): Fiir p | b sind beide
Seiten 0, sonst

@b e (IF;)2 < be (F;)z

denn a@” ¢ (IF;)2. »

Der folgende Satz erlaubt es, das Legendre-Symbol mittels
Potenzieren modulo p zu berechnen, und gibt somit eine schnelle
Methode, um mit dem Computer (%) auszuwerten. Ein weiteres
Verfahren werden wir in Ubung 7.3 kennenlernen.

Satz 7.3.2 (Euler-Kriterium) Sei p eine ungerade Primzahl
und a € Z. Dann gilt

a7 = (E) mod p
p

-

Beweis. Die Behauptung ist klar, wenn p | a. Wenn ggT (a,p) =
1 ist, dann gibt der kleine Satz von Fermat

insbesondere

a’t = 1modp

also
p=1
2

a2 =+lmodp
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denn 1 und -1 sind die beiden Nullstellen von 22 - 1 € F, [x].
Wir untersuchen noch, wann der Wert 1 oder —1 angenom-
men wird:
Sei g € Iy ein zyklischer Erzeuger. Dann

(9) =-1 <= ael} ist kein Quadrat

p
¢***! ist eine ungerade Potenz

Sl

-1
1 P
B 2

R——
— el (g2k+1) _ gk(p—l)#%1 _ g% -1

S]

]
Praktisch kann man @z mod p durch Potenzieren modulo p
sehr schnell auswerten. Aus Satz 7.3.2 erhalten wir sofort:

Corollar 7.3.3 Sei p eine ungerade Primzahl. Fir alle a,b € Z

-

(Man beachte, dass die Aussage fiir p | ab klar ist). Dies
kénnen wir auch wie folgt formulieren:

Bemerkung 7.3.4 Sind a und b quadratische Reste modulo p,
dann auch a-b.

Ist a ein quadratischer Rest und b ein Nichtrest, dann st
auch a-b ein Nichtrest.

Angenommen p teilt a und b nicht. Sind a und b Nichtreste,
dann st a-b ein quadratischer Rest.

Mit Corollar 7.3.3 sehen wir nochmals Bemerkung 7.3.1(2).
Weiter folgt auch:

Corollar 7.3.5 Die Abbildung
F; - {-1,+1}

= )
a = |-
p

2

i1st ein Gruppenhomomorphismus mit Kern (IF;) d.h.

* * 2 ~
Fr/(F;)" = {-1,+1}
Entsprechend den Nebenklassen (siehe Satz 2.2.35) gibt es also
jeweils genau ’%1 Quadrate und Nichtquadrate.
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Fiir die Berechnung des Legendre-Symbols (insbesondere von
Hand) sind folgende Sétze niitzlich, die auf Euler und Gauf
zuriickgehen:

Satz 7.3.6 (Quadratisches Reziprozititsgesetz) 1) Sind
p und q ungerade Primzahlen, dann gilt

(5= )

2) Ist p eine ungerade Primzahl, dann

B-co®

Daraus ergibt sich durch iteratives Anwenden (und Corollar
7.3.3) ein Algorithmus zur Berechnung des Legendre-Symbols,
den wir vor dem Beweis zunéchst erproben:

Beispiel 7.3.7 Wir wollen entscheiden, ob
2? = 55mod 103

eine Losung hat. Dies ist der Fall, denn
103/ \103) \103)  \ 5 J\11
()66
R GYAVEV AR CYAVE
:_(2):1
3

102-10

(da (—1)%2.4 =1 und (-1)"* =-1). Zur Berechnung haben wir
Bemerkung 7.5.1 und Satz 7.5.6 verwendet.

Da fiir grole Zahlen Primfaktorisierung aufwéndig ist, fithrt
man eine zusammengesetzte Version des Legendre-Symbols ein:

Definition 7.3.8 Sein =p;-...-p, eine ungerade zusammenge-
setzte Zahl mit p; prim und a € Z. Dann bezeichnet man

(5)-116)

als das Jacobi-Symbol.
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Fiir n prim ist das Jacobi-Symbol natiirlich das Legendre-
Symbol.

Bemerkung 7.3.9 Ist n ungerade prim, dann gilt

(ﬂ) = -1 < 2?2 = amodn nicht lésbar
n

Fiir n zusammengesetzt ist Vorsicht geboten: Sei

(-6
(2)--

2% = amod p;

und einer der Faktoren

Dann ist

nicht losbar, also erst recht die Gleichung
2? =amodn

nicht losbar (denn eine Lésung modulo n ist auch eine modulo
pi). Insbesondere gilt

(ﬂ) = -1 = 22 = amodn nicht lésbar
n

Finden Sie als Ubung a und p, ¢ prim mit

(9-0)--

also (piq) =1 und a kein Quadrat modulo p-q.

Bemerkung 7.3.10 Aus den entsprechenden Formeln fir das
Legendre-Symbol folgt sofort

(ﬂ) = (é) falls a = bmodn

n n

- ()

und
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Auch fiir das Jacobi-Symbol gilt Satz 7.3.6:

Corollar 7.3.11 Sind a,b> 0 ungerade, dann

(-0 ()
-

Beweis. Sind a=py-...-p, und b=¢q; - ... - ¢5, dann

(5)-T1(2)-men™ 7 (2) - o= ()

2V}

und

wobel wir fiir die letzte Gleichheit noch
(p rl) (a=1)(b-1)
4

H( n—+ =D

zeigen miissen (wenn a und b einen gemeinsamen Faktor haben,
ist die Aussage klar). Einerseits ist

(_1)%(%’1)_ -1 fiir p;=¢g; =3mod4
B 1 fir p;=1mod4 oder ¢; = 1mod4

also
(pi- 1) ) 1 falls @ und b eine ungerade Zahl
H (-1) von Faktoren = 3mod4 haben
1  sonst

Andererseits gilt in (Z/4)" = {1,3}, dass 3" =1 vk, also
a = 3mod4 < a hat eine ungerade Zahl von Faktoren = 3mod4

und somit folgt die Gleichheit.
Der Beweis des zweiten Teils funktioniert analog. m

Bemerkung 7.3.12 Damit erhalten wir einen schnellen Algo-
rithmus um (%) zu berechnen:
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1) Mit Bemerkung 7.3.10 erreicht man a < b.

2) Fiir a gerade zerlegen wir

(-6 6
) \b) \b
3) Mit Corollar 7.5.11(2) bestimme (2).

b

4) Auf (g) wenden wir das quadratische Reziprozititsgesetz
aus Corollar 7.3.11(1) an und iterieren den Prozess.

Beispiel 7.3.13 Damit berechnen wir nochmals (einfacher)
() () --(3)(5) )
103/ \55/)  \55)  \55/ \55
(5)-6)
= _— = _ :1
3 3

Beachte 1 =1-1 st immer ein Quadrat.

7.4 Beweis des quadratischen Rezipro-
zititsgesetzes

Wir zeigen nun Satz 7.3.6.

1) Sind p und g ungerade Primzahlen, dann gilt

(5= )

2) Ist p eine ungerade Primzahl, dann

B-co®

Beweis. Zunichst zur Aussage (2): Setze

sonst

n2-
f(n):= { (—1)Tl fiir n ungerade
0
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f(p) = (%)

Die Einheitengruppe IF;2 von [F 2 ist nach Satz 6.8.8 zyklisch.
Schreiben wir p=2-k+ 1, dann

255
Wir wollen

fiir p prim zeigen.

PP-1=2-k+1)°-1=4-k-(k+1)

Da k oder k + 1 gerade ist, teilt 8 | (p? — 1) und somit enthélt
IE‘;Q nach Satz 5.4.6 eine zyklische Untergruppe (£) der Ordnung
()] = 8.

Wir betrachen nun die sogenannte Gaulsumme

7
G:zz)f(j)fj=€—53—€5+€7
Wegen &4 = -1 ist
G=2(¢-¢6%)

und

G?=4(-2¢"+¢5)=4-2=8%0eF,cFp
Damit muss aber auch

G:#OE]FPQ

sein.

Wir schreiben nun GP auf zwei verschiedene Weisen als Viel-
faches von G:

e Mit dem Satz von Euler gilt

also
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e Andererseits ist der Frobenius ein Homomorphismus, d.h.
(x+y)’ =aP +yP in Fpe, also

7 7
G = Z(:)f(j)pé’j'p = ng(j)ﬁ”’

(letzteres, da p ungerade). Fiir j ungerade gilt

(p)2-1

f(p]) _ (—1) 8 o M: ) (j2—1)%=
010 oy Y (-1) 1

und (da f nur Werte +1 annimmt) auch f(j) = f(p) -
f (p7). Damit ist

Gp:f(p)-if(j-p)ff'p=f(p)G

da f(a) = f(b), wenn a = bmod 8.

Beide Rechnungen zusammen liefern
2)

== f p elF 2

(3)=rmer,

also auch

(2) =f(p)eZ
p
|
Beweis. Wir zeigen nun (1):
Dazu betrachten wir [, fiir r = ¢ — 1. Mit dem kleinen Satz
von Fermat gilt
p" =1modgq

also q | (p" - 1). Da Iy, zyklisch der Ordnung p” - 1 ist, enthélt
% eine Untergruppe (£) der Ordnung g.
Wir untersuchen jetzt GP fiir die Gaufisumme

SDEEMIRE

Angenommen es ist schon gezeigt, dass

G2=(-1)7 q#0€F,
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Man berechnet wieder GP auf zwei verschiedene Weisen:

Gr=(6*)"7 G=((-1)7q) " -G
:(_1)W.(g).g
p

p=l p;
2

Andererseits:

oS (e (5 (2)

da (5) - (g) fiir @ = bmod g.
Bleibt noch

j q
IERSe e ()5

q /1 \q/ =3
Bei (i) haben wir verwendet, dass
Zq~Zlq, k= jk

bijektiv ist, da ¢ prim. Die Gleichheit (4i) gilt, da es in F ge-
nauso viele Quadrate wie Nichtquadrate gibt, also

(o)

k=1 \d

Da & # 1, folgt aus

g-1
0=¢-1=(£-1)- 3¢
5=0
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dass Z?;é &1 =0 also
qz_%gj(l_k) _ 0 fU.I' k * 1
frc g fir k=1

und somit

-0 () oo

7.5 Ubungen

Ubung 7.1 Bestimmen Sie das Jacobisymbol
455
(2)
und entscheiden Sie, ob die Gleichung x? = 455 mod 1236 ldsbar
ist. Beachten Sie: 1236 =22 -3-103.

Ubung 7.2 1) Berechnen Sie per Hand:
() () (i) (3)
97)7 \389)° 11 )7 \7

(g)_{ 1 falls p=1,11 mod 12 }

2) Zeigen Sie

P -1 falls p=5,7 mod 12

3) Zeigen Sie
(—_3)_ 1 falls p=1mod3
p) | -1 falls p=-1mod3
Ubung 7.3 Sei p eine ungerade Primzahl und

-1 -1 -1 -1
IR LB
2 2 2 2
Zu jedem a € Z mit p + a gibt es genau ein s € S mit a = smod p.
Ist a € Z mit p + a, dann sind €, und s, firn = 1,.., 22

“ey T
definiert durch

1,1, ...

na = €,S, modp

mit s, €S, s, >0 und €, € {1,-1}.
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1) Bestimmen Sie 1, ...,e5 und sy, ..., 85 fir p=11 und a = 2.

a
]—) =&1" ... '8(1)—1)/2

3) Implementieren Sie damit die Berechnung des Legendre-
Symbols, und erproben Sie Ihr Programm an den Beispielen
aus Ubung 7.2.

2) Zeigen Sie:
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Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal

8.1 Ubersicht

Bereits den alten Griechen waren die Konstruktionen des re-
gelméafigen n-Ecks fiir n = 3,4,5,6 mit Zirkel und Lineal be-
kannt.

Abbildung 2.26 zeigt die Konstruktion des regelméfliigen 5-
Ecks: Zunéchst konstruieren wir zueinander senkrechte Geraden
[ und m durch den Mittelpunkt eines Kreises. Dann halbieren
wir einen Radius, erhalten den Punkt (), vierteln einen dazu
senkrechten Radius und erhalten den Punkt P. Der Kreis mit
Mittelpunkt P durch @) schneidet [ im Punkt R. Ebenso schnei-
det eine Diagonale im 5-Eck dann [ orthogonal in R. Siehe auch
Ubung 8.1.

Ob sich auch das regelméflige 7-Eck so konstruieren lésst,
blieb offen. Wir werden diese Frage in Ubung 8.6 mit nein be-
antworten. Andere klassische Probleme sind die Dreiteilung eines
Winkels, die Verdoppelung des Wiirfels und die Quadratur des
Kreises.

Um diese Fragestellungen in die Algebra zu iibersetzen, iden-
tifiziert man die Punkte der Ebene (z, %) € R? mit den komplexen
Zahlen x +17-y € C.

260
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N
DAY,

/
N

dh
=\

2 (D

Abbildung 8.1: Konstruktion des regelméafligen 5-Ecks

8.2 Elementare Konstruktionsschritte
Zu zwei Punkten p, g € C bezeichne pq die Gerade durch p und
q. Fiir p e C sei K (p,r) der Kreis mit Radius r um p.

Definition 8.2.1 Fiir eine Teilmenge M c C definieren wir nun
die elementaren Konstruktionsschritte, bei denen wir M
durch M u S ersetzen, wobei:

Typ I. Fiir pi,qi,p2,q2 € M mit p1 # q1, p2 # g2 und Diqy # P2q2
S =pi1qi ND2q2
Typ I1. Fiir p,p1,q1,p2,q2,€ M mit p1 # q
S=piqin K(P, HP2 —Q2H)
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P,
P, D, o
i
q
1 q2 q1 0!
*e—o
p1.—0 q1 p2 q2

P, *q,

Abbildung 8.2: Elementare Konstruktionsschritte

Typ I11. Fiir p,q,p1,q1,p2,q92 € M mit p#q
S=K(p,|pi-al) K (q,|p2—al)

Siehe dazu auch Abbildung 8.2. In einem elementaren Kon-
struktionsschritt vergroflert sich M hochstens um 2 Punkte.

Definition 8.2.2 Fiir eine beliebige Teilmenge M c C definieren
wir Kon (M) als die Menge aller z € C, zu denen es ein n € N
und eine Kette

M= MycM,c..cM,cM,cC

von Teilmengen gibt mit z € M,,, wober M; aus M;_y fir alle j
durch einen elementaren Konstruktionsschritt entsteht. Wir be-
zeichnen Kon (M) als die Menge der aus M mit Zirkel und
Lineal konstruierbaren Punkte.

Um elementare Konstruktionsschritte anwenden zu konnen,
muss M wenigstens zwei Punkte enthalten, ohne Einschréankung
im Folgenden 0,1 € M.

Satz 8.2.3 Sei M c C mit 0,1 € M. Dann ist Kon (M) c C ein
Unterkorper.

Zum Beweis sieche Ubung 8.2.
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Abbildung 8.3: Konstruktion des komplex Konjugierten

Bemerkung 8.2.4 Mit der Konstruktion in Abbildung 8.5 se-
hen wir
zeKon (M) <7z e Kon (M)

also
zeKon(M) < Re(z) e Kon(M) und Im(z) e Kon (M)

Bemerkung 8.2.5 Die oben genannten Fragestellungen lassen
sich dann wie folgt umformulieren:

1) Konstruktion des n-Ecks
e’n e Kon ({0,1})
2) Dreiteilung des Winkels ¢
€5 e Kon ({O, 1, ew})
3) Verdoppelung des Wiirfels
V2 eKon ({0,1})
4) Quadratur des Kreises

V7 eKon ({0,1})
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Um die Losbarkeit dieser Konstruktionsaufgaben zu entschei-
den, verwenden wir die Theorie von algebraischen Korpererweiterungen.

Satz 8.2.6 Sei M c C eine Teilmenge und z € Kon (M). Dann
ist die Korpererweiterung Q (M) c Q (M, z) algebraisch und

[Q(M,2): Q(M)] =2

eine 2-er Potenz.

Beweis. Ohne Einschrankung {0,1,7} ¢ M. Sei

M=MycM,c..cM,

eine Sequenz von elementaren Konstruktionsschritten mit

zeM,

Betrachte den Schritt M, ¢ M., q:

Typ I.

Typ I1.

Typ IT1.

Die Koordinaten Re (P) und Im (P) des Schnittpunkts P
der beiden Geraden erhélt man durch ein lineares Glei-
chungssystem iiber Q (M), also Q (M) = Q (Myy1).

Auflosen und Einsetzen der Geradengleichung in die Kreis-
gleichung liefert eine quadratische Gleichung f € Q (M) [z]
fir den Realteil (oder den Imaginérteil) der beiden Schnitt-
punkte. Ist f reduzibel, dann Q (My,1) = Q (M), anderen-

falls Q (My,1) 2 Q (M) []/ (f), also
[Q (Mk+1) : Q (Mk)] =2

Die Schnittpunkte der beiden Kreise mit Mittelpunkten
a; +1-b; € M}, und Radius r; € M}, sind durch das System

(z - a1)2 +(y - b1)2 =]
(x-a2)"+(y-bs)" =13
gegeben, dquivalent durch
(z - a1)2 +(y - 51)2 =77
2(a; —ag) - x+2(by—by)-y=7r2-ri+a?+b?-a3- b3

Da (a1,b1) # (ag,by), sind wir wieder in Fall 1.
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|

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konstruierbarkeit von z
aus M konnen wir hier nicht herleiten, dies ist Gegenstand der
Galoistheorie (in Verallgemeinerung dessen, was wir in Abschnitt
6.8.5 fiir endliche Kérper gelernt haben). Siehe auch Ubungsaufgabe
8.5.

Corollar 8.2.7 Die Verdoppelung des Wiirfels mit Zirkel und
Lineal, d.h. Konstruktion von /2 aus {0,1} ist nicht méglich.

Beweis. Das Minimalpolynom von a = ¥/2 iiber Q ist
me =1° -2 €Q[z]

denn es hat Grad 3 und genau die reelle Nullstelle a ¢ Q, ist also
irreduzibel. Somit gilt

[Q[V2]: @] =3
Wire a konstruierbar, dann gébe es eine Korpererweiterung
QcQ[V2]cK
mit
[K:Q]=2"
ein Widerspruch zum Gradsatz 6.2.4, da 34+ 2". m

Fiir viele weitere Beispiele benttigt man ein tragfahiges Irre-
duzibilitatskriterium:

8.3 Irreduzibilitiat iiber dem Quotien-

tenkoOrper

Die folgenden Argumente funktionieren véllig analog iiber ei-
nem beliebigen faktoriellen Ring R und seinem Quotientenkorper
@ (R). Um den Blick auf das Wesentliche nicht zu verstellen,
beschrinken wir uns im Folgenden auf den Fall R = Z, d.h.
Q(R)=Q.

Zunéchst bemerken wir, dass jedes a € Q eine eindeutige Dar-

stellung
a=¢c- Hp primpep(a)
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besitzt mit e, € Z, nur endlich viele ungleich 0, und € € Z* =
{-1,+1}. Es gilt offenbar

a€Z < e,(a)>0 Yp prim

und fiir alle a,b e Q

ep(a-b) =ey(a)+ep(b)

Fir f=aqz?+ ...+ ap € Q[x] sei

e, (f) =min (e, (aq),....e, (ap))

also
feZ[z] < e,(f) >0 VYp prim

Analog zu der Formel fiir Q haben wir auch fiir Polynome:
Lemma 8.3.1 (GauBl) Sind fi, fo € Q[x] und p prim, dann

ep (f1- fo) = ¢, (f1) + e (fo)

Beweis. Seien f1, fo # 0, anderenfalls ist die Aussage klar. Fiir
f1 € Q gilt die Behauptung ebenfalls, denn mit fy = agz®+...+ag €

Q[x] ist

ep (f1- f2) =min (e, (f1) +ep(aa), .., ep (f1) + e, (ao))
=¢€p (fr)+ €p (f2)

Wir konnen also f; mit einer Konstanten in Q* = Q\ {0} multi-
plizieren und damit erreichen, dass alle Koeffizienten in Z liegen
und teilerfremd sind, also e, (f;) =0.

Damit miissen wir nur zeigen: Sind f1, f> € Z [x] mit e, (f1) =

e, (f2) =0, dann e, (f1- f2) = 0.

Durch ¢ : Z - F, wird ein Homomorphismus
p:L[z] > Fyla], &(Tihowa') = Tiop (@)’
induziert (siehe auch Ubung 8.4) und

kerp = {f e Z[x]|e, (f) >0}
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Somit folgt aus der Voraussetzung e, (f;) = 0, dass ¢ (fi;) # 0.
Also verschwindet auch das Produkt

0@ (f1) ¢ (f2) =2 (f1-f2)

nicht (denn IF,, [x] ist ein Integritétsring, siche Beispiel 3.4.4) und
damit wiederum

ep(fi-f2) =0
(man beachte e, (f1- f2) 20, da fi- freZ[x]). =
Definition 8.3.2 Ein Polynom

Ty t+ageZ[x]

f=agx?+ag_1x
heifit primaitiv, wenn
ggT (Cld, ey CL(]) =1

dquivalent, wenn e, (f) =0 fir alle p prim.
Beispielsweise sind normierte Polynome (d.h. ag = 1) primitiv.

Satz 8.3.3 (GauBl) Ist f € Z[x] primitiv, dann gilt
feZ[x] irreduzibel < f e Q[x] irreduzibel

Beweis. Fiir ein primitives Polynom ist < klar, fiir die Umkeh-
rung: Sei f = g1 - go mit g; € Q[x]. Durch Multiplikation von ¢;
mit einer Konstanten in Q (und teilen von g durch diese Kon-
stante) konnen wir annehmen, dass ¢, € Z[z] primitiv ist, d.h.
ey (91) =0 Vp prim. Mit Lemma 8.3.1 und e, (f) = 0 also auch

ep(92) = ep (f) =€y (91) = 0

fiir alle p prim und damit g € Z[z]. m

Beispiel 8.3.4 Sein € N kein Quadrat in Z. Dann ist 22 —n €
Z [x] irreduzibel, also auch irreduzibel in Q[z], und somit

Vn¢Q
rrational.

Der Satz 3.7.13 von Gauf folgt aus Satz 8.3.3 (wenn man
dort Z durch einen allgemeinen faktoriellen Ring ersetzt), siche
dazu Ubung 8.3.
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8.4 Nicht-Konstruierbarkeit des 9-Ecks

Satz 8.4.1 Die Konstruktion eines regelmdafsigen 9-Ecks mit Zir-
kel und Lineal ist nicht maglich.

Beweis. Mit Bemerkung 8.2.4 ist €?7/? konstruierbar aus {0, 1}
genau dann, wenn

a = 627ri/9 + e—27ri/9 = 2Re (627ri/9)

konstruierbar ist, siehe Abbildung 8.4. Es gilt

-1/2

Abbildung 8.4: Regelméfiges 9-Eck

4B = 213 4 30279 4 3-2mi[9 | =2mi3
=3a-1
Das entsprechende Polynom
f=a*-3z+1

ist irreduzibel in Z [x]: Angenommen

f:x3—3x+1=(cl~x+co)(d2-x2+d1-x+do)

= C1d2 ‘I2 + ...+ Codo
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dann ¢; | 1 in Z, also
cie{-1,+1}

Da aber -2 € {-1,+1} keine Nullstelle von f ist, folgt f irredu-
zibel in Z [x] und mit Satz 8.3.3 auch irreduzibel in Q [x].
Somit ist f =m, das Minimalpolynom von a, und es gilt

[Q(a): Q] =deg f=3

also ist a nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. m
Insbesondere sehen wir auch, dass die Dreiteilung des 120°-
Winkels im gleichseitigen Dreieck mit Zirkel und Lineal nicht
moglich ist.
Siehe auch Ubungsaufgabe 8.6 zum 7-Eck.

8.5 Ubungen

Ubung 8.1 Konstruieren Sie mit Zirkel und Lineal das regelmifige
3,4,5 und 6-Eck, und zeigen Sie die Korrektheit Ihres Verfah-

Tens.

Ubung 8.2 Sei M c C eine endliche Teilmenge mit {0,1} ¢ M.
Zeigen Sie:

1) Die Menge Kon (M) c C der aus M mit Zirkel und Lineal
konstruierbaren Punkte bildet einen Unterkdrper, d.h. sind
a,beKon (M), a+0 dann auch

a+b, -b, a-b, 1eKon(M)
a

2) Kon (M) ist quadratisch abgeschlossen, d.h. mit a = r-e™ €
Kon (M) ist auch \/a = /T -¢e*¥/?> e Kon (M).

Ubung 8.3 Zeigen Sie den Satz von Gauf: Sei R ein Inte-
gritdatsring. Dann gilt

R faktoriell < R[z] faktoriell
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Ubung 8.4 1) Seip: R — S ein Homomorphismus von fak-
toriellen Ringen und

p:Rx] > S[x]
P (Zfzoaixi) = Z?:o‘%’ (a;) '
der induzierte Homomorphismus von Polynomringen. Sei

feR[x] mitdegp (f) =deg f >0 ein primitives Polynom.
Zeigen Sie:

Ist f irreduzibel in S [z], dann auch in R|[x].

2) Sei f € Z[x] und p eine Primzahl, die den Leitkoeffizienten
von f nicht teilt. Zeigen Sie:

Ist f irreduzibel in Z[p[x], dann auch in Q[z].

Ubung 8.5 Sei
f=at+2+1eQx]

1) Zeigen Sie, dass f keine reelle Nullstelle hat und tiber Q
wrreduzibel ist.

2) Sei ~
f=(x-a)(z-a)(z-b)(z-b)eC[x]
die Zerlegung von f in Linearfaktoren in C[x]. Zeigen Sie,
dass vy = aa + bb eine Nullstelle von x3 — 4x — 1 ist.

3) Zeigen Sie, dass a,a, b,b nicht mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar sind, jedoch

[Q(a): Q)= [Q@: Q] = [Q) : Q] = [Q(F): Q] = 2*
Ubung 8.6 Sei
0 = 2™l 4 o277 Z 9Re (62m'/7)

und
f=a3+22-22-1

Zeigen Sie:
1) a ist eine Nullstelle von p.
2) f ist irreduzibel in Q [x].

3) Das regulire 7-Eck lisst sich nicht mit Zirkel und Lineal
aus {0,1} konstruieren.
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