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Aufgabe 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A,B nichtleere kompakte Teilmengen
von X. Für a ∈ A ist

d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b)

d(A,B) = sup
a∈A

d(a,B)

Zeigen Sie, dass

dH(A,B) := max(d(A,B), d(B,A))

eine Metrik auf dem Raum KX := {Y ⊂ X | Y kompakt} definiert.

Aufgabe 2. Der sogenannte Whitney-Umbrella ist das Bild der Abbildung

φ : R2 → R3, (r, y) 7→ (r2, y, ry).

(1) In welchen Punkten ist φ regulär?
(2) Zeigen Sie, dass φ(R2) ⊂ N0(f), wobei

f : R3 → R, (x, y, z) 7→ z2 − xy2.

(3) In welchen Punkten von N0(f) lässt sich der Satz über implizite Funktionen anwenden?
Worin besteht der Unterschied zu (1)?

Aufgabe 3. Sei Sn =
{

(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1
∣∣ ∑n+1

i=1 x
2
i = 1

}
. Wir betrachten die Abbil-

dung

η : R4 → R3, (x1, x2, x3, x4) 7→ (y1, y2, y3)

wobei

y1 = 2(x1x3 + x2x4)

y2 = 2(x2x3 − x1x4)
y3 = x21 + x22 − x23 − x24

(1) Zeigen Sie, dass η eine Abbildung h := η|S3 : S3 → S2 induziert, mit anderen Worten
h(S3) ⊂ S2.
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(2) Sei (y1, y2, y3) ∈ S2. Zeigen Sie, dass die Matrix

M =


0 y3 − 1 y2 y1

−y3 + 1 0 −y1 y2
−y2 y1 0 −y3 − 1
−y1 −y2 y3 + 1 0


Rang 2 hat. Zeigen Sie ferner, dass

M ·


x1
x2
x3
x4

 = 0

für alle ((x1, x2, x3, x4), (y1, y2, y3)) ∈ Γh gilt, wobei Γh den Graf von h bezeichnet.
(3) Folgern Sie, dass h surjektiv ist und h−1(y) = S3 ∩ V ∼= S1 für ein V ∼= R2.

Aufgabe 4.

(a) Bestimmen Sie die kürzeste Entfernung der Kurve x2 + 8xy + 7y2 = 225 zum Ur-
sprung.

(b) Sei M = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x2 + 3y2 + 6z2 = 1} und sei

f : R3 → R, (x, y, z) 7→ y2 + 4z2 − 4yz − 2xz − 2xy.

Entscheiden Sie, ob minh(M) und maxh(M) existieren. Wenn ja, an welchen Stellen
in M werden diese Werte angenommen?
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