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Aufgabe 1. Sei (X, d) ein vollständiger metrischer Raum und seien f, g : X → X zwei
kontrahierende Abbildungen. Zeigen Sie, dass f ◦ g ebenfalls kontrahierend ist.

Aufgabe 2. Sei C[a, b] der Vektorraum aller stetiger Funktionen auf dem Intervall [a, b]
mit der Supremumsnorm ||.||∞. Sei X = {f ∈ C[a, b] | ||f ||∞ ≤ 4}. Zeigen Sie, dass X
abgeschlossen und beschränkt, aber nicht kompakt ist.

Aufgabe 3. Sei f : R2 → R gegeben durch f(x, y) = x3y3

x2+y2
für (x, y) 6= (0, 0) und

f(0, 0) = 0. Untersuchen Sie f auf Stetigkeit, partielle Differentierbarkeit und totale Diffe-
renzierbarkeit.

Aufgabe 4. Sei U ⊂ Rn konvex. Zeigen Sie, dass zu jeder Funktion f ∈ Ck(U) mit k ∈ N>0

Funktionen f1, . . . , fn ∈ Ck−1(U) existieren mit

f(x)− f(0) =
r∑
i=1

xifi(x)

für alle x = (x1, . . . , xn) ∈ U .

Aufgabe 5. Seien a, c > 0. Berechnen Sie die Bogenlängen der beiden Kurven

f :

[
π

3
,
2π

3

]
→ R2, t 7→ (t, ln(sin(t)))

g : [0, a]→ R3, t 7→ (
1

2
t2,

2

3
t3,

1

2
t4)

Aufgabe 6. Seien f : R2 → R, (x, y) 7→ x3 − 3xy2 und M := {(x, y) ∈ R2 | x2 + 2y2 ≤ 3}.
Zeigen Sie, dass min f(M) und max f(M) existieren und berechnen Sie alle Punkte, in denen
f ihr Minimum bzw. Maximum annimmt.

Aufgabe 7. Sei X =

{(
x y
0 z

) ∣∣∣∣ x2 + y2 + z2 = 1

}
. Finden Sie die Extremstellen der Funk-

tion

det : X → X, A 7→ det(A).
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Aufgabe 8. Sei U ⊂ Rn offen und sei f ∈ C1(U,Rn) eine Abbildung so, dass Df(x) für
alle x ∈ U invertierbar ist. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f ist offen, d.h. f(V ) ⊂ Rn ist offen für alle V ⊂ U offen.
(b) Die Funktion U → R, x 7→ ||f(x)|| besitzt kein Maximum.
(c) Ist U beschränkt und f stetig auf U fortsetzbar, so besitzt die Funktion

U → R, x 7→ ||f(x)||
ein Maximum und dieses wird auf ∂U angenommen.

Aufgabe 9. Sei φ : R→ R eine stetig differenzierbare Funktion mit ϕ′(t) > 0 für alle t ∈ R.
Die Funktion f : R2 → R sei gegeben durch

f(x, y) :=

∫ x2+y2+1

x2+y2
ϕ(t) dt.

(1) Zeigen Sie, dass f zweimal stetig partiell differenzierbar ist und berechnen Sie den
Gardienten und die Hesse-Matrix von f

(2) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f .

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die Funktion f(x, y) = xexy − 1 lokal um (x0, y0) = (1, 0)
nach y, durch x 7→ g(x), auflösbar ist und berechnen Sie g′(1).

Aufgabe 11. Sei

f : R2 → R2, (x, y) 7→ x+ y2 + 2yx2 + x4, y + x2

Zeigen Sie, dass die Abbildung f offen ist (vgl. Aufgabe 8).

Aufgabe 12. Sei f : [a, b]× [c, d]→ R stetig.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion

F : [a, b]× [c, d]→ R, (z, y) 7→
∫ z

a

f(x, y) dx

stetig ist.
(b) Ist f stetig partiell differenzierbar in y und ist die Abbildung φ : [c, d]→ R differen-

zierbar mit Im(φ) ⊂ [a, b], so ist die Funktion

G : [c, d]→ R, y 7→
∫ φ(y)

a

f(x, y) dx

differenzierbar mit

G′(y) = f(φ(y), y)φ′(y) +

∫ φ(y)

a

∂f

∂y
(x, y) dx

für alle y ∈ [c, d].

Aufgabe 13. Berechnen Sie ∫
∆

f(x, y) d(x, y)

mit f(x, y) = e−
y2

2 und ∆ = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ y ≤ 1}.

Aufgabe 14. Lösen Sie die folgenden Differentialgleichungen

(a) y′ = y2 sin(x) mit y(0) = 1
(b) (x− 1)y′ = 2y mit y(0) = 3
(c) y′ = −xey mit y(0) = −2
(d) xy + (x+ 2)y′ = 0 mit y(0) = 1
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Aufgabe 15. Lösen Sie die folgenden Differentialgleichungen

(a) y′ − 3y = xe4x mit y(1) = 0
(b) y′ = − y

x
+ 1 mit y(2) = 3
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Aufgabe 16. Sei

J =


λ 1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . .

...
. . . . . . 0

...
. . . 1

0 · · · 0 λ

 ∈ Rr×r

ein Jordanblock.

(a) Zeigen Sie

Jn =



λn
(
n
1

)
λn−1 . . . . . .

(
n
r

)
λn−r

0
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

...
. . .

(
n
1

)
λn−1

0 . . . . . . 0 λn


(b) Zeigen Sie

exp(Jt) =



eλt teλt . . . . . . tr−1eλt

0
. . . . . .

...
...

. . . . . .
...

...
. . . teλt

0 . . . . . . 0 eλt
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