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Ziel heute: Die Dimension ist wohldefiniert.
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lineare Abbildungen, Homomorphismen

» Klassifikation endlich-dimensionaler K-Vektorraume

In der letzten Vorlesung hatten wir die Dimension eines
Vektorraums V' mit einer Basis vi,..., Vv, als

dmV =n

definiert. Diese Definition ist problematisch, da Vektorraume viele
verschiedene Basen haben. Wir missen zeigen, dass je zwei
verschiedene Basen aus gleich vielen Vektoren bestehen.



Definition (Erinnerung). Sei V ein K-Vektorraum und seien
Vi,..., vy, € V Vektoren.
1. vi,...,v, erzeugen V, wenn jeder Vektor v € V eine
Darstellung
v=Mwvi+...4+ vy
mit A1,..., A, € K besitzt.
2. vi,...,V, sind linear unabhangig, wenn

0= vi+...+Avp=X1=0,..., X, =0 gilt.

3. v1,...,V, ist eine Basis von V, wenn sie ein linear
unabhangiges Erzeugendensystem bilden.

Bemerkung. Ist vq,..., v, eine Basis von V, dann hat jeder
Vektor v € V eine eindeutig bestimmte Darstellung

v=XMAvi+- -+ v, mit) €K

als Linearkombination.
Beweis. Existenz ist die erste Bedingung, Eindeutigkeit die zweite.



Satz. Sei V ein K—Vektorraum und seien vy,...,v, € V
Vektoren. Aquivalent sind:

1. vi,..., Vv, bilden eine Basis von V.

2. vi,..., v, bilden ein unverlangerbares System von linear
unabhangigen Vektoren.

3. vi,..., Vv, bilden ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von
V.

4. Jeder Vektor v € V hat genau eine Darstellung
v=XMAvi+- -+ v, mit ;€K

als Linearkombination von vy, ..., vp.
Beweis. 1. = 4. gilt nach der vorangegangenen Bemerkung.
4. = 2. und 4. = 3. sind jeweils klar.
2. A 3. = 1. gilt nach der Definition einer Basis.
Es bleibt, 2. < 3. einzusehen.



2. = 3.: Sei vy, ..., Vv, ein unverlangerbares System von linear
unabhangigen Vektoren. Mit jedem weiteren Vektor w € V
erhalten wir also ein System von linear abhangigen Vektoren, also:

El)\l,...,)\n,)\n+1€K2 )\1v1+-~-+)\,,v,,+)\,,+1W:0,

wobei wenigstens ein A; # 0. Esist Ap4+1 # 0, da vi,..., v, linear
unabhangig sind. Da K ein Korper ist, gilt )\nlﬂ cK.
Es folgt:

A1 _An
v (_)\n—i-l)Vl e (_)\n—l-l) G
Dies gilt fiir beliebige w € V, d.h. vy,..., v, erzeugen V.
Vi,...,Vp ist unverkiirzbar, das heiBt nach Weglassen eines der
Vektoren haben wir kein Erzeugendensystem mehr. Wenn wir zum
Beispiel v,, weglassen und v1,...,v,_1 noch ein

Erzeugendensystem ware, gabe es eine Darstellung
Vp = pivi + -+ fln—1Vn—1,

d.h. vi,..., v, waren linear abhangig. Dies widerspricht der
Voraussetzung.



3. = 2.: Sei vi,..., Vv, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem.
Dann sind vy, ..., v, linear unabhangig. In der Tat: Ware

AMvi+... v, =0

ein nichttriviale Relation, etwa mit A, # 0, dann:

V, = _—)\1 vi + + ~An1 %
n — >\n 1 )\n n—1-

Doch dann waren schon vy, ..., v,_1 erzeugend, im Widerspruch
zur Voraussetzung: vi, ..., v, lieBe sich zu dem
Erzeugendensystem vy, ..., v,_1 verkiirzen.
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Beispiel. Das Erzeugendensystem

()0 =)

von Vektoren des R? ist verkiirzbar. Wir kénnen sogar jeden
beliebigen der drei Vektoren weglassen und erhalten immer noch
ein System, das ganz R? erzeugt:

Spann(vi, v2) = Spann(vi, v3) = Spann(va, v3) = R2.

Bei wq = ((1)> , Wy = <C1)> , W3 = <(2)) konnen wir allerdings wy

nicht weglassen, da w» und w3 nur {(Z) €R?|a=0} CR?

erzeugen.



Austauschlemma
Lemma. Sei vi,...,v, eine Basis von V und w € V ein weiterer
Vektor mit w # 0. Dann existiert ein i € {1,...,n}, so dass wir
nach Austausch von v; mit w nach wie vor eine Basis haben. Ist
etwa | = 1, was man durch Umnummerierung erreichen kann, dann
ist also w, va,...,v,_1 eine Basis von V.

Beweis. w ist eine Linearkombination
w=MAvi+ -+ AV,

fur gewisse A; € K, da vy,..., v, ein Erzeugendensystem bilden.
Wenigstens ein \; € K ist # 0, da w nicht der Nullvektor ist.
Nach Umnummerieren konnen wir A1 # 0 annehmen.
Wir zeigen:

1. w,w,..., Vv, ist ein Erzeugendensystem.

2. w,Vva,...,Vy sind linear unabhangig.



Zunachst einmal gilt:

1 -2 n
v1—>\—lw—i—()\1 Jvo + - +(>\1 ) Vi
da )%1 € K existiert.
Sei u € V ein beliebiger Vektor. Dann existieren pyq, ..
so dass
U= p1vy + -+ [inVp,
da vi,...,Vv, ganz V erzeugen. Also:
1 -2 —An
u o= (>\1W+( " Jva+ -+ ( N
M1 1 H1
= K W —\,
Alw+(u 2A1)V2+ + (pn Al)
D.h., w, vy, vy erzeugen V

<k € K,

)Vn> +Xova o+ finVa



Zur linearen Unabhangigkeit: Angenommen,
0=paw+ pova+ -+ pnvn, pi€ K.
Einsetzen der Ausgangsgleichung fiir w liefert
0= padivi + (2 + piX2)vo + - - + (pon + p1An) Vo
Da vi, ..., vy linear unabhangig sind, folgt
wid1 =0, po4+wpir=0, ..., pup+wpmwr,=0¢€K.

Nach Voraussetzung gilt A; # 0.
= 1 = 1 A1 =0
M1 = )\1/11 1=V

Einsetzen liefert: pp =--- = p, = 0.



Austauschsatz von Steinitz

Satz. Sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, eine Basis von V
und wi, ..., w, eine Familie von linear unabhangigen Vektoren.
Dann gilt n < r, und es existieren paarweise verschiedene Indizes
it,...,in € {1,...,r}, so dass wir nach Austausch von v, mit wy
nach wie vor eine Basis haben.
Gilt etwa ih = 1,...,i, = n, was durch Umnummerierung von
vi,...,V, erreicht werden kann, dann ist also

Wiy eooy Wy Vigdy - ey Vr

eine Basis von V.
Achtung: n < r wird bewiesen und nicht vorausgesetzt.



Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also
n > 1 und der Satz fiir n — 1 schon gezeigt.

Dann gilt r > n— 1, und wir miissen nur noch den Fall r=n—1
ausschlieBen. Nach der Induktionsvoraussetzung konnen wir nach

Umnummerierung von vy, ..., Vv, annehmen, dass
Wiy, Wnel, Vps oo, Vg
eine Basis ist, denn auch die Familie wy, ..., w,_1 ist linear

unabhangig. w, hat eine Darstellung

Wp = AWp + -+ A iWpe1 + AV + - + Arve mit A; € K.

Nicht alle Koeffizienten Ap, ..., A, konnen 0 sein, denn sonst
waren wy, ..., W, linear abhangig, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Also ist einer der Koeffizienten A, ..., A, nicht 0,
und insbesondere ist n < r. Nach Umnummerieren von v, ..., v,

konnen wir annehmen, dass A, # 0. Nach dem Austauschlemma
ist dann auch

Wi, ..., Wnpy,Vptl,...,Vr
eine Basis von V. ]
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Definition. Ein K-Vektorraum ist endlich—dimensional, wenn es
endlich viele Vektoren vy, ..., vy, € V gibt, die V erzeugen.

Bemerkung. Durch Verkirzen des Erzeugendensystems erhalten
wir dann auch eine Basis von V/, indem wir Elemente weglassen,
solange bis die verbleibenden linear unabhangig sind. Es gibt also
eine Basis der Gestalt

Wi,...,Wp,

wobei wy = v;, fiir geeignete Indizes i1, ..., i, € {1,..., m} gilt.

Korollar. Je zwei Basen eines endlich—dimensionalen
K-Vektorraums V haben gleich viele Elemente. Insbesondere ist

dim V= { n, falls 3 Basis vi,..., v,

00, sonst

wohldefiniert. O



Basiserganzungssatz

Korollar. Sei vy, ..., v, eine Familie linear unabhangiger Vektoren
in einem endlich—dimensionalen Vektorraum V und sei
r =dim V(< o0). Dann kann man diese Familie zu einer Basis

Viyeo o5 Vny Vntly oo o5 Vr

von V erganzen.

Beweis. Nach dem vorigen Korollar ist n < r. Ist n < r, so gibt
es, ebenfalls wegen des Korollars, einen Vektor

w e V \ (vi,...,Vn). Induktiv konnen wir dies fortfiihren, bis wir
schlieBlich eine Basis erhalten. Ol

Bemerkung. Man kann die zusatzlichen Vektoren aus jedem
(endlichen) Erzeugendensystem wy, . .., Wy, auswahlen.



Korollar.
1. Jeder endlich—dimensionale Vektorraum besitzt eine Basis.

2. Ist V ein Vektorraum der Dimension n = dim V < oo, dann
ist jede Familie von mehr als n Vektoren in V' linear abhangig.

3. Sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt: dim U < dim V.
Ist V' endlich—dimensional und dim U = dim V/, so folgt
u=yv.

Bemerkung. Fiir unendlich—dimensionale Vektorraume
UcCV mitdmU=dmV =
kann man auf U = V nicht schlieBen.

Zum Beispiel: R[t] € C°a, b], da nicht jede stetige Funktion ein
Polynom ist.
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Lineare Abbildungen und Vektorraumhomomorphismen
Definition. Es seien V, W zwei K-Vektorraume. Eine K-lineare
Abbildung (oder Vektorraumhomomorphismus) von V nach W
ist eine Abbildung

f:v-Ww,

die Folgendes erfiillt:
1. fli +w) =f(v1)+f(v) Yvi,weV und
2. f(Av) = Af(v) YAe K, VveV.

Beispiel.
1. Sei V = K" und W ein weiterer K-Vektorraum. Zu einer
Familie A = {w1,...,w,} von Vektoren aus W definiert
X1 n
o KT W, x= ; »—>Zx,-w,-
Xn I=1

eine K-lineare Abbildung.



Beispiel.

2. Sei K ein Korper und A = (a;;) € K™*" eine m x n Matrix
mit Eintragen in K. Dann definiert A eine lineare Abbildung

fa: K" — K™ x— A-x,

wobei A - x durch das Matrizenprodukt gegeben ist, also

n
ail a2 ... an X1 2121 aLjXj
n
a ax ... ax X2 Zj:l a2jXj
fa(x) =1 . . R I I .
n
ami @m2 ... Aamn Xn Ej:l dmjXj
alj
Merkregel. Die j-te Spalte : ist das Bild des j-ten
amj

Einheitsvektors e; € K".



Beispiel.
3. Die Translation um einen Vektor b € R", b # 0,

R"—R" x—=x+b
ist nicht linear, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung. Ist f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei
K-Vektorraumen. Dann gilt: f(0y) = Oy (kurz: £(0) = 0).

Beweis. Es gilt 0y, = 0k - 0y, also:

f(Ov) = f(0k - Ov) = Ok - f(Ov) = Ow.

O



Monomorphismen, Epimorphismen und Isomorphismen

Definition. Einen injektiven Vektorraumhomomorphismus

f: V — W nennen wir einfach Monomorphismus, einen
surjektiven nennen wir Epimorphismus. Ein bijektiver
Vektorraumhomomorphismus f: V — W heiBt Isomorphismus; V
und W heiBen dann isomorph (V = W).

Bemerkung. Ist f ein Isomorphismus, dann ist die
Umkehrabbildung f~1 : W — V ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Zu zeigen ist: f~1 ist K-linear. Sind wy, wo € W und
vi = fY(w),j = 1,2, also w; = f(v;), dann gilt:

w1 + wo = f(Vl) + f(v2) = f(Vl + V2),

also:
fﬁl(W1+W2) = ffl(f(vl—l—vQ)) =Vvi+Vv = fﬁl(Wl)—l-f*l(Wz). L]



Klassifikation endlich—dimensionaler K-Vektorraume

Satz. Sei V ein endlich—dimensionaler K-Vektorraum der
Dimension dim V = n. Dann ist V = K".

Beweis. Sei B = {vi,...,v,} eine Basis von V. Dann ist
e K" =V, e — vy

ein Isomorphismus. In der Tat:

A1
(] “ |)=Awva+...+Av, =0
An
gilt genau dann, wenn A\; =0,..., A, =0 gilt, da vq,..., v, linear

unabhangig sind. Also cpg,l(O) = {0}.

Gilt nun ¢(x) = ¢B(y), so folgt wegen der Linearitat

¢5(x —y) =0, und deshalb x — y € '(0) = {0} und damit

x = y. Dies zeigt, pp ist injektiv.

g ist surjektiv, da vi,..., v, den Vektorraum V erzeugen. O
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